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PŘEDNÁŠKA 2 (11.3.2021). POČÍTÁNÍ S NEKONEČNY.

LIMITY POSLOUPNOSTÍ. EXISTENCE LIMIT.

Co stač́ı (a je nutné) umět ke zkoušce: (i) poč́ıtáńı s nekonečny, (ii)

definice vlastńı a nevlastńı limity posloupnosti, (iii) jednoznačnost limity

(tvrzeńı 8), (iv) co je a k čemu je podposloupnost (tvrzeńı 11 a 12), (v)
n
√
n→ 1 (tvrzeńı 14), (vi) monotónńı posloupnosti (věta 17), (vii) Bolzano–

Weierstrassova věta (věta 22) a (viii) Cauchyova podmı́nka (věta 26).

Připomeňte si, co jsou reálná č́ısla R a co jsou přirozená č́ısla

N = {1, 2, . . . }. Ṕısmeny i, j, k, l, m, m1, m2, . . . , n, n0, n1,

. . . označujeme přirozená č́ısla, ṕısmeny a, b, c, d, ε, δ reálná č́ısla

a vždy ε, δ > 0.

• Pro definici nevlastńıch limit přidáme k R dva nové r̊uzné prvky,

nekonečna +∞ a −∞, a polož́ıme R∗ := R ∪ {+∞,−∞}.
• Poč́ıtáńı s nekonečny. V následuj́ıćıch rovnićıch bereme současně

vždy jen horńı (resp. jen dolńı) znaménka nekonečen: (±∞) +

(±∞) = (±∞) + a = a+ (±∞) := ±∞, pro a > 0 je a · (±∞) =

±∞ · a := ±∞, pro a < 0 je a · (±∞) = ±∞ · a := ∓∞,

(±∞) · (±∞) := +∞, (±∞) · (∓∞) := −∞ a konečně a
±∞ := 0.

Odečteńı ±∞ redukujeme na přičteńı ∓∞, odečteńı a redukujeme

na přičteńı −a a děleńı č́ıslem a 6= 0 redukujeme na násobeńı č́ıslem

1/a. Všechny ostatńı neuvedené možnosti operaćı, např. (±∞) +
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(∓∞), −∞−∞ nebo 0·(±∞), jsou nedefinované. Polož́ıme −∞ < +∞
a −∞ < a < +∞.

Úloha 1. Spočtěte: −∞−2 , (−∞)− (+∞), −∞ + 10 a +∞
0 .

• Limity posloupnost́ı. Neńı-li řečeno jinak, (an), (bn), (cn) ⊂ R
označuj́ı reálné posloupnosti. Pak (an) má (vlastńı) limitu a, když

∀ ε ∃n0 : n ≥ n0 ⇒ |an − a| < ε .

Ṕı̌seme lim an = a či limn→∞ an = a. Pro každé, jakkoli malé, ε >

0 tak existuje index n0, že od něj dále má člen posloupnosti an
vzdálenost k amenš́ı než ε. Má-li (an) vlastńı limitu, pak konverguje,

jinak diverguje. Pro následuj́ıćı úlohu se rozpomeňte na značeńı

reálných interval̊u: (a, b) = {c | a < c < b}, (−∞, b] = {c | c ≤
b}, atd.

Úloha 2. Podmı́nka na vzdálenost v definici limity je ekviva-

lentńı podmı́nkám an ∈ (a− ε, a + ε) a a− ε < an < a + ε.

Řekneme, že (an) má (nevlastńı) limitu +∞, resp. −∞, když

∀ c ∃n0 : n ≥ n0 ⇒ an > c, resp. an < c .

Ṕı̌seme lim an = +∞ či limn→∞ an = +∞, resp. lim an = −∞ či

limn→∞ an = −∞. Pro L ∈ R∗ a lim an = L ṕı̌seme i an → L.

Úloha 3. Definujeme U(a, ε) := (a − ε, a + ε), U(−∞, ε) :=

(−∞,−1/ε) a U(+∞, ε) := (1/ε,+∞). Dokažte, že pro každé

L ∈ R∗ je lim an = L ⇐⇒ ∀ ε ∃n0 : n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(L, ε).

• Pro L ∈ R∗ intervaly U(L, ε) nazýváme ε-okoĺı bodu, resp.

nekonečna, L. Vždy U(L, ε) 6= ∅ a dokonce je každé U(L, ε) ne-

spočetná množina.
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Úloha 4. Necht’ se posloupnosti (an) a (bn) shoduj́ı, s možnou

výjimkou konečně mnoha člen̊u. Pak

lim an = L ∈ R∗ ⇒ lim bn = L .

Má-li tedy jedna z obou posloupnost́ı limitu, má stejnou limitu

i druhá.

Úloha 5. Je-li (an) eventuálně konstantńı posloupnost, s an =

a pro každé n ≥ n0, pak (an) konverguje a lim an = a.

• Např́ıklad lim 1
n = 0, protože pro dané ε a každé n ≥ n0 :=

1 + d1/εe je

0 <
1

n
≤ 1

1 + d1/εe
<

1

1/ε
= ε .

Zde dae ∈ Z označuje horńı celou část č́ısla a, nejmenš́ı v ∈ Z, že

v ≥ a. Podobně dolńı celá část bac č́ısla a je největš́ı v ∈ Z, že

v ≤ a.

• Dále např́ıklad
3
√
n−
√
n→ −∞ .

Pro dané c < 0 totiž pro každé n ≥ n0 > max(4c2, 26) je

3
√
n−
√
n = n1/2(n−1/6 − 1) < −n1/2/2 < −2|c|/2 = c .

Neńı nutné hledat nějakou optimálńı, nejlepš́ı hodnotu indexu n0

v závislosti na ε či c (dá se to udělat jen v nejjednodušš́ıch př́ıpadech

typu lim 1
n, jinak to bývá problém), stač́ı naj́ıt libovolnou hodnotu

n0, aby pro každé n ≥ n0 platila nerovnost v definici limity. Ale i jen

k tomu je často nutné mı́t zkušenosti se zacházeńım s nerovnostmi

a odhady.
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Úloha 6. Spoč́ıtejte si prośım pár limit: lim n−n, lim (−n)n,

lim (−n)−n, lim nn, lim (−1)n, lim (−1)−n, lim 1n, lim (2n + 3n),

lim (−2n − 3n), lim (3n − 2n) a lim (2n − 3n).

V minulé přednášce jsem zapomněl zmı́nit množinovou termino-

logii disjunktnosti: A a B jsou disjunktńı množiny, když nemaj́ı

žádný společný prvek, to jest A ∩ B = ∅. Množiny Bi, i ∈ I , jsou

vzájemně disjunktńı, když i, j ∈ I, i 6= j ⇒ Bi ∩Bj = ∅.

Úloha 7. Dokažte d̊uležitou vlastnost disjunktnosti ε-okoĺı,

∀K, L ∈ R∗ : K 6= L⇒ (∃ ε : U(K, ε) ∩ U(L, ε) = ∅) .

Tvrzeńı 8 (jednoznačnost limity). Limita posloupnosti je

jednoznačná, pro každé K,L ∈ R∗ a každou (an) plat́ı, že

(lim an = K ∧ lim an = L)⇒ K = L .

Důkaz. Necht’ má posloupnost (an) limity K ∈ R∗ i L ∈ R∗.
Pro spor necht’ K 6= L. Podle předchoźı úlohy vezmeme č́ıslo ε, že

U(K, ε) ∩ U(L, ε) = ∅. Podle reformulace definice limity v úloze 3

bychom pro každé velké n měli mı́t an ∈ U(K, ε) ∩ U(L, ε), což je

spor. 2

• Limita neexistuje kv̊uli podposloupnostem. Posloupnost (bn) je

podposloupnost́ı posloupnosti (an), pokud existuj́ı taková č́ıslam1 <

m2 < . . . , že pro každé n je bn = amn.

Úloha 9. Ukažte, že relace
”

být podposloupnost́ı“ je reflexivńı

a tranzitivńı.

Úloha 10. Nalezněte posloupnosti (an) a (bn), že jedna je pod-

posloupnost́ı druhé a naopak, ale (an) 6= (bn).
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Tvrzeńı 11 (o podposloupnosti). Když lim an = L ∈ R∗
a (bn) je podposloupnost posloupnosti (an), pak i lim bn = L.

Důkaz. Necht’ (an) je posloupnost s limitou L ∈ R∗ a m1 <

m2 < . . . jsou přirozená č́ısla. Pro dané ε vezmeme n0, že pro

každé n ≥ n0 je an ∈ U(L, ε) (viz úloha 3). Protože mn ≥ n pro

každé n, pro každé n ≥ n0 je amn ∈ U(L, ε). Tedy podposloupnost

(bn) = (amn) má limitu L. 2

Limita posloupnosti nemuśı existovat. Třeba (an) s an = (−1)n

nemá limitu. Kdyby měla limitu L, každá jej́ı podposloupnost by

také měla limitu L. Ale (an) má jako podposloupnosti konstantńı

posloupnosti (1, 1, . . . ) a (−1,−1, . . . ) s r̊uznými limitami 1 a −1.

Toto funguje obecně.

Tvrzeńı 12 (kdy limita neex.). Posloupnost (an) nemá li-

mitu, právě když (an) má dvě podposloupnosti s r̊uznými limi-

tami.

Důkaz. Implikace⇐ plyne ihned z předchoźıho tvrzeńı. Opačnou

implikaci ⇒ dokážeme př́ı̌stě pomoćı hromadných bod̊u posloup-

nost́ı. 2

Abychom vyvrátili, že daná posloupnost má limitu, vždy je možné

předvést jej́ı dvě podposloupnosti s r̊uznými limitami.

Úloha 13. Dokažte touto metodou, že

(an) = (n + (−1)nn)

nemá limitu.

• Je dobré umět poznat, kdy je výpočet dané limity
”
triviálńı“ a kdy

”
netriviálńı“ (a obt́ıžněǰśı). Prvńı př́ıpad nastává, když v limitěném
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výrazu žádné dva r̊usty nejdou proti sobě. Jinak dojde na druhý

př́ıpad. Třeba výpočty lim (2n+3n) a lim 4
5n−3 jsou triviálńı, kdežto

výpočty lim (2n − 3n) a lim 4n+7
5n−3 jsou netriviálńı. Často netriviálńı

limitu spoč́ıtáme tak, že ji algebraickými úpravami převedeme na

triviálńı (jako v hořeǰśım př́ıkladu s 3
√
n−
√
n). Následuj́ıćı limita

je netriviálńı, protože r̊usty mocniny prostřednictv́ım jej́ıho expo-

nentu a základu zde jdou proti sobě. Jak hned uvid́ıme, exponent

převládne.

Tvrzeńı 14 (n1/n → 1). Plat́ı, že

lim
n→∞

n1/n = lim
n→∞

n
√
n = 1 .

Důkaz. Patrně vždy n1/n ≥ 1. Kdyby n1/n 6→ 1, existovala by

č́ısla c > 0 a 2 ≤ n1 < n2 < . . . , že pro každé i je n
1/ni
i > 1 + c.

Podle Binomické věty (úloha 15) by pro každé i bylo

ni > (1 + c)ni =
∑ni

j=0

(
ni
j

)
cj ≥ ni(ni−1)

2 c2

a tedy, pro každé i,

1 +
2

c2
> ni .

Což je spor, posloupnost 2 ≤ n1 < n2 < . . . totiž neńı shora

omezená. 2

Úloha 15 (Binomická věta). Pro každá tři č́ısla a, b, n se

(a + b)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
aibn−i, kde

(
n
i

)
= n(n−1)(n−2)...(n−i+1)

i! .

• Kdy limita posloupnosti existuje? Uvedeme v tomto duchu čtyři

věty (druhá z nich je nepovinná). Třet́ı věta zaručuje konver-

gentńı podposloupnost. Podle jednoduché, ale d̊uležité úlohy 4 se
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existence limity nezruš́ı ani jej́ı hodnota se nezměńı žádnou změnou

jen konečně mnoha člen̊u posloupnosti. Vlastnosti posloupnosti,

které zaruč́ı existenci jej́ı limity, by měly být taky tak robustńı,

neměly by být ovlivnitelné žádnou změnou jen konečně mnoha člen̊u

posloupnosti. Např́ıklad omezenost posloupnosti (kterou ale definu-

jeme až za chv́ıli), je robustńı.

Úloha 16. Bud’ dáno a. Je vlastnost posloupnosti (an), že

sup({an | n ∈ N}) = a ,

robustńı?

Ṕı̌seme v podmiňovaćım zp̊usobu, nebot’ tento požadavek se ve for-

mulaćıch vět často nedodržuje. Hned následuj́ıćı věta o monotónńı

posloupnosti se typicky uvád́ı jen pro posloupnost (an) monotónńı

pro každé n, což neńı robustńı vlastnost. My budeme d̊usledńı a ve

zmı́něných čtyřech větách použijeme robustńı vlastnosti.

Posloupnost (an) je neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı, pro n ≥ n0, po-

kud pro každé n ≥ n0 je an ≤ an+1, resp. an ≥ an+1. Splňuje-li

(an) jedno z obého pro nějaké n0, je monotónńı pro velké n. Pokud

n0 = 1, nazveme (an) stručně neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı, resp.

monotónńı posloupnost́ı. Řekneme, že (an) je shora omezená, po-

kud ∃ c ∀n : an < c, jinak je (an) shora neomezená. Otočeńım

nerovnosti dostáváme omezenost, resp. neomezenost, posloupnosti

(an) zdola.

Věta 17 (o monotónńı posloupnosti). Každá posloupnost

(an) ⊂ R, která je monotónńı pro velké n, má limitu. Je-li (an)
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neklesaj́ıćı pro n ≥ n0, je

lim
n→∞

an =

{
sup({an | n ≥ n0}) . . . (an) je shora omezená a

+∞ . . . (an) je shora neomezená .

Je-li (an) nerostoućı pro n ≥ n0, je

lim
n→∞

an =

{
inf({an | n ≥ n0}) . . . (an) je zdola omezená a

−∞ . . . (an) je zdola neomezená .

Důkaz. Probereme pouze prvńı př́ıpad neklesaj́ıćı posloupnosti,

druhý př́ıpad je velmi podobný. Když (an) je shora neomezená,

pak pro dané c existuje m, že am > max(c, a1, a2, . . . , an0). Tedy

am > c i m > n0, a tud́ıž an ≥ am > c pro každé n ≥ m. Tedy

an → +∞. Pro shora omezenou (an) označ́ıme jako s supremum

množiny jej́ıch člen̊u an s indexy n ≥ n0. Bud’ dáno ε > 0. Podle

aproximačńı vlastnosti suprema existuje m ≥ n0 , že s−ε < am ≤
s. Tedy s− ε < am ≤ an ≤ s pro každé n ≥ m a an → s. 2

Na přednášce vysvětĺım, proč posloupnosti v praxi jsou typicky

monotónńı pro velké n.

•Kvazimonotónńı posloupnosti (nepovinné). Řekneme, že posloup-

nost (an) je kvazimonotónńı pro velké n, když

∃n0 ∀n : n ≥ n0 ⇒ množina {m | am < an} je konečná

nebo

∃n0 ∀n : n ≥ n0 ⇒ množina {m | am > an} je konečná .

Úloha 18. Když je posloupnost monotónńı pro velké n, je i kva-

zimonotónńı pro velké n.
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Úloha 19. Uved’te př́ıklad posloupnosti, která neńı monotónńı

pro velké n, ale je kvazimonotónńı pro velké n.

V následuj́ıćı větě použ́ıváme veličiny lim sup a lim inf posloup-

nosti, které jsou vždy definované, mohou nabývat i hodnoty ±∞
a které zavedeme př́ı̌stě.

Věta 20 (o kvazimon. posloupnosti). Každá posloupnost

(an) ⊂ R, která je kvazimonotónńı pro velké n, má limitu.

Splňuje-li (an) prvńı, resp. druhou, podmı́nku definice, pak

lim an = lim sup
n→∞

an ∈ R∗, resp. lim an = lim inf
n→∞

an ∈ R∗ .

Důkaz. Uváž́ıme jen př́ıpad, kdy (an) splňuje prvńı podmı́nku pro

nějaké n0, protože druhý př́ıpad je velmi podobný. Necht’ je (an)

shora neomezená a je dáno c. Tedy existuje m ≥ n0, že am > c.

Podle prvńı podmı́nky existuje k, že an ≥ am > c pro každé n ≥ k.

Tedy an → +∞ = lim sup an. Necht’ je (an) shora omezená, s =

lim sup an ∈ R a je dáno ε. Podle definice lim sup an se v s− ε <
am < s+ε prvńı nerovnost splňuje pro nekonečně mnohom a druhá

pro skoro všechny m. Podle prvńı podmı́nky tedy existuje k, že

s− ε < an < s + ε plat́ı pro každé n ≥ k. Tedy an → s. 2

Kvazimonotónńı posloupnosti, v nichž n0 = 1, zavedl anglický ma-

tematik Godfrey H. Hardy (1877–1947).

• Bolzano–Weierstrassova věta. Potřebujeme pomocný výsledek,

který je zaj́ımavý i sám o sobě.

Tvrzeńı 21 (∀posl. ∃ mon. podposl.). Každá posloupnost

reálných č́ısel má monotónńı podposloupnost.
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Důkaz. Pro danou posloupnost (an) definujeme množinu

M := {n | ∀m : n ≤ m⇒ an ≥ am} .

Když je M nekonečná, M = {m1 < m2 < . . . }, máme neros-

toućı podposloupnost (amn). Když je M konečná, vezmeme č́ıslo

m1 > max(M). Pak jistě m1 6∈ M a tedy existuje č́ıslo m2 > m1,

že am1 < am2. Protože m2 6∈ M , existuje m3 > m2, že am2 < am3.

A tak dále, máme neklesaj́ıćı (dokonce ostře rostoućı) podposloup-

nost (amn). 2

Posloupnost reálných č́ısel je omezená, je-li shora i zdola omezená.

Věta 22 (Bolzano–Weierstrassova). Každá omezená po-

sloupnost reálných č́ısel má konvergentńı podposloupnost.

Důkaz. Necht’ (an) je omezená posloupnost. Necht’ (amn) je jej́ı mo-

notónńı podposloupnost, jež je garantovaná předchoźım tvrzeńım.

Zřejmě je (amn) omezená. Podle věty 17 je (amn) konvergentńı. 2

S C. Weierstrassem jsme se setkali již minule. Italsko-německo-

český kněz, filosof a matematik Bernard Bolzano (1781–1848)

má v Praze po sobě pojmenovanou ulici (u Hlavńıho nádraž́ı), v Ce-

letné ulici ho připomı́ná pamětńı deska a na Oľsanských hřbitovech

se nacháźı jeho hrob.

Úloha 23. Dokažte, že každá posloupnost reálných č́ısel má

podposloupnost, která má limitu.

•Cauchyova podmı́nka. S Cauchyovými posloupnostmi zlomk̊u jsme

setkali minule. Posloupnost (an) ⊂ R je Cauchyova, pokud

∀ ε ∃n0 : m, n ≥ n0 ⇒ |am − an| < ε .
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Úloha 24. Každá Cauchyova posloupnost reálných č́ısel je ome-

zená.

Úloha 25. Cauchyovost posloupnosti reálných č́ısel je robustńı

vlastnost (ve výše definovaném technickém smyslu).

Věta 26 (Cauchyova podmı́nka). Posloupnost reálných č́ı-

sel je konvergentńı, právě když je Cauchyova.

Důkaz. Necht’ (an) má vlastńı limitu a. Pro dané ε tak máme n0,

že n ≥ n0 ⇒ |an − a| < ε/2. Tedy

m, n ≥ n0 ⇒ |am − an| ≤ |am − a| + |a− an| < ε/2 + ε/2 = ε .

Tedy (an) je Cauchyova.

Necht’ (an) je Cauchyova. Podle úlohy 24 je i omezená a podle

Bolzano–Weierstrassovy věty má (an) konvergentńı podposloupnost

(amn) s limitou a. Pro dané ε tak máme n0, že n ≥ n0 ⇒ |amn −
a| < ε/2 a m,n ≥ n0 ⇒ |am − an| < ε/2. Vždy mn ≥ n, takže

n ≥ n0 ⇒ |an − a| ≤ |an − amn| + |amn − a| < ε/2 + ε/2 = ε .

Tedy an → a. 2

I francouzský matematik Augustin-Louis Cauchy (1789–1857)

pobýval v Praze, v exilu v letech 1833–1838.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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