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https://iuuk.mff.cuni.cz/~jelinek/1920/kompletni-poznamky_MA1.pdf

PŘEDNÁŠKA 1 (4.3.2021). PARADOXY NEKONEČNA.

CO JE TO FUNKCE? O MNOŽINÁCH. REÁLNÁ ČÍSLA R.

ZÁVĚREM I KOMPLEXNÍ ČÍSLA C.

Co stač́ı (a je nutné) umět ke zkoušce: (i) nekonečné
∑

vedou k para-

dox̊um, (ii) definice funkce, (iii) funkce prostá, na a bijekce, (iv) značeńı

N,Z,Q,R a C, (v) co je supremum a infimum v lineárńım uspořádáńı,

(vi) zhruba co je R (co ř́ıkaj́ı věty 11 a 12), (vii)
√

2 ∈ R \ Q (věta 16),

(viii) co je (nejvýše) spočetná a nespočetná množina, (ix) Z × Z a Q jsou

spočetné (věta 25.2), (x) R je nespočetná (věta 18), (xi) definice alge-

braického a transcendentńıho č́ısla a (xii) co ř́ıká ZVAlg (věta 32).

•Co analyzuje Matematická analýza? Nekonečné procesy a operace,

pracuje tak s nekonečnem ∞.

• Proto úzce souviśı s Teoríı množin zvanou TEMNO.

Když an ∈ R, co je
∑∞

n=1 an = a1 + a2 + . . . ?

Úloha 1. ∞∑
n=0

1

2n
=? a

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
=?

(nápověda: 1
n(n+1) = 1

n −
1

n+1).
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Podstatně těžš́ı je spoč́ıtat, že

∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+ · · · = π2

6

— objevil to Leonhard Euler (1707–1783) v r. 1734.

• Dva paradoxy. Komutativita sč́ıtáńı neplat́ı:

1− 1 +
1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+ · · · = 0 + 0 + 0 + · · · = 0 ,

ale po zpřeházeńı sč́ıtanc̊u tak, že po dvou kladných následuje jeden

záporný, máme

1 +
1

2
− 1︸ ︷︷ ︸

1
2

+
1

3
+

1

4
− 1

2︸ ︷︷ ︸
1
12

+
1

5
+

1

6
− 1

3︸ ︷︷ ︸
1
30

+ · · · =
∞∑
n=1

1

2n(2n− 1)
> 0 ??

Dále tu je paradox nekonečné tabulky. Když má na hlavńı diagonále

1, nad ńı −1 a jinde 0, tak se celkový součet po řádćıch lǐśı od toho

po sloupćıch:

1 −1 0 0 0 . . .
∑

= 0

0 1 −1 0 0 . . .
∑

= 0

0 0 1 −1 0 . . .
∑

= 0

0 0 0 1 −1 . . .
∑

= 0

0 0 0 0 1 . . .
∑

= 0
... ... ... ... ... . . . ...∑

= 1
∑

= 0
∑

= 0
∑

= 0
∑

= 0 . . .
∑

= 1 \ 0

??

•Co je to funkce? Matematická, nikoli politická! Prázdná množina ∅
nemá žádné prvky. Uspořádanou dvojici (a, b) množin a a b, v tomto
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pořad́ı, definujeme jako

(a, b) := {{b, a}, {a}}

— v r. 1921 s t́ım přǐsel Kazimierz Kuratowski (1896–1980).

Úloha 2. Dokažte, že (a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c ∧ b = d.

Uspořádaná trojice (a, b, c) je

(a, b, c) := {(1, a), (2, b), (3, c)} .

Podobně definujeme usp. k-tici (a1, a2, . . . , ak) pro každé k ∈ N.

Nedefinujeme (a, b, c) := ((a, b), c) apod., i když se to tak často

dělá, protože pak se nev́ı, zda množina (a, b, c) je usp. dvojice

množin (a, b) a c nebo usp. trojice množin a, b a c (!)

Úloha 3. Necht’ množina A := (a1, a2, . . . , ak) je usp. k-tice,

množina B := (b1, b2, . . . , bl) je usp. l-tice a k ≤ l. Dokažte, že

v naš́ı definici

A = B ⇐⇒ k = l ∧ ∀ i = 1, 2, . . . , k : ai = bi .

• Funkce (též zobrazeńı) f z množiny A do množiny B je usp.

trojice (A,B, f ), že

f ⊂ A×B := {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

a plat́ı, že ∀ a ∈ A ∃ právě jedno b ∈ B, že (a, b) ∈ f . Ṕı̌seme

f : A → B a f (a) = b (nebo i a 7→ b). Literárńı definice typu

”
Funkce je pravidlo či předpis, které každému prvku z A přǐrad́ı

. . .“ nejsou vhodné. A je definičńı obor f a B je obor hodnot f .

Pro X ⊂ A je

f [X ] := {f (a) | a ∈ X} ⊂ B
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obraz množiny X funkćı f . Pro Y ⊂ B je

f−1[Y ] := {a ∈ A | f (a) ∈ Y } ⊂ A

vzor množiny Y funkćı f .

Necht’ f : A → B. Funkce f je prostá (injektivńı, injekce), když

a 6= a′ ⇒ f (a) 6= f (a′). Je na (surjektivńı, surjekce), když f [A] =

B. Je bijektivńı (bijekce), je-li prostá a na. Je-li f prostá, jej́ı inverz

(inverzńı funkce) je funkce f−1 : f [A]→ A, definovaná jako

f (a) = b ⇐⇒ f−1(b) = a .

Úloha 4. Je pravda, že (f−1)−1 = f?

Úloha 5. Ukažte, že když je funkce f : A → A prostá a A je

konečná množina, tak je f na. Co když je A nekonečná?

• Skládáńı zobrazeńı. Necht’ f : A→ B a g : B → C. Pak složená

funkce (složenina) h = g ◦ f = g(f ) : A→ C je definovaná pro a ∈
A jako

h(a) = g(f (a)) .

Identická funkce idA : A→ A je daná předpisem idA(a) = a.

Úloha 6. Dokažte, že f : A→ B je bijekce, právě když existuje

g : B → A, že g ◦ f = idA a f ◦ g = idB.

Věta 7 (Cantor–Bernsteinova). Existuj́ı-li prosté funkce

f : A→ B a g : B → A ,

existuje i bijekce h : A→ B. Tu lze nav́ıc volit tak, že pro každé

a ∈ A je h(a) = f (a) nebo h(a) = g−1(a).
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Výše definovaný kartézský součin A×B má př́ıvlastek odkazuj́ıćı

na Reného Descartese (1596–1650). Kartézský součin k ∈ N
množin A1, A2, . . . , Ak definujeme jako

A1 × A2 × · · · × Ak := {(a1, a2, . . . , ak) | ai ∈ Ai} .

Pro A1 = A2 = · · · = Ak = A ṕı̌seme krátce jen Ak.

• Č́ıselné obory. Přirozená č́ısla jsou

N := {1, 2, 3, . . . } a N0 := {0, 1, 2, . . . } = N ∪ {0} .

• Indukce. Princip indukce je vlastnost (axiom) množiny N, že

každá neprázdná podmnožina X ⊂ N má nejmenš́ı prvek a ∈ X ,

to jest b ∈ X ⇒ a ≤ b.

Posloupnost (an) (v množině A) je funkce a : N → A, kde pro

n ∈ N ṕı̌seme an := a(n). Celá č́ısla a zlomky (racionálńı č́ısla)

jsou po řadě

Z := {. . . , −1, 0, 1, . . . } a Q := {a/b | a, b ∈ Z, b 6= 0} .

Připomeňte si, že a
b = c

d ⇐⇒ ad = bc. Základńı tvar zlomku a
b má

b ∈ N a nesoudělná č́ısla a a b: jediné d ∈ N děĺıćı a i b je d = 1.

• Definovat pracovńı arénu analýzy, j́ıž jsou reálná č́ısla R—

. . . . . .

— neńı jednoduché a zde se do toho nepust́ıme. Různé konstrukce

R podali: Richard Dedekind (1831–1916) v r. 1858 pomoćı tzv.

řez̊u na Q, Carl Weierstrass (1815–1897) kolem r. 1863 dese-

tinnými rozvoji a Charles Méray (1835–1911), Georg Cantor

(1845–1918) a Eduard Heine (1821–1881) kolem r. 1870, kteř́ı

použili tzv. Cauchyovy posloupnosti zlomk̊u.
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• X ⊂ Q je řez, když (i) X 6= ∅,Q, (ii) α, β ∈ Q, α < β ∈ X ⇒
α ∈ X a (iii) X nemá maximum. Pak R := {řezy}.
• (an) ⊂ Q je Cauchyova posl., když

∀ k ∈ N ∃n0 ∈ N : m, n ≥ n0 ⇒ |am − an| < 1/k .

Pak R := {Cauchyovy posl.}/∼, pro jistou ekvivalenci ∼.

• Úplné uspořádané těleso F je algebraická struktura

F = (F, 0F , 1F , +F , ·F , <F ) ,

v ńıž F je množina, 0F , 1F ∈ F jsou jej́ı dva r̊uzné prvky,

+F , ·F : F × F → F

jsou (binárńı) operace (na F ),

<F ⊂ F × F

je (binárńı) relace (na F ) a která splňuje následuj́ıćıch zhruba 15

axiomů: +F a ·F jsou asociativńı a komutativńı a plat́ı pro ně distri-

butivita, 0F , resp. 1F , je neutrálńı vzhledem k +F , resp. ·F , existuj́ı

inverzńı prvky −a a a−1,

∀ a ∈ F ∃ − a ∈ F : a +F (−a) = 0F a

∀ a ∈ F \ {0F} ∃ a−1 ∈ F : a ·F a−1 = 1F ,

<F je lineárńı uspořádáńı (na F ) — takže <F je tranzitivńı (a <F

b ∧ b <F c ⇒ a <F c), ireflexivńı (a 6<F a) a trichotomická

(a <F b ∨ a = b ∨ a >F b) — plat́ı dva axiomy svazuj́ıćı operace a

relaci, totiž

a <F b⇒ a +F c <F b +F c a

0F <F a ∧ 0F <F b⇒ 0F <F a ·F b ,
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a konečně lineárńı uspořádáńı (F,<F ) je úplné, každá neprázdná

a shora omezená (tj. s horńı meźı, viz ńıže) množina X ⊂ F má

supremum sup(X) ∈ F .

• Supremum. Pro lineárńı uspořádáńı (A,<A) použ́ıváme značeńı

a ≤A b := a <A b ∨ a = b. Pro X ⊂ A je s ∈ A supremem

množiny X , symbolicky s = sup(X), když

s je horńı mez množiny X︷ ︸︸ ︷
(∀x ∈ X : x ≤A s)∧ (∀ y ∈ A : (∀x ∈ X : x ≤A y)⇒ s ≤A y)

— s je nejmenš́ı horńı mez množiny X .

Úloha 8. V situaci jako výše je

s = sup(X) ⇐⇒ ∀x ∈ A :
(
(x ∈ X ⇒ x ≤A s) ∧

∧ (x <A s⇒ ∃ y ∈ X : x <A y ≤A s)︸ ︷︷ ︸
aproximačńı vlastnost suprema

)
— s je horńı mez množiny X a dá se zdola libovolně těsně apro-

ximovat prvky y ∈ X.

Úloha 9. Definujte duálńı pojem infima inf(X) ∈ A množiny

X ⊂ A v lineárńım uspořádáńı (A,<A).

Úloha 10. Co jsou sup(∅) a inf(∅)? Kdy tyto prvky existuj́ı?

Proč je v definici úplnosti uspořádaného tělesa X 6= ∅?

Věta 11 (∃ R). Existuje úplné uspořádané těleso.

Důkaz. Pomoćı řez̊u nebo Cauchyových posl. nebo desetinných

rozvoj̊u. 2
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Věta 12 (R je jediné). Každá dvě úplná uspořádaná tělesa

jsou izomorfńı jako uspořádaná tělesa.

— pro každá dvě úplná uspořádaná tělesa (F, 0F , 1F ,+F , ·F , <F )

a (G, 0G, 1G,+G, ·G, <G) tedy existuje bijekce f : F → G, že pro

každé x, y ∈ F je

f (0F ) = 0G, f (1F ) = 1G, f (x +F y) = f (x) +G f (y) ,

f (x ·F y) = f (x) ·G f (y) a x <F y ⇐⇒ f (x) <G f (y) .

Úloha 13. Ukažte, že v izomorfismu f si odpov́ıdaj́ı i inverzńı

prvky vzhledem k +F a +G, resp. ·F a ·G.

• Reálnými č́ısly R rozumı́me ve smyslu vět 11 a 12 jednoznačně

určené úplné uspořádané těleso

R = (R, 0, 1, +, ·, <) .

R ⊃ Q, rozšǐruje tak uspořádané těleso zlomk̊u

Q = (Q, 0, 1, +, ·, < )

a zaplňuje jeho
”
d́ıry“. R si můžeme konkrétně představovat jako

množinu nekonečných desetinných rozvoj̊u, jako jsou třeba

−2089.005607399 . . . nebo 0.0000001200114 . . . .

Úloha 14. Vysvětlete, v jakém smyslu plat́ı rovnosti jako

−0.25 = −0.2500000 . . . = −0.2499999 . . . .

• Lineárńı uspořádáńı (Q, <) neńı úplné: množina

M := {x ∈ Q | x > 0 ∧ x2 < 2} ⊂ Q

nemá supremum s = sup(M) ∈ Q.
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Úloha 15. Toto s by totǐz řešilo rovnici s2 = 2. Ale:

Věta 16 (
√

2 ∈ R \Q). Rovnice x2 = 2 má řešeńı v R, nikoli

však v Q.

Důkaz. Č́ıslo x := sup(M) ∈ R (v (R, <)) je řešeńı v R. Necht’,

pro spor, x = a
b ∈ Q. Tedy a, b ∈ N a a2 = 2b2. Ukážeme indukćı,

že tato rovnice nemá v N řešeńı. Necht’ a, b je řešeńı s nejmenš́ı

prvńı složkou a. Takže a2 i a je sudé č́ıslo, a = 2c pro c ∈ N,

a (2c)2 = 2b2 a b2 = 2c2. Ale b < a a máme spor. 2

Řešeńı této rovnice označujeme jako
√

2 = 1.41421 . . . , daľśı řešeńı

je −
√

2 = −1.41421 . . . .

Úloha 17. Dokažte, že x2 = 2 nemá jiná řešeńı než ±
√

2.

Podobně se dokáže existence řešeńı v R pro spoustu jiných rovnic,

např. xn = a s n ∈ N a a ∈ R, a ≥ 0. V R má tedy každé

nezáporné č́ıslo a n-tou odmocninu n
√
a. Úplnost tělesa R je prvńı

z jeho dvou základńıch vlastnost́ı, přejdeme ke druhé.

• Nespočetnost R. Dvě množiny A a B maj́ı tutéž mohutnost (též

kardinalitu), když existuje bijekce f : A→ B, pak ṕı̌seme A ≈ B.

Patrně A ≈ B ⇒ B ≈ A a A ≈ A. Existuje-li injekce f : A→ B,

ṕı̌seme A � B. Cantor–Bernsteinova věta 7 tak prav́ı, že A �
B ∧ B � A ⇒ A ≈ B. Množina A je nekonečná, když N � A,

jinak je konečná. Množina A je spočetná, když A ≈ N. Je-li A

konečná nebo spočetná, jeA nejvýše spočetná. KdyžA neńı nejvýše

spočetná, je A nespočetná. Ukážeme, že R je nespočetná.

Věta 18 (R je nespočetná). Množina reálných č́ısel R je ne-

spočetná.
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Důkaz. Ukážeme, že už jen reálná č́ısla

X := {0.a1a2 · · · ∈ R | an ∈ {0, 1}}

tvoř́ı nespočetnou množinu. Necht’ (an) ⊂ X , třeba a1 = 0.1101 . . . ,

a2 = 0.0001 . . . , a3 = 0.0111 . . . , a4 = 0.0101 . . . , . . . nebo tak

nějak. Definujeme b = 0.b1b2 · · · ∈ X : bn je změněná n-tá cifra za

desetinnou tečkou č́ısla an. Zde tedy b = 0.0100 . . . . Tato definice

zaručuje, že pro každé n ∈ N je b 6= an a posloupnost (an) tak

nevyčerpala celou X . Tento postup lze uplatnit na každou funkci

f : N→ X a žádná proto neńı na, t́ım méně bijekce. 2

Ve větách 28 a 29 je tato záležitost pojednána obecněji.

Úloha 19. A � N ⇐⇒ A je nejvýše spočetná.

Úloha 20. A � B ∧ B je spočetná ⇒ A je nejvýše spočetná.

Úloha 21. A ≈ B ∧B ≈ C ⇒ A ≈ C.

Úloha 22. A ≈ B ∧ C ≈ D ⇒ A× C ≈ B ×D.

Úloha 23. k ≥ 2⇒ Ak ≈ Ak−1 × A.

Úloha 24. Sjednoceńı dvou nejvýše spočetných množin dává

nejvýše spočetnou množinu.

Věta 25 (o spočetnosti). Plat́ı následuj́ıćı.

1. Jsou-li A a B spočetné množiny, je i A×B spočetná. Ana-

logicky to plat́ı pro nejvýše spočetné množiny A a B.

2. Množiny Z× Z a Q jsou spočetné.
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3. Je-li každá z množin A a B ∈ A spočetná, je množina⋃
A := {X | ∃B : B ∈ A ∧X ∈ B}

spočetná.

4. Je-li každá z množin A a B ∈ A nejvýše spočetná, je
⋃
A

nejvýše spočetná.

Důkaz. Asi na cvičeńıch. Ovšem body 3 a 4 se nedaj́ı dokázat bez

axiomu výběru. Dobré cvičeńı je si uvědomit, jak přesně se axiom

výběru v jejich d̊ukazech použije.

Dokážeme alespoň část 2.Vahou zlomku a
b rozumı́me |a|+ |b| (∈

N). Bijekci z N do Q dostaneme vyjmenováńım zlomk̊u v základńım

tvaru, nejprve těch s vahou 1, pak těch s vahou 2, atd.: 0
1,−1

1, 1
1,−1

2,

−2
1, 1

2, 2
1, −1

3, . . . . Důkaz spočetnosti množiny Z × Z je podobný

a vlastně jednodušš́ı. 2

Úloha 26. M̊uže být spočetné sjednoceńı nejvýše spočetných

množin konečná množina?

• Axiom výběru, zkráceně AC z anglického the axiom of choice,

prav́ı, že

(∀B ∈ A : B 6= ∅)⇒
⇒ ∃ f : (f : A→

⋃
A) ∧ (∀B ∈ A : f (B) ∈ B)

— pro každou množinu A, jej́ımž prvkem neńı ∅, existuje zobrazeńı

f , které každé B ∈ A přǐrad́ı nějaký jej́ı prvek f (B) ∈ B. Bylo

dokázáno, že axiom výběru nelze z ostatńıch axiomů teorie množin

ani odvodit ani vyvrátit.

• Potenčńı množina (též potence) P(A) množiny A je množina

P(A) := {X | X ⊂ A}
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všech podmnožin X množiny A. Např. P(∅) = {∅} a P({1, 2}) =

{∅, {1}, {2}, {1, 2}}.

Úloha 27. Potence n-prvkové množiny má 2n prvk̊u.

Věta 28 (Cantorova o potenci). Zobrazeńı z množiny A do

jej́ı potence P(A) nikdy neńı na,

(f : A→ P(A))⇒ f [A] 6= P(A) .

Tedy vždy A 6≈ P(A).

Důkaz. Bud’ dána funkce f : A→ P(A). Definujeme množinu

B := {a ∈ A | a 6∈ f (a)} ∈ P(A) .

Kdyby B ∈ f [A] a tedy B = f (b) pro nějaké b ∈ A, měli bychom

spor

b ∈ B ⇐⇒ b 6∈ f (b) = B .

Tedy B 6∈ f [A] a f neńı na. 2

Zobrazeńı A 3 a 7→ {a} ∈ P(A) je jistě prosté, takže pro každou

množinu A máme A � P(A), podle věty ale A 6≈ P(A). Potence

množiny má vždy ostře větš́ı mohutnost než má množina.

• Russel̊uv paradox — je nazvaný podle svého autora Bertranda

Russela (1872–1970). Předešlá definice množiny B ukazuje, že

”
definice“ potenčńı množiny P(A) výše je nebezpečná. Obě defi-

nice zkombinujeme a
”
definujeme“ množinu

R := {X | X 6∈ X} .

Dostali jsme t́ım SPOR V MATEMATICE:

R ∈ R ⇐⇒ R 6∈ R .
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”
Definice“ množin typu {X | . . . } se zcela libovolnou množinou X

jsou tedy nepř́ıpustné.
”
Definice“ potenčńı množiny výše je ve for-

malizované teorii množin ve skutečnosti axiomem, axiomem exis-

tence potenčńı množiny. Totéž plat́ı pro hořeǰśı
”
definici“ sumy⋃

A.

Věta 29 (o R). R ≈ P(N), takže množina reálných č́ısel R je

nespočetná.

Důkaz. R je patrně nekonečná množina, a tak z R ≈ P(N) plyne

nespočetnost R podle věty 28 a úlohy 21. Kdyby R ≈ N, bylo by

P(N) ≈ N, ve sporu s větou 28. R ≈ P(N) dokážeme pomoćı

Cantor–Bernsteinovy věty 7. Injekce z P(N) do R ve tvaru dese-

tinných rozvoj̊u je jasná:

N ⊃ A 7→ 0.a1a2 . . . ∈ R

s an = 0 (resp. an = 1), když n 6∈ A (resp. n ∈ A). Např́ıklad

množina prvoč́ısel A = {2, 3, 5, 7, . . . } se pošle na reálné č́ıslo

0.0110101 . . . . Injekci z R do P(N) definujeme pomoćı rozkladu

množiny N na intervaly In délky 10:

In := {10(n− 1) + 1, 10(n− 1) + 2, . . . , 10n}, n ∈ N .

Reálné č́ıslo α ∈ R pak kódujeme jako podmnožinu

A =
⋃∞
n=1 Jn ⊂ N

pomoćı volby množin Jn ⊂ In. Když α ≥ 0, je J1 = ∅. Když α < 0,

je J1 = {1}. Když je n-tá pozice v č́ısle α cifra i = 0, 1, . . . , 9, je

Jn+1 = {10n+ i+ 1}. Když je n-tá pozice v č́ısle α desetinná čárka

(či tečka), je Jn+1 = ∅. Např́ıklad

R 3 −3.141592 · · · 7→ {1, 14, 32, 45, 52, 66, 80, 83, . . . } ⊂ N .
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Je jasné, že jde o prosté zobrazeńı z R do P(N). 2

• Transcendentńı č́ısla. Č́ıslo α ∈ R je algebraické, je-li kořenem

nenulového polynomu s celoč́ıselnými koeficienty: existuj́ı celá č́ısla

a0, a1, . . . , an, n ∈ N0 a an 6= 0, že

a0 + a1α + a2α
2 + · · · + anα

n = 0 .

Jinak je α transcendentńı. Např́ıklad č́ısla
√

2 a −
√

2 jsou alge-

braická. Velkým úspěchem Cantorovy teorie množin je následuj́ıćı

výsledek.

Důsledek 30 (∃ transc. č́ısla). Transcendentńı č́ısla existuj́ı

a jejich množina je dokonce nespočetná.

Důkaz. Stač́ı dokázat, že množina A ⊂ R algebraických č́ısel je

nejvýše spočetná. Kdyby transcendentńı č́ısla R \ A byla nejvýše

spočetnou množinou, podle úlohy 24 by množina R = A ∪ (R \A)

byla nejvýše spočetná, ve sporu s větou 29.

Necht’ P je množina nenulových celoč́ıselných polynomů (daných

svými koeficienty) a pro p = p(x) ∈ P necht’ Kp ⊂ A je množina

(reálných) kořen̊u polynomu p. Patrně

P �
⋃∞
n=1 Zn a A =

⋃
p∈P Kp .

Množina Z je spočetná a d́ıky bodu 1 věty 25, úloze 23 a indukci

podle n máme, že každá množina Zn je spočetná. Podle bodu 3

věty 25 je tedy prvńı sjednoceńı výše spočetná množina a podle

úlohy 20 je P nejvýše spočetná množina. Podle úlohy 31 je každá

množina Kp konečná, takže podle bodu 4 věty 25 je množina A
nejvýše spočetná. 2
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Úloha 31. Připomeňte si, jak se v algebře dokazuje, že pro

každý polynom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ P má Kp nejvýše

deg p := n prvk̊u.

Prvńı př́ıklady transcendentńıch č́ısel nalezl v́ıce než dvacet let před

G. Cantorem Joseph Liouville (1809–1882). Ten zhruba v r. 1844

dokázal, že např́ıklad č́ıslo (n! = 1 · 2 · . . . · n)∑∞
n=1 10−n! = 0.11000100000000000000000100 . . .

je transcendentńı. Transcendentnost č́ısel e = 2.71828 . . . , resp.

π = 3.14159 . . . , dokázali Charles Hermite (1822–1901) v r. 1873,

resp. Ferdinand von Lindemann (1852–1939) v r. 1882.

•Komplexńı č́ısla. Podle sylabu předmětu se maj́ı
”
okrajově zmı́nit“,

takže tak učińıme. Množinu komplexńıch č́ısel C definujeme jako

C := {a + bi | a, b ∈ R} ,

tedy C ≈ R2. Zápis
”
a+ bi“ zde znamená pouze usp. dvojici (a, b).

Nuly a jedničky se vynechávaj́ı a např́ıklad −i tak označuje totéž

jako 0 + (−1)i. Aritmetické operace s komplexńımi č́ısly jsou de-

finovány dobře známým zp̊usobem, v němž při násobeńı je i2 =

i · i = −1. Třeba

(1 + 2i) · (3 + 4i)

= 1 · 3 + 1 · 4i + 2i · 3 + 2i · 4i = 3 + 4i + 6i− 8 = −5 + 10i .

C je úplné normované těleso, což už nebudeme podrobně ro-

zeb́ırat. Podobně jako R zaplňuje d́ıry ve Q, přidává C k R všechny

chyběj́ıćı kořeny polynomů — třeba polynom x2+1 nemá v R žádný

kořen, ale v C se chová řádně a má dva kořeny i a −i. Plat́ı známá

Základńı věta algebry,
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Věta 32 (ZVAlg). Každý nekonstantńı komplexńı polynom

má v C kořen,

n ∈ N ∧ (a0, a1, . . . , an ∈ C) ∧ an 6= 0

⇒ ∃α ∈ C : a0 + a1α + · · · + anα
n = 0 .

Jej́ı d̊ukazy se neobejdou bez nástroj̊u matematické analýzy.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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