Teorie mnozin

Pojdme se podivat, pro¢ chceme nadefinovat péknou teorii mnozin.
Nejprve si nadefinujme mnoziny naivnim zptisobem, tedy mnozina je néco, co obsahuje néjaké prvky.
A diky tomu nadm vznikly nové paradoxy. Pojdme se na né podivat.
Russeliuv paradoz.
Pokud mnoZina = obsahuje sama sebe (x € z), pak je x zvlaStni, jinak je obycejné.
Piedpokladejme mnozinu O = {vSechny obyc¢ejné mnoziny}.

Paklize O € O, potom je O zvlastni, tedy potom O ¢ O. Naopak, kdyz O ¢ O, potom je O obycejna, a tedy
O € O. Tim dostavame spor.
Vinikem tohoto paradoxu je pravé definice O = {v8echny oby¢ejné mnoziny}.

Berryho paradoz.

Méjme n jako nejmensi kladné celé ¢islo, které nemizeme definovat pouzitim nejvyse 100 znaky.

Kazd4 neprazdnd mnoZina pfirozenych é&isel obsahuje nejmensi prvek. Potom n = minD a D = {z € N |
x nemizeme def.. . }.

Pojdme se podivat na disledky Russelova paradoxu. Napiiklad holi¢ holi pravé ty muze, ktefi se neholi sami.
Kdo holi holi¢e? Podobné Halting problém nelze algoritmicky rozhodnout.

Véta (Banach-Tarski). M&jme B jednotkovou kouli v R<. Jestlize mame B = By U By U ... UWb, rozklad a
1, B, ..., B}, s nimi kongruentnimi, sjednocenim |J B; ziskdme 2 stejné mnoziny B.

Tato véta plati, jestlize pfedpokladame, ze rovnéz plati axiom vybéru. Je dokonce s nim ekvivalentni.

Pojdme se podivat na rtizna nekoneéna. V roce kolem 1870 Cantor dokazal, ze realnych ¢isel je vice, nez ptiro-
zenych ¢isel. Déale rovnéz dokézal, Ze algebraickych ¢isel (&isel takovych, co jsou kofeny pfirozenych polynomii)
je stejné mnoho, jako prirozenych éisel.

Timto jsme ziskali nekonstruktivni dikaz existence transcendentnich (nealgebraickych) éisel.

Déle kolem 1850 poprvé Bolzano uvazoval o mnozinach.

Timto se dostavame prvni definici mnozin:

Definice. Mnozina je skupina definitivnich, riznych objektt nasi intuice nebo myslenky.

Tato definice neni vsak moc pékné matematicka. Nebojme se vsak, kolem roku 1900 pfisel Frege a jeho
Definice: Neomezend abstrakce. Mnozina je {x | P(x)} pro vlastnost P.

Takovou definici uz krasné ziskdvadme rtzné mnoziny: {z |z #z} = 0, {z |z =aVz =0} = {a,b} nebo
{z | = C y} = P(y) poten¢ni mnozina. A dalsi.

R

Mnozina {z | = ¢ 2} je ale spor. Proto bychom potfebovali nasi definici jesté zlepsit!

A tak v roce 1908 ptisel Zermelo s axiomatickou teorii mnozin, zvanou Zermelo-Frankelovou. V ni jsou mnoziny
definované tentokrate omezenou abstrakci.

1 Axiomaticka teorie mnozZin

Definice. Jazykem teorie mnozin bude binarni rela¢ni symbol € s rovnosti.

Kromé symboli jazyka si rovnéz zavedeme zkratky jako (), C, C, ¢ a podobné.

Axiom existence

Ezistuje mnozina bez proki.

(3z)(Vy)~(y € =)

Axiom extenzionality
MnoZiny jsou jednoznacné urceny svymi proky.

VX)VY) (Vo) (z EX S r€Y)= X =Y)

Opacna implikace plati diky definici rovnosti z logiky.
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Véta. Existuje pravé jedna mnoZina bez prvki, déle zvana prazdnd mnoZina a znadena ().

Diikaz. Axiom existence implikuje, Ze existuje X bez prvkia.

Dale méjme Y rovnéz bez prvki. Potom diky axiomu extenzionality nutné plati, ze X =Y.

Schéma axiomu vydéleni
Méjme P(z) predikdatovou formuli proniho vddu, kde x je volnd proménnd. Potom

(VA)(3B)((Vz)(x € B x € AN P(x))).

Véta. Mnozina B z axiomu vydéleni je pro danou formuli P(z) a mnozinu A jednoznaéné uréena.

Dikaz. Predpokladejme, Ze (3B);, (3B)2 splitujici axiom vydéleni. VSimnéme si, ze Vo : ¢ € By < © € Bs.
Potom diky axiomu extenzionality B; = Bs. Q

Diky této vété lze mnozina B z axiomu vydéleni napsat jako B = {z € A | P(x)}.

Véta (Existence praniku). (VP)(VQ)(IR)((VX)(z € R< (x € P Az € Q))). Dale je R jednozna¢né uréend a
R=PNQ.

Dikaz. R={x € P |z € Q}. Tedy véta je instance axiomu vydéleni pro P(z) =z € Q a A= P. Q

Tyto axiomy se timto vyhnuly Russelovu paradoxu. Z axiomi viibec nevyplyva, ze {z | ¢ x} je mnozina.

Podobné jsme zabranili Berryho paradoxu, protoze P(z) je predikatova formule s jazykem €,= a logickymi
symboly.

Zatim nam vsak axiomy garantuji existenci jen jedné mno#iny, a to (.

Axiom dvojice

K libovolngm dvéma mnoZinam A, B existuje mnoZina {A, B}.

(VA)(VB)(3C)(Vx)(x € C < x = AV = B)

Ale pozor, potieba axiomu dvojice i extenzionality ke zdtvodnéni existence C' = { A, B}.

Pozndmka: Mizeme mit mnoziny A = B, potom C = {4, B} = {A} bude jednoprvkova mnozina.

Priklad.
1. {0} #0
2. {0,{0}}
3. {({{{0}3}1}1}

Axiom sjednoceni

Ke kazde mnozZiné S existuje mnozina U vsech prvku x, které ndleZi néjakému proku
S.
(VS)AU)(Vz)(z € U & (FA € S)(x € A))

Tento axiom budeme znacit jako U = [ S, obvykle vSak U = [J .5 4.

Znova si muzeme vSimnout, Ze axiom extenzionality ndm zarucuje, Ze je mnozina U jednoznacna.
Priklad. |J{0,{0}} =0U {0} = {0}

Definice. Sjednoceni mnozin AU B = |J{A, B}. Toto sjednoceni existuje diky axiomu sjednoceni a dvojice.
Dale je toto sjednoceni jednozna¢né diky axiomu extenzionality.

Jestlize Z = AU B, potom (Vz)(zr € Z <z € AV e B).

Pojdme si zavést dal$i znaceni. A C B znamend, z2e x € A = z € B.

2 Verze z 20.11.2017



Axiom potence
Pro kaZdou mnozinu S existuje mnozina P obsahujici vSechny podmnoZiny S.

(VS)(FP)(Vz)(r € Pz C5)

Mnozinu P budeme déale znacit jako P(S) a fika se ji potenéni mnozina. Jak nds jiz nepfekvapi, tato mnozina
je znova jednoznacna.

P{0}) = {0,{0}}.

Piiklad. otenéni mnozina P(0) = {0},
Miuzeme si dale v§imnout, ze (VX)(0 C X).

2 Zakladni mnoZinové operace

e ANB={re€(AUB)|x € ANz € B}... je dobfe definovand mnozina diky axiomu vydéleni. (AU B) je
rovnéz dobre definovana mnozina.

e A\B={x€(AUB)|z€ ANz ¢ B}.
e AANAB=(A\B)U(B\A).
Tyto operatory ndm umoziuji vytvorit jiz jakoukoliv mnozinu.
Pranik a sjednoceni jsou navzdjem distributivni: AN (BUC) = (AN B)U(BNQC).

Dikaz. Chceme ukézat, Ze jsou podmnozinou i nadmnozinou. Pokud z € AN (BUC), potom z € ANz €
BUC=zxzeAAN(zeBvzel).

Nyni vyuzijeme distributivity logickych operaci a dostdavame (x € AAx € B)V (z € ANz € C). To jiz
implikuje C. Smér D je analogicky. V)
Definice. (S budou prvky, které se nachazeji v kazdé mnoziné uvniti S a (S ={z| (VA€ S)(z € A)}

Takové definice je ale problematickd, protoze (0 = {z | ...} je vZdy pravdivé, a tak by ndm vznikla mnoZina
vSech mnozin. Proto doddme podminku, Ze S # () a poté zvolime B € S tak, ze (\S ={zr € B|...}.

Takova definice je nyni korektni diky axiomu vydéleni.

Stéle je ale otazka, co je (0. Tim bude prazdnd mnozina.

3 Relace a funkce

Pojdme si zavést pojem usporddané dvojice. Od takové mnoziny chceme, aby ndm zachovavala pofadi prvki.
Definice: Uspoiddand dvojice. (a,b) = {{a},{a,b}}.
Véta. (a,b) = (d/,0/) ©a=d ANb=1.

Drikaz. Zpétné implikace vychéazi ze zakladni logiky. Nyni se podivejme na dopiednou implikaci. Mame dvé
moznosti.

Jestlize a = b, potom (a,b) = {{a},{a,a}} = {{a}}. Pokud (a,b) = (a’,V'), potom (a’,’) je singleton a
{a} ={d'}. Tedy a=d' (b=

Jinak a # b, potom (a,b) obsahuje dva rtzné prvky. Tedy (a’,b’) rovnéz obsahuje dva riizné prvky. Tedy
{{a},{a,b}} = {{d'},{a/, V' }}, tudiz {a} = {a’} a {a,b} = {a’,b'}. Diky extenzionalité a =a’ a b=1'. v

Nyni, kdyZ méame uspofadané dvojice, pojdme je n&jak vyuzit!
Definice: Bindrni relace. Binarni relace je mnozina usporadanych dvojic.
Piiklad. R = {(m,n) € N* | m/n} (Neméme ale definice N, N?, délitelnosti)

Tyto relace nejsou jen takové mnoziny dvojic. Ty néco musi znamenat. Pojdme si k nim néco dalsiho uziteéného
nadefinovat.
Definice.

1. Defini¢ni obor R je dom R = {m | (3n)((m,n) € R)}.

2. Obor hodnot R je ran R = {n | (3m)((m,n) € R}).

3. Obor R = dom R Uran R.
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Tyto definice jsou korektni, pokud umime ukazat existenci mnoziny S takové, ze In: (m,n) € R=xz € S.

Tato vlastnost plati obecné pro {z | P(z)}, tedy pokud existuje S takova, ze VaP(z) = x € S, jedna se o
mnozinu, jelikoZ poté umime takovou definici pfepsat na {x € S | P(z)}.

Véta. (m,n) € R=m,n € |JJR.
Diikaz. Vime, ze {{m},{m,n}} € R, potom {m,n} € R, a tudiz m e JURAn € JUR. @
Pro binédrni relaci R mtizeme (z,y) € R rovnéz zapsat jako = Ry,

Definice. Obraz mnoziny A je R[A] = {y €ran R | z R y} pro n&jaké = € A.
Vzor mnoziny A je R™}A]={z €domR|Jye€ A:x Ry}.
Inverze R je R~ = {z| 2 = (x,9) = (y,z) € R}, tedy mnoZina vSech ,obracenych”dvojic.

Inverzi miizeme zapisovat zkratkou jako {(x,y) | (y,x) € R}. Znova ale pot¥ebujeme S, kde (y,z) € R = (z,y) €
S. Tedy chceme S = ran R x dom R.

Definice: Kartézsky soucin. Mnozina Ax B={z|3Ja€ A€ B:z= (a,b)}.

Znova budeme pouzivat zkratku {(a,b) | a € A,b € B}. Tato definice tentokrat je ale velmi problematicka,
nevime ani, zda je korektni. Nezoufejme vsak.

Véta. A x B je mnoZina.

Diikaz. (a,b) € P(P({a,b})). Tedy a,b € AU B = (a,b) € P(P(AU B)). Potom {a,b} C AU B.
To tedy znamena, ze A x B = {z € P(P(AUB))|3a€ A3be B:z=(a,b)}. Vime, ze P(P(AU B)) je

mnozinou diky axiomtim, proto je kartézsky soucin mnozinou diky vydéleni. Q
Jak zapsat usporddané n-tice? (a,b,c) = ((a,b), c). MiiZzeme ale n-tice mit? Chceme funkci z : {1,2,...,n} = R,
kde n € N.

Nyni bychom radi méli definovano, co to jsou v feci mnozin prirozena ¢isla. Dejme si pozor na rozdil vyznamu
vzhledem k jazyku mnozin nebo metajazyku (tak, jak je znadme my).

4 Funkce

Definice. Relace f je funkce pokud f(a,b1) A f(a,bs) implikuje b; = bo.

Tedy funkce je takova relace, ze kazdy prvek vlevo je v relaci s pravé jednim prvkem vpravo. K funkci mame
potom dobie definované dom f,ran f.

Definice. B4 je mnozina vsech funkci z A do B, tedy {f C A x B | f funkce,dom f = A,ran f = B}.

Casto se uziva notace S = {S; |i € I} (pfipadné misto S; se pouzivd S(i)). V té je S funkce s defini¢nim
oborem I.

Dale si mtizeme zavést notaci |JS = J;¢; Si = U,¢; S(4). Rovnéz [[,o; S; = {f | dom f = I,Vi € I : f(i) € S;}.
V obou pripadech se jedna o mnoziny.

Definice. Funkce f, g jsou kompatibilni, pokud Va € dom f Ndomg : f(z) = g(x).
Funkce f rozsifuje g, pokud f D g.

Mizeme si vSimnout, ze funkce f, g jsou kompatibilni pravé tehdy, kdyz f U g je funkce.

Véta. Necht F je mnozina funkei, které jsou po dvou kompatibilni. Potom |J F' je funkce, jejiz dom|]J f =
U{dom f | f € F}.

Tento prunik rozsifuje vSechny funkce v F.
Diikaz. Abychom zkontrolovali, Ze je g funkce, pfedpokladejme, ze (a,by), (a,bs) € g. To znamend, ze 3fi, fo €
F (a,bl) S f1, (a,bg) S f2.
V pripadé, ze f1 = fo, by = bo, jelikoz fi je funkce. Jinak by = by, protoze f; i fo jsou navzajem kompatibilni
funkce. Q
5 Prirozena cisla

Chceme namodelovat pfirozena ¢isla, tedy 0,1,... jako mnoziny. Jaké mame moznosti?
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Definice.
0= {} =0
1={0} ={0}
2={0,1} ={0,{0}}
3={0,1,2} =...
Definice. Naslednik S(z) = z U {z}.
Nyni, kdyZ mame néslednika, mtizeme zapsat jakékoliv ¢islo, napiiklad 7 = SSSSSSS(0).
Definice. Mnozina [ je induktivni, pokud 0 € I a z € I = S(z) € I.

Nyni je ¢as k dalsimu axiomu teorie mnozin.

Axiom nekonec¢na
Induktivni mnozina existuje.

Nyni si koneéné muzeme definovat pfirozend ¢isla.

Definice. N = {z € A |V induktivni mnoZinu [ : z € I'} kde A je néjakd induktivni mnozina, kterd existuje
diky axiomu nekone¢na.

N je mnozinou, protoze mizeme udélat nasledujici. Vzit libovolnou induktivni mnozinu. Vzit vSechny jeji podm-

noziny. Axiomem vydéleni vzit pouze podmnoziny, které jsou induktivni. Udélat jejich prunik. Nahlédnout, Ze se

jednd o induktivni mnozinu. Nahlédnout, Ze tato induktivni mnoZina je do inkluze minimélni. Nahlédnout, ze at
zacneme s libovolnou induktivni mnozinou, dostaneme nakonec tu stejnou mnozinu. Tato mnozina je mnozinou
prirozenych cisel.

Véta.

1. N je induktivni.
2. VI induktivni: N € [

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze je N induktivni. Vime, ze 0 € N, jelikoz je 0 v kazdém I. Jakmile je z € N, potom
je iv kazdém I diky definici.

Potom VI induktivni S(z) € I, a tedy S(z) € N. @

Jako zkratku budeme psat, ze S(n) = n + 1.

Nadefinujme si usporadani N : m < n, jestlize m € n.

Vé&ta (Princip matematické indukce.). Mé&jme P jakoukoliv vlastnost mnoziny. Jestlize P(0) plati a Vn € N :
P(n) = P(n+1). Potom Vn € N: P(n).

Diikaz. Necht A = {n € N: P(n)}. Toto je induktivni mnozina: 0 € A diky prvni podmince, tedy P(0) plati.
Jestlize n € A, pak P(n) rovnéz plati. Tudiz diky druhé podmince P(n + 1) rovnéZ plati, a proto n + 1 € A.
Vidime, ze A je induktivni, tedy A C N, ale zaroven podle definice A O N. Q

Pojdme se podivat na néjaké vlastnosti. Pro kazdé prirozené n plati, ze 0 < n. Déle, pro kazdé n, k pfirozené

plati, ze k < n + 1 implikuje, ze k < n nebo k = n.

Diikaz. VyuZijeme indukci. Podminka P(n) :n>0&n>0Vn=00cnV)=mn.

P(0) : 0 > 0 plati, jelikoz 0 = 0. P(n) = P(n + 1). Pokud n = 0, potom n + 1 = {#} > . Pokud ne, potom
PenaSn)=nU{n}>0.

Pro druhou podminku vime, 7e k < n+1 a k € nU{n}. To plati pravé tehdy, kdyz k € nnebo k € {n} < k =n.
Q

Véta. (N, <) je linedrné uspofddand mnozina.
Diikaz. Nejprve ukazeme, ze < je tranzitivni, tedy Vk,l,m € N: k <Al <m = k < m. Vyuzijeme indukci:
P(m) :Vk,l:k<l<m=k<m.
a) P(0), pfedpokladejme | < 0, potom [ € (), nemozné.
b) P(m), chceme P(m + 1).

Vime, ze pro ! < m+ 1 plati bud I < m, potom k <1 < m = k < m diky indukénimu pfedpokladu. Jinak
l=mak<l=m,tedy k <m.

Nyni ukdzeme antisymetrii <. Pokud # < y Ay < z, potom diky tranzitivité * < = a tedy x € z. Zatim
nemame zadny axiom, ktery by toto zakazoval, ale 1ze jednoduse dokazat indukci, Ze to se u ¢isel stat nemiize.
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Nakonec linearitu <. Vm,n € N:m <nVm =nVm > n. Neboli Vn € N: P(n), kde P(n) =Vm e N: ...
Ukézeme indukei.

a) P(O):YmeN:m<0Vm=0Vm >0, to vime.
b) P(n) = P(n+1). V piipadé m < n madme m < n < n+ 1A tranzitivitu. V pfipadé m =njen <n+1 &
nenU{n}.
Nakonec m > n = m > n + 1, kde plati ur¢ité jedna moznost. Necht je tato formule Q(m).
a) Q(0) plati.
b) Q(m) = Q(m+1).
Chceme m+1>n=m+12>n+1 avime, ze m >n = m > n+ 1. Podle pfedchoziho lemmatu
n<mVn=m=m+1l=n+1Tedym+1>m>n+1. Q

Véta. Predpokladejme, ze Vn € N :
(Ym <n:P(m))= P(n) (%)
Potom Vn € N: P(n).
Dikaz. Indukel pro Q(n) = Vm < n: P(m).
a) Q(0) je pravdivy.
b) Q(n) = Q(n+ 1). Podminka (x) ¥ikd, ze Q(n) = P(n) a Q(n+ 1) & Q(n) A P(n).
A tedy Yn € N: Q(n). Q@
Definice. Necht (A, <) je uspofaddani. Reknéme, 7e A je dobre usporddand, jestlize VB C A : B # () = B ma
nejmensi prvek (tedy prvek, ktery je mensi nez libovolny jiny prvek).

Dobré usporadani ndm tedy rika, Ze kazda podmnozina z naseho usporadani mé minimum. Z toho plyne i Ze je
< je linedrnim uspofaddanim, protoze libovolnd dvouprvkovd mnozina musi mit nejmensi prvek.

Piiklad. (Q, <) neni dobfe uspofddand mnozina. Stejné tak neni dobfe uspofddand (Z, <).

Véta. (N, <) je dobfe uspofddand mnozina.
Dikaz. Vezméme si B C N. Pfedpoklddejme pro spor, ze B nemé nejmensi prvek. Mé&jme indukéni podminku
P(n):¥Ym <n:m¢ B.
a) P(0) plati, zddny prvek pod nulou neni.
b) P(n) = P(n + 1). Chceme dokazat Vm < n+1:m ¢ B. Vime z definice B, ze Ym < n : m ¢ B, tedy
P(n) plati, nebo pro m = n : m ¢ B. Pokud n € B, potom n =m € B, spor s neexistenci minima. Proto

n ¢ B.

Z toho dostaneme, ze Vn € N : P(n). Pokud B # (), méjme k € B. Potom P(k + 1) neni pravdivy, méme

Spor. Q
6 Rekurze

M¢éjme posloupnosti definované explicitné: f(n) =n+ 1, tedy f = {(n,S(n)) e Nx N|n e N}.
RovnéZ mame posloupnosti definované implicitné (rekurzivng). Piikladem je f(0) =1, f(n+1) = (n+1)- f(n).
Otézka je, zda je implicitné definovand f v teorii mnozin dobfe definovand, tedy zda g(f(n),n) existuje.
Rekurzi potfebujeme uz tieba k definovani jednoduchého n + n.
Véta (o rekurzi). Mé&jme A mnozinu, a jeji prvek a g : AXxN — A. Potom existuje jednozna¢nd funkce f : N — A
takova, ze
1. f(0)=a
2. f(n+1) = g(f(n),n).
Diikaz. t je m-krokovy vypocet, pokud t : (m + 1) — A, t(0) = a, Yn < m : t(n + 1) = g(t(n),n). Potom ¢ je
mnozina usporadanych dvojic (0,a),..., (m, f(m)).
Vezmeéme si F = {t € P(N x A) | t je m-krokovy vypocet pro n&jaké m € N}. Potom f = |JF a je to dobfe
definovand mnozina.
Vsimnéme si, Ze jakmile je ¢ m-krokovy vypocet, t € P(N x A). Chceme, aby f byla funkce.
Abychom to dokézali, staci, aby t,t € F implikovalo kompatibilitu ¢,¢'.

Podle definice f dostavame 3Im,m’, kde t a t’ jsou m-krokovy a m’-krokovy vypocet.
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Muzeme piedpokladat ze m < m’ :Vn € m : t(n) = t'(n). Nazvéme tuto podminku P(m) a pouzijme indukci.
Pro n = 0 mdme ¢(0) = ¢/(0) = a. Potom pro P(n) = P(n + 1) mdme t(n) =t'(n) = t(n+ 1) = g(t(n),n) =
t'(n+1) =g(t'(n),n), tedy dom f =N aran f C A.
Z podminky mame P(m) : existuje m-krokovy vypocet. Dale P(0) = t(0) = a,t: {0} — A, tedy t = {(0,a)}.
Diky P(m) = P(m+ 1) mtizeme rozsifit ¢t. Tedy pokud je ¢ m-krokovy vypocet, potom tU (m+ 1, g(t(m), m))
je (m + 1)-krokovy vypocet.
Tedy podle indukce Vm : P(m) tika, ze Ym 3t : m € domt = m € dom f. A proto f spliiuje ,rekurzi“:

a) Vie F:t(0)=a= f(0)=a

b) diky definici t-krokového vypoctu pro kontrolu b pro n € N pouzijeme jakykoliv (n + 1)-krokovy vypocet.
Nyni jesté chceme jednozna¢nost f. Mé&jme h spliiujici ,rekurzi“. Podle indukce ukdzeme, ze ¥nf(n) = h(n).
Vidime, ze f(0) = h(0) = a. Déle, pokud f(n) = h(n), potom f(n+1) = g(f(n),n) = g(h(n),n) = h(n+1).
Tedy se musi f a g rovnat. Q

Véta. Méjmea: P— Aag: Px AxN—= A Potom existuje f : P x N — A takova, Ze
a) Vp € P: f(p,0) = a(p)
b) VneN,p€ P: f(p,n+1) = g(p, f(p,n),n).

Ditkaz nebudeme provadét. Je stejny, pouze komplikovanéjsi, jelikoz je a funkci misto konstanty.

7 Aritmetika N

Pojdme si nyni vybudovat na nasich pfirozenych &isel celou aritmetiku. Mame zatim k dispozici jen néslednika.

Véta. Existuje pravé jedna funkce + : N x N — N takova, Ze

a) +(m,0) =m

b) +(m,n+1)=+(m,n)+1
Dikaz. Vyuzijeme rekurzi, kde A= P =N, a(p) =p a g(p,a,n) =a+ 1. Q
Nadale budeme pro + pouzivat infixni notaci, tedy +(m,n) budeme znacit m + n.
Nyni bychom radi védéli, zda ma s¢itani tak, jak jsme si ho zavedli, vlastnosti, jaké bychom od néj c¢ekali.
Véta. Scitani je komutativni.

Dikaz. Mé&jme P(n) : Ym < n:m+n = n+ m. Chceme, ze P(n) plati pro kazdé n, uzijme indukeci.
Pro P(0) dostavame Ym € N : m + 0 = 0 + m. Chtéli bychom, aby toto platilo, éeka nas dalsi indukce
Q(m) : 04+m =m. Pro Q(0) : 04+0 = 0, to je v pofadku. Potom Q(m) = Q(m+ 1) znamend, ze 0+ (m+1) =
(0+m)+1=m+ 1 uzitim Q(m).
Pro P(n) = P(n+ 1) madme Ym : m+ (n+ 1) = (n + 1) + m. Vyuzijeme stejnou indukci Q(m). Tedy
Q0):0+(n+1)=(n+1)40, coz jsme uz dokazali.

8 Kardinality mnozin

Mozna by nés jednoho dne zajimalo, jak jsou mnoziny velké.
Definice. Mnoziny A, B maji stejnou velikost nebo kardinalitu pravé tehdy, kdyz existuje bijekce z A do B.
O mnozinach, které jsou stejné velké, budeme Fikat, Ze jsou ekvipotentni a |A| = |B].
Véta. Ekvipotentnost ma nésledujici vlastnosti:
1) [A] = 4]
2) |Al=|B| = |B| = |A]
3) [Al = [B|A[B| = |C| = [A] = [C]
Diikaz.
1) Zvolime id: A — A, kde a — a.
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2) Vime, ze f : A — B je bijekce, potom f~!: B — A je také bijekce.

3) Vime, ze f: A — B a g: B — C jsou bijekce, potom g o f je také bijekce. Q@
Relace R : ,byt ekvipotentni® je tedy ekvivalence, jelikoz pfedchozi véta ukazala reflexivitu, symetrii i tranzi-
tivitu.

Co je ale dom R? Kdybychom fekli, Ze to jsou vSechny mnoziny, méli bychom problém. Potfebujeme tedy néjakou
mnozinu, na kterou dom R omezime.

Proto bychom radi zavedli koncept ¢7idy bez omezeni: Pro jakoukoliv vlastnost P je {z | P(z)} tfida, ale ne
nutné mnozina. TTidy mizeme pouzivat jako zkratky ke vSem mnozinam s néjakou vlastnosti, avsak nemusi byt
korektné definované.

Diky tomu muzeme definovat tiidové Relace, které ale nejsou nutné mnozinovymi relacemi, avsak vypovidaji
néjaké vlastnosti danych mnozin.

Maéme sice rovnost kardinalit, ale chtéli bychom taky porovnavat nerovnost. Jak na to?

Definice. Velikosti |A| < |B|, pokud existuje prosté zobrazeni z A do B.

Véta.
1) [A] < [4]
2) |A]=[B| <|C|=|D|=[Al <[|C|A[B| <D
3) A< [B[ < [Cl= Al < |C]
Diikaz analogicky k predchozi vété.
Zdalo by se, ze se jedna o tfidové usporadani. AvSak nic nevime o antisymsetrii, ktera je dulezita pro definovani
usporadéani.
Véta (Cantor-Bernstein). | X| < |Y|A Y| < |X|= |X|=[Y].
Dikaz. Méjme X" = g[f[X]] € X' = g[Y] C X. Potom |X| = |X"|, jelikoz g o f je prosta funkce na X".
Lemma. Jestlize A; C B C AN |A;| = |Al, potom |A| = |B].
Diikaz. Funkce f : A — A je bijekce. Nyni si vezmeme posloupnosti Ay, A1, As,... a By, By, Bs,..., kde
AO =Aa BO =B a An+1 = f[An] a Bn+1 = f[Bn]
Déle vime, 7e A D B = f[A] = A1 2 f[B] = Bs.
Déle By 2 Ay = f[Bo] 2 f[A1]. Tedy vidime, ze Vn : A,, D B, 2 Ap41. To ukdZeme indukei: Ag O By D A;.
Definujme si tedy C,, = A,, \ B,. Potom C = |J;~, C,. Nyni si nadefinujme g(z) = f(z) pro z € C, jinak
g(z) = .

Dostaneme, ze f|C,, je bijekce mezi C,, a Cp,11. To znamend, ze f|C je bijekce mezi C a | J, -, C,,. Nakonec
id je bijekce z A\ C do A\ C C B.

Tudiz g je bijekce mezi A a B. Q
Diky lemmatu mame |X”| = |X’| = |X|. Protoze prosta funkce je bijekci mezi svym definiénim oborem a
oborem hodnot, | X'| = Y. @

......

Diikaz. Predstavme si bipartitni graf, kde vrcholy jsou X UY a hrany jsou {z, f(x) |z € X} U{y,g(y) |y €Y}
pro f: X = Y,g:Y — X prosté funkce.

Mizeme si vSimnout, Ze z kazdého vrcholu pravé jedna hrana vychézi a nejvyse jedna vchazi.
Komponenty souvislosti jsou sudé cykly nebo orientované cesty mezi partitami.

Nyni muzeme nadefinovat bijekce na jednotlivych komponentach tak, ze budeme od pocatku cesty postupné
stiidat hrany jako obrazy.

Nakonec spojenim kazdé bijekce na jednotlivé komponenté dostaneme bijekci mezi X a Y. Q@

Takze tim jsme ziskali kompletni porovnéavaci systém velikosti mnozin. Je zatim ale jen relativni.

Velikost mnoziny A, tedy |A| bude definovana jako ur¢itd mnozina X takovd, ze |A| = | X|. Tato mnozina X se
bude nazyvat kardinalni ¢islo.
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9 Konec¢né mnoziny

Definice. Mnozina A je kone¢nd, pokud |A| = |n| pro néjaké pfirozené ¢islo n. Jinak je A nekonecnd.

Lemma. Neexistuje zadna bijekce mezi n do vlastni podmnoziny n.
Diikaz. Matematickou indukci podle n.
a) n =0 : Neexistuje X C (), tedy ani bijekce.
b) n — n+ 1 : Pfedpokladejme f:n+1— X C (n+ 1). MiZou nastat dva pfipady.
Budn ¢ X, potom F|n:n — X\ f(n) € n neni mozné z pfedpokladu.

Nebo n € X, potom f(k) = n. Definujme si nové zobrazeni g : n — n, kde g(k) = f(n) a g(z) = f(x),
jestlize x # k.

Potom rang = X \ {n} # n. Takové funkce vSak nemuze existovat. v

Pokud |S| = |n|, potom nadefinujeme symbol |S| jako oznaceni n.

Abychom tuto definici zduvodnit, vyuzijeme nasledujici:
Véta. Pokud |S| = |m| A |S| = |n|, potom m = n.

Diikaz. Piedpoklddejme, ze m < n. Vime, ze |m| = |n|, tedy existuje bijekce f : n — m. Jenze m C n. Opacéné
analogicky. Y%

Pro m,n € N jsou ekvivalentni nasledujici: m < n, m € n, m C m.
Vime, Ze je kazdé prirozené ¢islo konec¢né. Co ale mnozina vSech prirozenych ¢isel?
Véta. Mnozina N je nekonecna.

Dikaz. Pokud f : N — n € N je bijekce, potom fln+1:n+ 1 — n je prostd. Na druhou stranu je prosté
(napiiklad) identita. Tim jsme dokézali obé nerovnosti mezi velikostmi mnozin. Podle Cantor-Bernsteinovy
véty existuje bijekce, coz je spor. Q

Véta. M&jme X koneénou a funkci f. Potom f[X] je kone¢nd. Navic, | f[X]| < | X].
Diikaz. Necht X = {xg,...,xn—1}. Funkce x : n — X je bijekce.
Vyuzijeme rekurzi, tedy k(0) = 0, k(i + 1) = nejmensi k takové, ze f(zx) je novy prvek (pokud existuje).
Dale méjme y; = f(2()). Z toho f[X] = {yo,¥1,...,u} pro né&jaké [.
Vidime, Ze k je prostd funkce z f[X] do X, tedy |f[X]| < |X|. @
Véta. Mnoziny X,Y jsou konec¢né, potom X UY je rovnéz konecna.
Dikaz. X = {xo,.. - Tm-1},Y = {¥o,---,Yn—1}. M&me f: m+n — X UY. Potom i — x;, pokud i < m,
jinak i — ;. Q
Véta. Necht S je koneénd a Vo € S je x koneénd. Potom | .S je koneéné.
Diikaz. Matematickou indukci podle |S].
a) S=0,US=0.
b) |S|=n+1, potom S ={Ty,...,. T} alUS=UT; UT,. v
Véta. Necht X je kone¢nd mnozina. Potom P(X) je taky kone¢na.
Nyni vime, co je konecné a co neni. Jak je to ale s rozliSovanim velikosti nekonec¢nych mnozin?
Definice. Mnozina S je spocetna, jestlize |S| = |N|.
Stejné tak muZzeme Fict, Ze mnoZina S je nejvyse spocetnd, pokud |S| < |NJ.
Déle, jestlize je S spoéetnd, potom |S| = Ng.
Véta. Necht S je spocetnd, A nekoneéné a A C S, potom A je spocetné.

Dikaz. Mizeme predpoklddat, ze S = N. Nadefinujeme si f : N — A podle rekurze: f(n) bude nejmensi
pfirozené ¢islo v A\ {f(i) : i < n}.
Tedy f(0) =min A, f(1) = min A\ {f(0)} a tak dale. Tato definice ma dva mozné dusledky.
Bud pro né&jaké n je A\ {f(4) | i < n} prazdna, potom ale |A| = n, tedy je A koneéna.
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Jinak je f : N — A bijekci. To, Ze je prostd, vychazi pfimo z konstrukce. Ukazme tedy, Ze je na. Vime, Ze
f(a) > a. V pfipadsé, ze f(a) = a, mame vyhréno, jinak f(a) > a, tudiz a € {f(4) | i < a}. CoZ ndm spoleéné
dava bijekci. Q
Jako dtsledek dostavame, zZe jestlize je S nejvyse spocetné, potom je konec¢na nebo spocetna.
Diikaz. Vyuzijeme funkci f : S — N, kterd je prostd. Potom f[S] = A C N a méme pfedchozi vétu. Y%
Miuzeme si v§imnout, ze konstrukce f v dikazu ndm néjak pojmenovala jednotlivé prvky A pfirozenymi ¢isly.
Tedy spocetné mnoziny jdou ,ocislovat®* prirozenymi ¢isly.

Véta. Necht X je spocetna, f je funkce s dom f D X. Potom f[X] je nejvySe spocetna.

Priklad.
1. A= A1 UAs, A1 N Ay =0,|A1| = |A2] = IN| = |A].
Tedy Z=NUZ".
2. Mé&jme A, = {pﬁ | ke N}7 kde p,, je n-té prvocislo. Potom N C A; UAsU..., A;NA;=0alA,|=N.

Véta.
1) Necht X,Y jsou spocetné. Potom X UY je spocetné.
2) Vn € N: Pokud Vi < n : X; je spocetnd, potom | J,_,, X; je spocetna.
Dikaz. Méjme bijekce f: X — N, g:Y — N. Pro né si sestavime h: X UY — Z. Tedy pro z € X : h(z) = f(z)
aproy €Y : h(y) = —g(y) — 1. Potom h je prosta, tedy | X UY| < |Z|.
Chtéli bychom zjistit, zda |[N| = | X| < | X UY| < |Z| = |N]|.
Zavedeme si F : N — Z, kde f(2n) =n a F(2n+ 1) = —n — 1. Tim jsme dostali bijekci mezi Z a N. Rovnéz
jsme tim ovérili, ze X UY je spocetna.
Pro druhou ¢ast pouzijeme indukci podle n. Vime, ze Ui<n+1 Xi = Uicn, Xi U Xpq1, 0 Cemz vime, Ze je
spocetné. Q
Nyni jsme dostali, Zze kone¢né sjednoceni spocetnych mnozin je spocetné. Co takhle spocetné sjednoceni?
Vé&ta. Necht A, B je spocetnd. Potom A X B je spocetna.
Diikaz. Stadi predpokladat, 7e A = B = N. Zavedeme si f : N x N — N s piedpisem f(k,n) = 2¢(2n + 1) — 1.
Nyni chceme zjistit, zda je na a prosta.
Vsimnéme si, ze Vm € zN \ {0} existuje pravé jedno k takové, ze m = 2% krat liché ¢islo. Tedy f je na.
Jestlize f(k,n) = f(k’,n’), potom z jednoznacnosti pfedchoziho pozorovani k = k/,n = n’ a f je prosta. Q
Jind moznost, jak tuto vétu dokazat, je vzit si tabulku N x N a postupné cislovat obracené diagondly, tedy

postupné (0,0), (0,1), (1,0),(0,2),(1,1),(2,0),....

Véta. Predpokladejme, Zze Vn € N : A,, je spocetné a a,, : N — A, je dané bijekce. Potom | J, . An je spoCetna.

€N

Aby tato véta o spocetném sjednoceni Sla dokéazat, potfebujeme mit bijekce a, pifedem, nebo pouzit axiom

vybéru k jejich ziskéani.

Diikaz. Necht g : N — N x N je bijekce. Dale sestavime f : N x N — | J,, .y An, kterd je na, kde (n,k) — a, (k).
Opravdu je na: pokud = € |J,,cyy An, potom In e N: 2z € A, a k = a; t(z).

Tim jsme ziskali funkci fog : N — (J, oy An. Nemusi byt nutné prosta, avsak z vlastnosti na ziskdvame
IN| > | U An| > 40| = N[, kde X > *Y znamend, Ze existuje zobrazeni z X na Y. Rozmyslete si, pro¢ pro
nejvyse spocetné mnoziny plati X > xY < X > Y. Plati to i obecné, ale je tfeba axiom vybéru, abychom
nasli pravou inverzi k surjekei. V)

Véta. Necht A je spoéetna. Potom mnoZina vSech koneénych posloupnosti Seq(A) je spocetna.

Diikaz. Seq(A) = |J,,cny A" Chceme spocetnost A™ a rovnéz potiebujeme a,,.
A™ je opravdu spocetnd, je to koneéné mnoho aplikovany kartézsky soucin na A.
Nyni sestavime a,, rekurzi. a,.; = N — A"*! pomoci a,, = N — A" a n.
a; : N — A existuje a je spocetnd. Dale a,11(k) = (an(s),a1(t)) kde g(k) = (s,t) je bijekce N - N x N.
Podle véty o rekurzi ziskavame hledané bijekce a mame spocetné sjednoceni. Q

Ze vsech téchto vét ziskdvame, ze mnoziny Z x (N\ {0}), Q i mnozina algebraickych ¢isel jsou spocetné. Mnozina
v8ech kone¢nych podmnozin Py;,(S) je rovnéz spocetna, jestlize S je spocetna.
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Véta (Cantor). VX : | X| < |P(X).
Diikaz. Cheeme ukézat, ze | X| # |P(X)|, tedy neexistuje zadna bijekce f: X — P(X).

Piedpokladejme, ze bijekce f existuje, zavedeme siY ={y € X |y ¢ f(y)}.

Jelikoz je f bijekce, existuje y € X takova, ze f(y) =Y.

AviakyeY =ye f(y)=y¢Y.Stejnétak y¢ Y =y ¢ f(y) = y € Y. A mame spor za sporem. Q
Jako dtisledek ziskévame, ze P(N) > N, a tedy P(N) je nespocetnd. A tedy |R| = |P(N)| = |2V] a realnd ¢&isla
jsou nespocetna.

Diikaz. |P(n)| = |2V]... VSechny funkce N — {0, 1}, coZ je v podstaté indikator.

Daéle ukazme, ze |R| < |P(Q)| = |P(N)|. Mé&me f : R — P(Q) takovou, ze z — {r € Q: r <z} C Q. Potom

ale 1 < o = f(x1) € f(x2), tedy f je prosta.

Pokracujme s [R| > [2Y]. Mé&jme g : 2N — R takovou, Ze (21,22,...) = > pey 213". To je prosté zobrazeni.

Ziskdvame tedy obé nerovnosti, a tedy rovnost. V)
Tim jsme ziskali, Ze existuje nespocetné mnoho realnych ¢isel, ktera nejsou algebraicka.

Velikost redlnych ¢isel nazveme kontinuum.

Nyni vime, %e |N| < |P(N)|. Existuje néco mezi? Podle hypotézy kontinua nic takového neni. Zadny diikaz ale
nemame.

10 Konstrukce R — Dedekindovy rezy

K tomu, abychom vybudovali realna ¢isla, nejprve pouzijeme cisla racionalni.
Definice. Rezem je dvojice (A, B) takova, Ze:
1) Q=AUB
2) ANB=0,A#0,B#0
3) A nema maximum
4) acAbeB=>a<b
Redlna ¢isla jsou poté R = {(A, B) | (A, B) je fez}
Nadéle budeme fikat, ze (A, B) < (A’, B'), jestlize A C A’. To ndm d4 porovnavaci model redlnych ¢isel.
Séitani dvou redlnych ¢isel bude (A, B) + (A, B') = (A", B"),A"=A+ A ={a+d |ac Ad € A'}.
Podobné muzeme definovat nésobeni, a podobné.
Véta. VX CR, X # 0, X je omezend, potom existuje sup(z).
Dikaz. Muzeme napsat X = {(A;, B;) | i € I}. Mnoziny A a B potom budou |J
ukazat nyni, Ze (A, B) = sup(X).
1) Jedna se o horni zavoru: Vi : (A;, B;) < (A,B) & A; C A.
2) Ze vSech je nejmensi: V fez (A', B') : Jestlize A’ C A, potom podle definice Ji : A, ¢ A'. Q

erdia B =Q\ A. Chceme

11 Kardinalni ¢isla

R&di bychom pro jakoukoliv mnozinu X definovali |X| jako uréitou mnozinu (kardinél) takovy, Ze:
1) X a |X| maji stejnou kardinalitu.
2) Pokud X a Y jsou stejné kardinality, potom |X| = |Y| jsou stejnou mnozinou.
Predpokladejme, Ze je toto mozné. Definujme si nyni vlastnosti.

Zacénéme souctem.
Definice. Predpokladejme, Ze | X|=k,|Y| =X a X NY ={. Potom k + A = | X UY|.

Véta. Soucet k + A je dobfe definovany a nezavisi na volbé X a Y.

Dikaz. Méjme |X| = |X'| = k a [Y]| = |Y’| = X a pfedpokladejme, ze X NY = X' NY’ = (). Chceme, aby
IXUY|=|X"uY’.
Méjme funkce f: X — X', g: Y — Y’ které jsou bijekcemi. Potom h = fUg: X UY — X' UY’ je také
bijekce. Q
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Vidime, zZe soucet velikosti disjunktnich mnozin, tedy velikost jejich sjednoceni, je dobfe definovana. Uvidime,
7e se i chova hezky.

Véta.
1) k+A=A+k&
2) (k+AN)+p=r+A+pn)
3) k<Kk+A
4) k1 <A,k < Ag = K1+ R <A+ A
Nyni k soucinu.
Definice. Predpokladejme, ze |X| = k,|Y| = A. Potom k- A =|X x Y.
Véta. Soucin je dobfe definovany a nezavisi na volbé mnozin.
Diikaz. M&jme bijekece f: X — X' a g:Y — Y'. Potom h(z,y) = (f(z),9(y)) je rovnéz bijekce h : X x Y —
X' xY". @
Znova se podivame na vlastnosti souc¢inu kardinala, a to, ze jsou hezké.
Véta.
1) kA= Ak
2) (KA)p = k(M)
3) KA+ p) =KX+ K
4) k < kA (pokud X # 0)
5) k1 < A, k2 < Ao = K1k < A
Diikaz.
1) Vidime, ze X x Y #Y x X. Av8ak f: (z,y) — (y,x) je bijekce.
2) Funkce g: (X xY) x Z = X x (Y x Z) je bijekee.
3) Predpoklddejme |X|=k,Y =2={0,1}.
Potom X xY = X x {0,1} = X x {0}_y, UX x {1}_y,. Tedy |X| = |X'| = |X"| = k a zaroven
XUX' =0. Tedy | X x Y| =2k = |X'| +|X"| = k + k. Podobné& pro vé&ts{ mnoziny.
4) Méjme | X| = &k, |[Y| = A # 0. Potfebujeme prosté zobrazeni X — X x Y.
Zvolme tedy yo € Y a definujeme f(x) = (z,y0). To je naSe hledané prosté zobrazeni. Q@
Pfesuiime se na mocnéni.
Definice. Predpokladejme, 7ze | X| = &, |Y'| = . Potom definujeme x* jako | XY |={f|f:Y — X je funkce}.
Véta. Mocnina je dobre definovana.
Dikaz. Piedpokladejme bijekce f: X — X', g:Y — Y’. Potfebujeme bijekci h: X¥ — X'V,
Vezméme si funkce ¢ : Y — X. Potom déle mé&jme h : t — ' takové, ze t'(y') = f(t(g7*(v'))-
Podivejme se, Ze h je prostd. M&jme t;,t, € XY a necht h(t;) = h(tz). Chceme, aby (Vy) € Y : t1(y) = t2(y).

Tedy h(t1)(g(y)) = ti(9(w)) = f(t1(y)) a h(t2)(g(y)) = f(t2(y)). Jelikoz je f bijekce, dostdvame prostotu
t1(y) = ta2(y).
Déle ukézeme, Ze je na. Piedpokladejme ' € XY a chceme t € XY takové, ze Vy' € Y/ : t/(y') = f(t(g~1(%))).
To je ekvivalentni s tim, ze f~1(#'(v')) = t(g7*(y’)) a to je ekvivalentni s Vy € Y : f~1(#(g(y)) = t(y).
Dostévame, ze y' = g(y) a g je bijekce. Tedy h je rovnéz na. Q
Znova nésleduji vlastnosti.
Véta.
K < &k pokud A > 0
A < k* pokud K > 1
k1 < A1, KA RP
NG

2
3

1)
)
)
4) r

5) (KA)H = kHAF
Dikaz.

3) k% = |2{®1}, k té mame bijekci s | X x X| = rx-
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5) Mégjme |Z| = p. Cheeme bijekci f: XY *Z — (XY)Z. Mé&jme t ze vzoru a t' z obrazu. Potom (¥ (2))(y) =
t(y, z) je nase bijekce.

Q
Véta. Pro potenéni mnozinu plati |[P(X)| = 2!XI. Dale 2% >  pro kazdou .

Diikaz. Vezméme bijekci P(X) — {0,1}~, tedy mnozinu na charakteristicky vektor. Tedy |P(z)| = | {0,1}* | =
21Xl Druhé ¢ast plati automaticky diky Cantorové vété a prvni ¢asti. Q

Véta. Velikost R¥, tedy vSech funkei R — R je 227, Dale velikost C (R) v8ech spojitych funkei R — R je 2v.
Diikaz. Spoéitame |RE|. To je [R|IRl = (29)(2%) = 2+2%,
Dale vidme, 7ze w < 2% a 2¥ < 2¢. Proto w - 2% < 2% . 2% = 29+tw — 29 Tedy prvni &ast plati.
Pro druhou ¢ast plati, ze spojita funkce R — R je jednoznacné definovana jejimi hodnatami na Q. Proto
C(R)| < [RY.

Déle f € R®, potom restrikce f|Q € R? je prosté zobrazeni. Dale [R|I%l = 2¢ a proto |C(R)| < 2. Pro
IC(R)| > 2% potiebujeme vSechny funkce zobrazujici do racionalnich konstant. To ale nejsou vSechny funkce.

Q

12 Ordinalni ¢isla

Narozdil od kardinali ordindly nemérti velikost, ale misto toho nam fikaji poradi.

Piiklad ordinélnich ¢isel jsou pfirozend ¢isla 0,5(0),S(S(0)),. .. az do nekoneéna w = N.

Vzpomertime si, jak jsme definovali naslednika u pfirozenych ¢isel, a aplikujme jej na w. Dostdvame S(w) =
wU{w}=1{0,1,2,...,w} =w+1.

Pokra¢ujme jesté dal. {0,1,2,...,w,w+1L,w+2,...} =w+w = w- 2. Ale stdle mizeme pokracovat. w + w U
{w-2t=w4+wt+w=w-3.

Stéle toho jesté nemame dost. | J,,., w - n = w - w, podobné dile miizeme mit w - w - w, a tak déle. ..

Jsou takto definovand ordinélni ¢isla ale definované opravdu spravné?

Definice. Necht (w, <) je ostie linedrné usporddand mnozina. Tato mnoZina je dobfe uspofddand pravé tehdy,
kdyz kazda neprazdna podmnozina w mé nejmensi prvek.
Priklad.
1) (Z, <) neni dobfe uspofddand mnozina, jelikoZ jiz pfimo mnoZina sama nem4 nejmensi prvek.
2) (N, <) je dobfe usporfddand (dokdzano pouzitim indukce).
Lemma. Necht (W, <) je dobré uspofddani a S je pocateéni segment, tedy S C W,Vx € SSVye W:y <z =
yeS. PotomJaecW: :S={zecW]|z<a}
Nadale budeme tuto mnozinu S psat jako Wa).
Diikaz. Podle predpokladu W\ S # ), proto existuje a = min(W \ S).
Prvek a ¢ S a dile Vo € S: x < a (jinak x = a nebo z > a = a € 9).
Nyni nahlédnéme, ze (Vx) € W : 2 < a = x € S. Jinak by bylo 2 < a,x ¢ S, a proto x € W \ S, coz je
Spor. V)
Pokud méme raciondlni ¢isla, toto lemma neplati, napiiklad pro {x EQlz< \/5} Problém je, Ze v/2 neni

racionalni ¢islo. To tedy i znamenad, Ze racionalni ¢isla nejsou dobte usporadana.

Lemma. Necht (W, <) je dobfe uspofddand mnoZina a f : W — W je rostouci funkce, tedy = < y = f(z) <
fly). Potom Vz € W : f(z) > x.

Dikaz. Méjme S = {x € W | f(z) < z}. Chceme, aby byla tato mnozina prazdni. Pfedpoklddejme tedy opak.
Potom a = min S, tedy a € S, a proto f(a) < a. Proto musi i platit f(f(a)) < f(a). Jenze f(a) ¢ S, jinak
bychom méli spor s minimalitou a. Tudiz f(f(a)) > f(a) a méme spor. v

Dusledek.

1) Zadna dobfe uspofadana mnozina neni izomorfni se svym poc¢ateénim segmentem.
2) Kazdé dobfe uspofddand mnozina mé na sobé pravé jeden izomorfismus, a to identitu.

3) Dvé izomorfni dobfe uspofddané mnoziny maji pravé jeden izomorfismus mezi sebou.
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Diikaz.
1) Pfedpokladejme zobrazeni f : (W, <) — (W]al], <), které je izomorfni. f proto musi byt rostouci, tedy
Vaof(z) 2z, f(a) = a ¢ Wla].
2) Pokud f : (W,<) — (W, <) je izomorfismus, potom f i f~! jsou rostouci. Tudiz f(x) > x a zarovei
x > f(z). Spojenim podminek dostavame f(x) = x.

3) Pokud f1,fo : (W1,<) — (Wa, <) jsou izomorfni, potom f; ' o fy je rovnéz izomorfismus. Pokud ale
f1 # fa, fi ' o fa #id a mame spor s pfedchozim bodem. Q

Véta. Predpokladejme, ze Wy, W5 jsou dobre uspofddané mnoziny. Potom pravé jedno z nasledujicich tvrzeni
plati:

1) Wi = W,
2) W1 = Wala] pro né&jaké a € Wy
3) Wy = Wila] pro né&jaké a € Wy
Dikaz. Ukézeme, ze plati nejvyse jedna z podminek. Predpoklddejme napiiklad prvni a druhé tvrzeni najednou.
Potom ale W5 2 Wh]a], tedy spor.
Nyni necht f = {(x,y) € Wi x Wa | Wi[z] = Wa[y]}. Potom f nebo f~! je hledany izomorfismus.

Ukazme, Ze f je funkce. Mé&jme (z,y1), (z,y2) € f. Potom Wi[z] & Waly1] & Waly2]. Aby tento isomorfismus
existoval, musi y; = ys.

Dale chceme, aby f byla prosta. To ukdzeme analogicky.
Nakonec bychom réadi, aby f byla dostateéné velkd. Necht S = dom f a T = ran f.

Pokud S = W; a T = Wa, potom W 2 Ws. Nebo jestlize S = Wy a T = Wha], potom Wi = Wsa]. Podobné
pro S = Wila] a T = Wa.

Déle ukdzeme, ze pokud T (nebo S) je C Wy (nebo W1), potom T (nebo S) je po¢ateéni segment.

Piedpoklddejme, Ze T neni poc¢ateéni segment, tedy y1 ¢ T < yo € T. Potom 3z € W1 : (z,y2) € f. Mé&jme
x1 € W takové, ze f(z1) = y1. Tudiz je f izomorfismus Wi[z1] a Walyi], éimZz i (z1,41) € f a proto y; € T,
mame spor. Symetricky pro S.

Nakonec chceme, aby S # W7 AT # W5 nemohlo nastat.

Necht S = Wi[a;1] a T = Ws|as]. Funkce f je bijekce S — T, takZe (a1, az2) € f. Potom ale a; € S = W/a1] =
a1 < a1, mame Spor. Q

Vratme se nyni k ordinélnim ¢islam.

Tfidu (ne mnozinu) ordindlnich ¢isel budeme znacit On.

Definice. Mnozina T je tranzitivni, jestlize r ey e T =z € T.

Tuto definici mtzeme i fict jinak: y € T =y CT.

Definice. Mnozina a je ordindlni &islo, pokud « je tranzitivni a (o, €) je dobfe usporddana.
Definice. Mnozina je limitni ordinal, pokud je ordinal a neni naslednikem zadného jiného ordinalu.
Véta. Kazdé pfirozené ¢islo n € N je ordinélni.

Diikaz. U prirozenych Cisel vime, ze * < y = x € y a ze < je tranzitivni, proto z < y < z = = < 2. Tedy N je
tranzitivni.

Kazd4 podmnozina S C a € N je taky S C N, proto je S = () nebo S m4 minimum. Q
Véta. w je ordinal.
Diikaz. Vime, ze x € y € w = N spliuje z € N podle tranzitivity <, a tedy i €. Dale znova vime, ze pokud
S € w, minimum podle indukce existuje. Q

Lemma. Pokud « je ordindlni ¢islo, potom S(«) = v U {a} je ordinalni.

Dikaz. Ukdzeme tranzitivitu. € y € S(«) ma dvé moznosti. Pokud y € a, potom z € a C S(«). Nebo y = a.
Potom podle definice z € o C S(«).

Necht S # ) C a U {a}. Potom bud S = {a}, potom minS = «a. Nebo S’ = SN a # 0, potom existuje
m =min S’ € «, které je i m = minS. Q
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Véta. Necht «, 3, jsou ordinély. Potom:

) a<f<y=>a<y. (Tranzitivita)
2) Neplati a < A B < a. (Antisymetrie)
3) a<fVa=pgVa>p (Linearita)
4) VS C On, S # () m4 nejmensi prvek. (Dobré uspotradani)
5) VX C On Ja € On takovy, ze a ¢ X.

Nez se ale pustime do samotného diikazu, budeme potifebovat nékolik lemmat.

Lemma. o € On,z € a = x € On.

Dikaz. Nejdiive dokazeme, Ze x je tranzitivni, tedy Ze u € v € x = u € . Vime, Ze v € x € a = v € q, stejné
taku evea=uc€a.
Zjistili jsme, Ze u,v,x € a, a € je tedy na nich linedrnim uspofadénim. Tedy u € v € ¢ = u € .

Nyni ukdzeme, Ze x je dobfe uspofdadané podle €. Podle y € € a mame y € a. Chceme, aby x C a.
Pottebujeme:

a) € je linearni usporadani: Vu,v,w € x : u € v € w = u € w.

b) § # S C X, potom S mé minimum. Ale znova, S Cx C a = S C a = S mé minimum. Q

Lemma. Vo, € On:aCf=acf
Diikaz. Vime, ze o C . Diive jsme dokazali, ze o potom musi byt pocatecni segment 5.
Zpozorujme, ze y € On =y ={¢ | € y,& € On}.
Zadefinujme v = min(3 \ «) # 0. Takovy prvek jisté existuje, mame dobré uspofadani. Potfebujeme, aby
v =a.
1) v C a: Pokud ne, potom § € v\ a, tedy 6 € 5\ a.
Jelikoz § € «, rovnéz § < ~y, mame spor.
2) v 2 a: Mé&jme §, chceme aby 6 € . Musi platit v € 5. Pokud § ¢ v, potom § =V § > 7.
Potom aley € d € aVy =0 € a = 7 € a. Podle pfedpokladu je v € 8\ «, méme spor. Q

A ted ke skute¢nému diikazu véty.
Diikaz.
1) ~ je tranzitivni mnoZzina, tedy a € f € v = o € 7.
2) a < f<a= a<apodlel), potom a € a, coz je spor s dobrou uspofaddanosti j3.
3) an g je ordindl. Mizou déle nastat dvé moZnosti:
a) anpCa.

PotombudanNf=a=aCB=a=8Vacf NeboanNnBCa=anNnBeca=anpecany,ale
to neni ordinal.

b) an g C S, v tom pfipadé jsme hotovi nebo a N f = 3.

4) Mg&jme a € S. Volme S’ = S N «a. MuZou nastat moznosti, ze S’ = ), potom min.S = a. Nebo S’ m4
nejmensi prvek m < «, potom m = min S.

5) Necht Y = UX. Vime, ze X # (), tedy X je mnozina tranzitivnich mnozin. Tedy Y je tranzitivni.
Y je linedrné usporddana podle € diky vlastnosti 3). Déle je rovnéz dobfe usporadand diky 4).
Déle Y je ordinal. Bud @ =Y nebo Y € X. V tom piipadé oo = S(Y).
Jestlize a € X, potom Y U{Y} = o C Y. Dostdvame Y € Y, coz je spor. Q

Véta. Prirozena cisla jsou pravé konecné ordinaly.

Nez se pustime do dalsi véty, teorie mnozin nam prozradi doposud neznamy axiom. Nejprve si pro néj vsak
zavedeme novou notaci:

ag = 0,an41 = {an};a = {a, | n € N} Je vSak a mnozina? RovnéZ a, vypadd jako rekurze, ale jedna se
skutecné o ni?

Axiom nahrazeni
Necht P(z,y) je vlastnost takovd, Ze (Vx)(3ly) : P(z,y). Potom:

(VA)(3B)(Vz)(Jy)(x € ANy € BAP(x,y)).
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Jelikoz vzdy existuje pravé jedno y pro dané x, vlastnost P se chové jako néjaké zobrazeni y = f(x). Problém
s timto nahledem je, Zze dom f jsou vSechny mnoziny, tedy f nemuze byt mnozina.

Pouzijeme tedy stary dobry trik a nazvéme f jako tfidové zobrazeni, které budeme znacit F'.

Tedy axiom nahrazeni fikd, Ze pro dané tfidové zobrazeni F' a pro kazdou mnozinu A je B = F(A) mnoZina.
Axiom samotny nam sice nezarucuje, Zze v B nebudou néjaké prvky ,navic”, ale ty miZeme jednoduse odstranit
pomoci axiomu vydéleni.

Nyni se vratme ke slibené vété.

Véta. Kazda dobfe uspofddand mnozina je izomorfni s jednoznaéné uréenym ordindlem (uspofadanym €).

Diikaz. Méjme (W, <) dobfe uspofddanou. Necht A = {a € W | Wla] 2 a, € On} je mnozina prvki a € W
takovych, ze W{a] je izomorfni s néjakym ordinalem.

Nazvéme S = {a, | a € A}, to je mnoZina ordindld, kterd je navic dobfe uspofadana a tranzitivni. Tedy S
vypada jako ordinal c.

Zda se, 7e a« =2 A. Méjme f : a — a4, A — S. Tato funkce je definované pro kazdé a € A. Je rovnéz prosta a
na, podle definice S. Tedy f je izomorfismus mezi A C W a a.

Jestlize A = W, je vSe hotovo. V piipadé, ze A = W|[b], mame spor: Va € A:a<bAbe A=b<h.
Nakonec je moZnost, ze A neni pocatecéni segment. Pokud ¢ < a € Aac¢ A, potom 3f : Wla] = a, a f]W]]
je izomorfismus W{c| s néjakym pocéatecnim tsekem «,. Tudiz ¢ € A, spor.
Vyuzijeme nyni axiomu nahrazeni, kde P(x,y) = € ANy = a,. Tedy S je mnoZina. Q@
Véta ( Transfinitni indukce). Necht P(x) je vlastnost takova, ze Va € On : (Vf < «a : P(b)) = P(«a). Potom
Vo € On : P(a).
Diikaz. Pro spor predpokladejme o € On, =P (). Mé&me S = S(a) = a+ 1, jde o mnozinu ordinalt. Déle necht
S'={BeS|-P@B)}>a.
Potom existuje nejmensi y € S’ takovd, ze y € On, V3 < v : P(8) a =P(v). Mame spor. Q

Véta ( Transfinitni indukce 2). Necht P(x) je vlastnost takova, Ze:
1) P(0)
2) Va=p8+4+1:P(B)=P(B+1)
3) Vlima : (VB < a: P(f8)) = P(a)
Potom Va € On : P(«).

P(a)

Véta ( Transfinitni rekurze). Necht G je operace. Potom existuje operace (definovana na On) takova, ze Va €
On : F(a) = G(F|a).

13 Aritmetika ordinalu

S¢itani. Mame pevné danou 5 € On. Potom:
e 5+0:=0
e 3+ (a+1l)=(B+a)+1
e f+a:=sup{B+~v|v€ a}, pokud « je limitni ordinal.
Tato pravidla staci, ukdzeme pomoci rekurze:
Chceme, aby F(a) = 8+ aVa € On. necht G(z) = y pokud (z je funkce a dom(z) je néjaky ordindl o a
(0 =0Ay=pneboa=v+1Ay==2z(y)+1nebo « je limitni ord. Ay =sup{z(y) |y € a})), neboz =y (v
tom piipadé nam to je jedno).
Piiklad. f+2=08+(1+1)=(8+1)+1) =SS(B)
wtw=sup{w+n|ne€w}
24w={24n|ncw}=w
Vidime tedy, zZe sc¢itani ordinal neni komutativni.
Véta (Alternativni definice séitdni). Mé&jme Wy, Wy disjunktni dobfe uspofddané mnoziny izomorfni s ay, as.
Dale necht W = W3 U W5 a uspofadani < na W bude na Wi a W definované stejné, a pro x € Wi,y € Ws :
x <y.

Potom W je izomorfni s oy + as.
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Tato véta muze slouZzit jako definice a1 + .
Dikaz. Pouzitim transfinitni indukce na «s s pevné danym «;. Vlastnost bude P(asg) : VW5 typu as : W je
typu a1 + ao.
a) P(0): Wo=0...W =W typu a1 + 0 = a1 podle definice +.
b) P(v) = P(ag) : ag = v+ 1, Wy = ay. Potom W5 vypadé jako W4 2 v spojend s f.
Tedy W = Wy ~ W4 ~ f. W’ je typu a3 +v. Potom W = (a1 +v) + 1. Cheeme rozsitit ¢’ : W' — oy ++
nao: W = (aq +7)+ 1 a to pfes o(f) :=ay + v
¢) Chceme P(asg) pro as limitni ordinaly. Mizeme pfedpokladat P(vy) pro v < as.
Vime, ze W = Wy ~ Wa <& a1 + as. Podle definice oy + as = sup{ar +y|v€wm} ={f|B€ar1} U
{on +7 |7 €az}.
Potom ¢(8) € Wi. VyuZijeme, ze o; = W;. Déle podle predpokladu ay + v = Wy U W3 pokud v & W,
Necht ¢ : aytoWy a ¢g : ag — Wy, Potom ¢(ag + ) = ¢2(7).
v

Véta. Necht a1, as, 8 € On. Potom:
1) o <o ftar <f+a
2) a1:a2©5+a1=ﬁ+a2
3) Plati asociativita
Pozor na nekomutativitu s¢itani. Diikaz nebude.
Véta. Méjme ordindly a < 5. Potom existuje pravé jeden ordindl £, ze 8 = o + €.
Diikaz. Podivame se na 8\ a. To je podmnozinou 8. Zachovalo se tedy dobré usporadani, proto existuje pravée
jedna & € On, kde 8\ a 2 &.
Tedy W1 =a,Wo =\ a2 £ € On. Tudiz W = 8 typu a + £ a pfitom typu 8. Proto 8 = a + &. Q
Ndsobeni.
«3-0=0
e f-(v+1)=pv+p
e 3-a=sup{fv |~ € a} pro limitni ordinal «
Piiklad. 3-1=8-(0+1)=p0+8=0+ 5= 0.
p-2=4-1+1)=p4-1+8=05+5.
B-w=sup{B-1,6-2,...}.
w - w = hodné.
Véta. Méjme «a, 8 € On. Na a x 8 definujeme anti-lexikografické potadi < podle (a1,b1) < (az,b2) < by <
by V (b1 =byNay < ag).

Potom toto je dobré usporadand mnozina typu « - 5.

Diikaz. Ukazeme, Ze jde o dobré usporadani. Dale definujeme izomorfismus f : a X 8 — af a to tak, Ze

f(a,b) = a- b+ a. Nakonec pouzijeme indukci. v
Mocnéni.

° B =1.

o priL=p. B

e * =sup{B” | v € a} pro « limitni ordinaly.
Piiklad. 2¢ = sup {27 | ¥ < w} = w. Toto neni poten¢ni mnozina, kterd se nékdy znaéi 2 (kardinalni moc-
néni).
Wwi=wlw
w=wtl=w. . wl=1-w=w
w¥ = sup {w, w2, .. } = stale spocetnd mnozina.

w' . e v e Ve
w¥  je stale spoCetnd mnozina.
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14 Axiom vybéru

Dvé prednasky chybi, soustfedéni KSP + nemoc.

15 Ramseyova teorie

R(k) je nejmensi n takové, Ze pro kazdé 2-obarveni grafu E(K,) v grafu existuje jednobarevny Kj.
R(Rg) =Rg
R(Rp) > 2o
Diikaz. Sporem. Predpokladejme R(X;) < 2%°. Pro kazdé 2-obarveni E(G), kde G = Kyx, a V =R.

Podle axiomu vybéru najdeme dobré usporadani R, budeme je znacit <. Déle si zvolime normalni usporadani
<. Déle ¢({z,y}) bude éervené, pokud = < y A < y nebo modré, kdyz x < y Az > y.

Podle ptredpokladu existuje kopie Kx =S C R v G takova, Ze |S| = X a je celd éervend nebo modré. Jelikoz
je modra analogicka k cervené, sta¢i uvazovat ¢ervenou.

Z definice Cervenych hran ziskdvame (5, <) = (5, <), rovnéz dobfe uspofadanou mnozinu.
Definujme zobrazeni f : y — V(Kx). Z toho dostaneme izomorfismus (u,€) — (V(Ky), <), coz je dobfe
usporadana mnozina.
Z toho vyplyva, ze pu > Ny < p neni spocetnd (|u| = Ny).
Definujeme nespoéetnou posloupnost otevienach intervalt v R: I, = (f(a), f(a + 1)).
e f(a) < f(a+1) diky tomu, ze f(a) < f(a+1) A{f(®), f(a+ 1)} je Cervena.
s a<f=1,NIg=0jelikoza<f=a+1<8= fla+1) < f(B),alel,NIyy1 =0

Timto dostavame pomérné slusny systém intervalu Iy, I1,. .., ktery je izomorfni s
Zvolme ¢, € QN 1,. Timto ziskdvadme spor, mame {¢, : @ € p}, z potenéni mnoziny racionélnich ¢isel. Q
16 Stromy

Divejme se na nekoneéné stromy, ve kterych se miize vyskytovat nekonecéna cesta. V takovém piipadé uz
nemizeme uvazovat o hranach, misto toho si predstavme ¢astecné usporadani.
Definice. Strom je ¢astecné uspofadéani (T, <) takové, ze
e T mé nejmensi prvek (kofen)
e VreT:{yeT]|y< x} je dobfe usporddand podle <. (pravé jedna cesta z kofenu do z)
Prvky T jsou vrcholy, x < y = z je predek y a y je naslednik z.
Vyska h(z) je typ mnoziny {y € T : y < x}.
Priklad. 7, = @ = w + 4 s normélnim uspofadanim <. Potom Vy < a : h(7y) = 7.

Piimy néaslednik = v (T, <) je takové y € T, kde x < yA-Fz €T 2 < 2z < y.
Pozorovani: Pokud x neni maximalni, potom mé pfimého naslednika.
Dikaz. Zvolme y > x. Necht S = {z € T': z < y}, coz je dobfe uspofddand mnozina, ktera obsahuje .
Bud neexistuje z: x < 2 <y, nebo ) # 5 ={z:x < 2 <y} CS. Ta ma minimalni prvek s € S§’. Dale z < s
a pokud = <t < s, potom t € S’, coz by poru$ilo minimalitu s. Q
Pokud (7, <) je strom, potom T, bude {z € T': h(x) = a}. Dale h(T) = min{«a : T, = 0}.
Vétev stromu b je maximalni Fetézec v T, I(b) je typ b. Kofindlni vétev je takova vétev b, ze 1(b) = h(T).
Piiklad. V(T) = {(a,b) ewxw|a<bAa>1} U{(0,0)}, (a,b) < (c,d) pokud (a,b) = (0,0) nebo b =
dNa<ec.
Vk e wdb: (b)) =k
hMT)=w Vkew:T,#0

Neexistuje kofinalni vétev.
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Véta (Konigovo lemma). Pokud h(T') je spocetnd a Vk : T}, je kone¢na, potom 7" mé nekoneénou (kofinalni)
vétev.

Diikaz. ¢y je kofen stromu. Mnozina {x € T'| © > ¢y} je nekoneénd. Pokud c,...,c,—1 je dobfe definovana,
necht S jsou pfimi néaslednici ¢,—1. S je konefnd, z té vybereme ¢, € S takovou, ze {x € T |z > ¢,} je
nekonecna.

Jelikoz prunik podstromi vrcholt z mnoziny S je nekone¢ny, musi byt alespon jedna vétev nekonec¢na. Pou-
zivame zde axiom vybéru.

Vysledny fetézec {c, | n € w} je nekoneénd vétev. @
Véta. Necht G je graf, kde V(G) = w. Déle pro k € w plati: £(G) < k < Vn: {(G[{0,...,n—1}]) < k.

Diikaz. Necht T = {c¢ | 3n € w : ¢ je k-obarveni G[{0,...,n — 1}]} usporddany podle inkluze. T je strom, |T,| <
k™, tedy strom je koneéné vétvici se. Déle Vn € w : T, # 0. Tedy h(T) = w.

TudiZ existuje nekoneénd vétev ¢ = {cop,c1,...}, potom |JC oznauje spravné k-obarveni, jelikoz piimy
naslednik ¢ oznacuje rozsifeni obarveni c. V)

Tato véta je konkrétni pouziti véty o kompaktnosti.
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