Arora, Barak: Computational complexity: A modern approach.

Definice. Zavedeme si slozitostni t¥idy:

e L =L0OG = DSPACE(logn)
e NL = NLOG = NSPACE(logn)
e POLYLOG = J, NSPACE(log’ n)

e PSPACE = |J, DSPACE(n")
e EXPSPACE = |J, DSPACE(2")

e P =|J, DTIME(n?)

e NP = |J, NTIME(n?)

e EXT = |J,DTIME(2")

o NEXT = |J, NTIME(2")

e EXPTIME = |J, DTIME(2"")
e NEXPTIME = |J, NTIME(2"™")

Vsimnéme si, Ze zatimco vime pouze NL C P C NP C PSPACE, alespoii jedna
nerovnost je ostra, jelikoz NL C PSPACE.

1 Nedeterministcka slozitost

Dtive jsme si ukazali, jak pro slozitostni tiidy dokazovat jejich vzdjemné in-
kluze. Obecné mame mnoho zpusobt, jak porovnat neostrou inkluzi.

Kromé toho mame véty o hiearchii, jenz umoznuji o dvou tfidach slozitosti
Fici, Ze se nerovnaji. AvSak zatim umime jen deterministické verze pro prostor
a Cas. Déale zname Savicovu vétu, kterd nam Fiké inkluzi nedeterministické
prostorové tfidy v deterministické.

Kombinaci téchto vét miizeme dojit k dalsim zptsobtim, jak oddélovat t¥idy
slozitosti, tentokrat i pro nedeterministické tfidy.

Lemma 1.1. Necht s1(n), s2(n), f(n) jsou prostorové konstruovatelné funkce
takové, Ze sa(n) > n, f(n) > n. Potom NSPACE(s1(n)) C NSPACE(s2(n)) =
NSPACE(s: (f(n))) C NSPACE(s5(f(n).



Diikaz. Vezméme L; € NSPACE(s1(f(n))), ten ma NTS M; rozpoznavajici
jazyk Ly v prostoru s;(f(n)). Definujme jazyk Lo jako fetézce ve tvaru x$’
takové, ze je NTS M; pfijimé v prostoru si(|x| + ¢). MySlenka je takové, ze
uméle nafukujeme vstup tak, aby stacilo z dlouhého vstupu precist kratky
kus. Pro i = f(|z|) — |z| plati, ze 2$° € Ly < x € L.

Plati Lo € NSPACE(s1(n)), protoze NTS M, pracuje v prostoru s;(n) tak, ze
na vstupu 2$* simuluje NTS M; na vstupu z. Z piedpokladu lemmatu plati,
7e Lo € NSPACE(sa(n)). To znamend, Ze existuje NTS Ms, ktery rozhoduje
jazyk Lo v prostoru sa(n).

Postavime NTS M, pracujici na vstupu z takto:

1. Na prvni pracovni pasce vyznaéi prostor f(|z]).

2. Na druhé pracovni pésce vyznaci prostor so(f(|z|)) > f(|z|), protoze

f(n)7 82(’”) 2> MN.
3. Na prvni pracovni pasku pfepisSe vstup .

4. Na vstupu z simuluje chod NTS M3 na vstupu z$¢, kde i = f(|x|) — |z|.
Pro tcely simulace bude jako vstupni pasku povazovat prvni pracovni
pasku a jako pracovni pasku bude povazovat druhou pracovni pasku.
Pokud hlava simulovaného stroje Mz ma pfejet nad suffix $7, pak si
tuto skutecnost budeme znacit na prvni pracovni pésce.

Tim padem sz (|2$?]) = sa(|z|+ f(|z])—|z|) = s2(f(]x])) a stroj M4 rozpoznava
jazyk L1 v prostoru so(f(|z|)). O

K ¢emu se nam toto lemma hodi?

P¥iklad. Chceme ukizat, ze NSPACE(n®) C NSPACE (n*). Tyto ti{dy jsou
nedeterministické, tudiz nemizeme pouzit standardni vétu o hierarchii. Mu-
sime tedy postupovat jinak.

Pijdeme to sporem. Piedpokladejme, ze NSPACE(n*) C NSPACE(n?). Pro
piedchozi lemma uréime s (n) = n*, so(n) = ns.

Pouzijme nejprve f(n) = n3. Pak z lemmatu dostdvame, ze NSPACE(n!?) C
NSPACE(n?).

Pokracujme déle. Nyni necht f(n) := n?, lemma ndm i{kd (NSPACE(n!%) C)
NSPACE(n'6) C NSPACE(n'?).

Nakonec pouzijme f(n) := n®, ziskdvame NSPACE(n?°) C NSPACE(n'5).
Dohromady dostavame, ze NSPACE(n2°) C NSPACE(n?).

Nyni mame dostateéné velky polynom, abychom mohli pouzit Savi¢ovu vétu
v kombinaci s vétou o deterministické prostorové hierarchii: NSPACE(n?) C



DSPACE(n'®) € DSPACE(n?’) C NSPACE(n?°) C NSPACE(n®). Dostali
jsme se ke sporu, jelikoz NSPACE(n?) # NSPACE(n?) zjevné nemiize platit.

Tento postup nyni zobecnime pro obecné polynomy:

Véta 1.2. Necht e > 0,7 > 1. Pak NSPACE(n") C NSPACE(n"*¢).

Diikaz. Pro kazdé r a ¢ najdeme s,t € N takové, ze r < £ < =H

r + e. Staéi pouzit trochu analyzy. Pak staci ukazat, ze NSPACE(n®/t)
NSPACE(n(st1)/t). Ptjdeme na to sporem.

Piedpokladejme tedy, ze NSPACE(n(st1/t) C NSPACE(n*/!). To je navic
nase s; a s9. Nechf f(n) := n*+t9? pro i € {0,...,s}.

Pro i = 0 dostavame NSPACE(n*(+1)) C NSPACE(nSz), zbavili jsme se tedy
exponentu.

Pokud pro né&jaké i plati NSPACE(n(s+t9(s+1)) € NSPACE(n(519%), pak pro
i+ 1 diky tranzitivité plati NSPACE(n(s+i+1(s+1)) € NSPACE(n(sT1+1s).
Zvolme tedy i = s, dostévame NSPACE(n2¢(s*1)) C NSPACE(n2*"). Abychom
mohli pokracovat, musi platit (s + i+ 1)s < (s+1i)(s+ 1), coz si Ctenar jisté
sam oveéii.

Zietézenim inkluzi dospé&jeme ke vztahu NSPACE(n25(st1)) C NSPACE(nSz).
V tuto chvili pfijde na fadu Savicova véta: NSPACE(nSQ) C DSPACE(nzSQ).
Dale pak pouzijeme vétu o prostorové hierarchii a ziskany vztah:
DSPACE(n?*") C DSPACE(n2*(s+1)) C NSPACE(n2¢(s+1)) C NSPACE(n*").
Samoziejmé, protoze mnozina je rovna sama sobé, mame hledany spor. [

NIA

2 Polynomialni hiearchie

Definice (DTS s ordkulem). DTS s ordkulem A, kde A je jazyk, je standardni
DTS rozsifené nésledujicim zptsobem:

e Ma4 navic dotazovaci pracovni pasku, pouzivajici abecedu jazyka A,

e ma navic 3 stavy: DOTAZ, ANO, NE

e Pokud béhem prace DTS piejde do stavu DOTAZ, tak v néasledujicim
kroku prejde do stavu ANO, pokud aktualni obsah dotazové pasky je
slovo z A, jinak NE. Navic se po kazdém dotazu paska vyprazdni.

Jazyk slov pfijimanych DTS M s ordkulem A znacime L(M, A).



Uplné stejnym zptisobem jde rozsifit o ordkulum NTS. DTS s (dobrym) ora-
kulem jsou alespori tak silné, jako NTS. Navic miZeme ordkulu dat nerozhod-
nutelny jazyk. Sila ordkula zavisi na dodaném jazyku.

Definice. Necht Ly, L, jsou jazyky. Rekneme, ze L, je Turingovsky (determi-
nisticky) pfevoditelny na Ly (L1 <7 Lo) v polynomialnim ¢ase, pokud existuje
DTS M s ordkulem pracujici v polynomidlnim éase takovy, ze Ly = L(M, L).

Definice. Necht A je jazyk, pak P(A) = {B | B <r A}. Kdyz C je tfida
jazykt, pak P(C) ={B|3Ae€(C: B <p A}.

Podivejme se na P = J, DTIME(n®). Potom P(P) = P, nijak jsme si nempo-
mohli:

Jisté vidime, ze P C P(P). Podle definice B € P(P) pravé, kdyz 3A € P: B =
L(M, A) pro néjaky DTS M pracujici v polynomialnim ¢ase. Protoze A € P,
pak IM’ : A = L(M’), kde M’ pracuje v polynomialnim case.
Zkonstruujeme tudiz M ptijimajici B, ktery pracuje jako M a vzdy, kdyz M
prijde do stavu DOTAZ, tak M pusti M’ na slové z dotazovaci pasky. Mame
nejvyse polynomialné mnoho dotazi, které trvaji polynomialné dlouho, tudiz
i M pracuje v polynomialnim case a B € P.

Piejdéme k nedeterministickym TS. Definice Turingovské prevoditelnosti se
nam trochu zméni:

Definice. Nechf Li, Ly jsou jazyky. Rekneme, %e L; je nedeterministicky
Turingovsky prevoditelny na Lo (L1 <yp L2) v polynomidlnim ¢ase, pokud
existuje NTS M s ordkulem pracujici v polynomidlnim ¢ase takovy, ze L, =
L(M, Ls).

Definice. Necht A je jazyk, pak NP(A) ={B | B <yp A}. Kdyz C je tiida
jazykt, pak NP(C) ={B|3Ae€C: B <yp A}.

Tuto definici muzeme rozsifit na libovolnou slozitostni t¥idu a takovym tfidam
se tikaji relativizované.

Pojdme si romyslet, co je tentokrat NP(P) a NP(NP). O¢ividné NP(P) =
NP z podobného duavodu, jako u P(P). Pro druhou t¥idu se dostaneme do
problému. Pokud se pokusime odsimulovat vypocet v NTS, tak ,nalepenim®
vypoctu ordkula mizeme omylem vytvorit nové prijimajici stavy. Nemusi to
proto byt NP, ale néco potencialné vétsiho. Zatim nemizeme urcit, zda ostie
vétsiho.

Lemma 2.1. Pro kaZdy jazyk A plati P(A) C NP(A) C PSPACE(A).

Nyni mame vSechny prostfedky k tomu, abychom zavedli polynomialni hiear-
chii.



Definice. Definujeme t¥idy jazykt g, %1,%s,..., kde g = P aVk > 0 :
Ypt1 = NP(Zg).

Potom polynomiélni hiearchii rozumime t¥idu PH = J,, .

Véta 2.2. PH C PSPACE.

Diikaz. Indukci podle i dokdzeme ¥; C PSPACE:

1.
2.

i =0, pak 3y = P C PSPACE.

Piedpoklddejme, Ze podminka plati pro vSechna 0 < i’ < 4. Potom
Yit1 CNP(X;) C PSPACE(PSPACE).

Necht B € PSPACE(PSPACE), tedy 34 € PSPACE a DTS M pracujici
v polynomidlnim prostoru. Taktéz existuje DTS M’ pracujici v poly
prostoru pfijimajici A. Zkonstruujeme M simulujici M a vzdy, kdyz
prejde na DOTAZ, spusti M’, aby jej zodpovédél.

Dotazovaci paska se pocitd do pracovniho prostoru, tudiz DOTAZ je
polynomiélné dlouhy, tudiz i M’ je poly. Protoze pasku mezi dotazy
vzdy vyprazdnime, miZeme ji znova pouzit. Tudiz B € PSPACE. Proto
>i+1 € PSPACE. O

Nyni si v8ak polynomidlni hiearchii nadefinujeme potradnéji:

Definice. Polynomialni hiearchie je strukturu tvofena tifidami X, II; a Ay
pro k > 0, kde:

Ykt1 = NP(Zy),
1 = Co-NP(Sy),
Aptr = P(Zg),

PH = U, 5.

Pokud méme ordkulum z jazyka A, potom orakulum z jazyka A je stejné silné
— muzeme znegovat vysledek ordkula. Tudiz ¥y = NP(Il;) a déle.

Taktéz plati, ze ¥ U Tl C Ak+1 a AL C X NIl

Véta 2.3. Pokud X, 7& I, pak Ak-Jrl 2 X Ul

Diikaz. Ukdzeme pro k = 1. Vezméme jazyk A = {(F1, F») | F1 € SAT, F; €
SAT}.



A € Ag: Sestrojime DTS M s ordkulem SAT. Pak se dvéma dotazy zeptame,
zda Fy € SAT a F» ¢ SAT. Pokud ano, pfijmeme. Tento DTS je jisté poly-
nomialni.

A ¢ Co-NP: Necht A’ = {(F,0) | F € SAT} C A. Ten je NP-tplny a pro spor
predpokladejme, ze je i v Co-NP. Pak ale NP = Co-NP. O

Nyni si nadefinujeme polynomialni hiearchii jinym zpusobem, a to pomoci
omezenych kvantifikatoru.

Definice.
e 37(" g : R(x) znamena 3z : (|z| < p(n)) A (z ma vlastnost R).
e V?(Mg : R(x) znamend Vz : (|z| < p(n)) = (r mé vlastnost R).

Definice. Necht C je tfida jazykt. Pak 3C je t¥ida jazyki, kde A € 3C pokud
plati 3B € C3polyp: z € A < =Dy . (z y) € B.

Lemma 2.4. 3P = NP.

Diikaz. Nejprve ukdzeme IP C NP. Podle definice A € AP = 3B € Pdp:x €
A s 32Dy - (2 y) € B.

Méjme NTS M pracujici takto: Nejprve M precte z, nasledné nedeterminis-
ticky uhodne y velikosti nejvyse p(|z|). Nakonec M ovéfi, zda (z,y) € B.
Tento stroj jisté pracuje v polynomialnim ¢ase a A = L(M), proto A € NP.

Naopak A € NP. Pak existuje NTS M rozpoznéavajici A v poly ¢ase — A =
L(M). Slovo = € A pravé kdyz existuje polynomialné velké y, které je kédem
piijimajictho v¥poctu M na vstupu z. Tudiz x € A < FPUzDy : (z.y) € B,
kde B € P. O

Definice. Necht C je tfida jazykt. Pak VC je t¥ida jazyki, kde A € VC pokud
plati 3B € C3polyp: z € A < Vl=Dy . (. y) € B.

Lemma 2.5. NechtC je tiida jazyki. Pak A € 3C prdvé, kdyZ A € V(Co—C).
Jingmi slovy Co —3C =V(Co —C).

Diikaz. Jazyk A € 3C pravé, kdyz 3B € CIp:x € A« Py (2,9) € B.
Negaci dostavame 2z € A <z ¢ A < VP(2Dy . (z¢) € B,kde B € Co—C. O
Z toho dostavame, ze VP = V(Co — P) = Co — 3P = Co-NP.

Definice. Ttida C je uzaviend na zdvojovani, pokud VA € C plati, ze B =
{(z,y) |z A} eC.

Lemma 2.6. Pokud je C uzaviend na zdvojovant, tak C 2 3C a C D VC.



Diikaz. Podle definice A € 3C praveé, kdyz 3B € C, a tak dale... Zvolme pak
B = A, pak diky uzavienosti na zdvojovani muZeme ignorovat y. O

Lemma 2.7. Necht C je libovolnd trida jazyki 2 PH. Pak VA : A € C &
A* € C. Jazyk A* je kodovanou konecnou iteract jazyka A.

Diikaz. Jisté A* € C implikuje A € C, protoze A C A*. Pfedpokladejme nyni,
7ze A € C a dokazme A* € C.

Nejprve dokazme pro C = P = X5 = Il = Ay. Pak prosté spustime poly-
nomiélni DTS na jednotlivd podslova a pfijmeme, pokud jsme vzdy pfijali.
Tridy C = Ay, k > 0 dokdzeme stejnym zpisobem, mame stile DTS (ale s
ordkulem).

Nyni méjme C = Xy, k >
a B e X, 1 takové, Ze A
ordkulem B.

0. Tedy A € ¥ = NP(X;_1). Mame NTS M
= L(M, B). Zkonstruujeme NTS M* pro A* s

Mame vstup = (y1,...,Ys). Spustime M na y;. Pokud NTS piijme, pokra-
Cujeme spusténim M na yo, atd. Tim dostaneme strom vypoctu s n patry,
ktera jsou propojena pouze prijimajicim stavem. VSimnéme si, Ze cesta v
tomto stromu existuje pravé, kdyz v kazdém patfe prijmeme.

Zbyva C = I, k > 0. Pak A € II;, prave, kdyz Co — A € Xy. Tudiz existuje
NTS M a jazyk B € Xy_1, ze Co— A= L(M, B).

Tentokrat vsak z € Co — A*, pokud Ji : y; € Co — A. Sestavime NTS M*
takovy, ze na zacatku si nederministicky vybere jedno slovo. Pokud jedno z
nich pfijme, vyhréli jsme. Tudiz Co — A* € ) a nakonec A* € Ij. O

To nam fiké zajimavou véc. Necht Ay, ..., A; € ¥j. Pak jazyk A = {z | Jy; €
A, ..y, €A = (y1,...,Yj)} € Xy
Nyni nam staci jen posledni krok, abychom nasli alternativni definici PH.

Véta 2.8.
e JP = NP
o VP = Co-NP

e I, =%, k>0

VIl =1, k>0

ElHk = 2:k-‘r17k‘. Z 0
4 vzk = Hk‘+17k Z 0



Dikaz. Prvni dvé jsme jiz ukézali. Dokazeme nyni tfeti, ze které vyplyne i
Ctvrta.

Uz vime, ze Xj, C 3Xj. Zbyva ukdzat 3% C Y. Necht A € 3X;. To znamena,
7e B Y, Ip:axc Ae Py (29) € B.

Jazyk B € NP(Xk_1), tudiz mdme NTS M a C € X_; takové, ze B =
L(M, C). Zkonstruujeme NTS M’ s ordkulem C pracujici na vstupu 2: Uhddne
y polynomidlné velké k x. Pak simuluje chod M na vstupu (z,y) a rozhodne,
zda patii do B. Pokud ano, z € A.

Tudiz A = L(M’,C), proto A € NP(3j_1) = Xk. Nyni VII; = V(Co — Xj) =
CO—EZk = CO—Zk :Hk.

Vrhnéme se na patou. Jejim dokazanim symetricky dostaneme i Sestou. Ukézeme,
ze M, C Xpy1. Pak jazyk A € dIlg prave, kdyz 3B € Il Jp 1 2z € A &
3eUzly . (x,y) € B. Sestrojime NTS, ktery uhadne y a vyzkousi (x,y) € B.
Pro ¥+ C JIIy ukdZzeme indukci podle k. Pro k = 0 dostavame ¥, C 3 =
3P = NP.

Plati inkluze ¥ C dIlg_; dle IP. Jestlize A € Xy41, pak existuje NTS M
a jazyk B, 7e A = L(M, B). Slovo x € A préavé, kdyz existuje pfijimajic
vypocet M, ktery se pta na slova wy,...,wy € B, a z1,..., 2, které patii do
Co— B.

Jingmi slovy z € A pravé, kdyz FrUzDy Ielehy Iplehy o (2 9) € Liw €
B*,z € Co— B*, kde L € P C IlI;. Dale jazyky Co — B,Co — B* € 1l;.
Pouzijeme IP a B* € 3, C dIl;_;.

Jazyk B* € 3M0,_, pravé, kdy# existuje D € 1 3p' : w € B* < 3¢ (Iwhy .
(w,t) € D € Hy. Tudiz z € A pravé, kdyz 3" =Dy w, 2, t : (x,y) € L, (w,t) €
D,z € Co — B*. To taktéz znamend, Ze (z,y,w,t,z) € F € i, a proto
A e dll. O

Dusledek 2.9 (Definice PH alternujicimi kvantifikdtory). Jazyk A € 3
prave, kdyz AB € PIp:x € A < U0y U=y oo (2 y1,. .., yx) € B.
Jazyk A € TI;, prdve, kdyz 3B € PIp : x € A < wPlzhy 3plehy, ... .
($7y17-~~>yk) € B.

Diikaz. Indukci podle k. Pro k = 0 trividlné plati, zvolime A = B € P.

Nyni pouZzijeme indukéni krok (véta plati pro 0,1,...,k). Uvazme jazyk A €
Yiq1 = Iy To dle definice jest pravé, kdyz IB € I, Ip : . € A < F(zDy .
(z,y) € B.

Dle induké¢éniho predpokladu B € Il prave, kdyz 4D € P3p' : v € B &
P 2Dy 3P 2Dy (2,91, ..,yx) € D. Mitizeme zkombinovat, existuje poly-
nom p”’, ze x € A < " UzDyr" (=) (2 y,91,...,yx) € D. Hotovo. O



Tato definice nam p¥inasi novy vysledek, a to, Ze polynomiélni hiearchie zko-
labuje, pokud X = IIj:

Dusledek 2.10. Pokud 3k > 0: 3, =11y, pak Vi > k:3; =1I; = X4

Diikaz. Indukei dle j, pro j = k plati trividlné. Pro j + 1 ukdzeme ¥;; =
HHj = HEJ = Zj = le protoie dle IP Ej+1 = HHJ O

To, Ze ndm polynomialni hiearchie zkolabuje, jesté nutné neznamena, ze P =

NP.

Dusledek 2.11. Bud Vk > 0 plati X C Xpi1 nebo se PH sklddd z konecné
mmnoha trid Xy

Dikaz. Necht existuje k takové, ze Xy = Xj11. ProtoZe vime, ze X U Tl C
Ap+1 € Y41, plati I, C X, a proto Il = Xi. Tudiz PH zkolabuje. O

Dusledek 2.12. Pokud ezistuje k takove, Ze P C Xy, pak P # NP.

2.1 PSPACE-uplnost

Jiz jsme si ukazali, ze PH je celd uvnitt¥ PSPACE. Podobné jako pro NP-tiplnost
si zavedeme tuplnost pro PSPACE:

Definice. Jazyk X je PSPACE-uplny, pokud X € PSPACE a pro kazdy Y €
PSPACE je Y je pfevoditelny na X v polynomidlnim cCase.

Pro ted budeme predpokladat, Ze existuje PSPACE-tuplny problém L. Pozdéji
si ukazeme, Ze takovy opravdu existuje.

Pokud by L € ¥, pak PH spadne do ¥j.

Dikaz. Necht L' € TI. Pak L' € PSPACE, diky PSPACE-tplnosti je L’ pie-
voditelny na L, tedy existuje DTS M bézici v poly case prevadsjici L' na
L € ¥;. Dale L € NP(Xj_1), tedy existuje NTS akceptor M’ s ordkulem
Ae¥,_1: L= L(M/,A)

Zietézenim M a M’ dostévame NTS akceptor M pracujici v poly Gase, pro
ktery L' = L(M", A). Tudiz L’ € ¥ a Iy C X, dokonce se rovnaji a PH
kolabuje. O

Dusledek 2.13. Pokud PH = PSPACE, ezistuje k, Ze PH = X.

Zavedeme si nyni problém, o kterém ukézeme, Ze je PSPACE-tplny. Jedna se
o rozsifeni SATu na kvantifikované formule:

Definice (Kvantifikované Bool. formule).



e Pokud je x Booleovska proménnd, pak z je QBF a x je volna.

e Pokud Ei, Es jsou QBF, tak —(E1), (E1) A (E2), (E1) V (E2) jsou QBF
a status proménnych se neméni.

e Pokud E je QBF, tak Jz(E) a Vx(FE) jsou QBF. Rozsahem kvantifikd-
toru jsou volné x v E a tyto vyskyty se stavaji vazanymi.

QBF bez volnych proménnych nabyva hodnoty True nebo False. QBF pro-
blém dostane na vstupu QBF bez volnych proménnych a vystupem je, které
hodnoty nabyva.

Vyhodnocovani probiha tak, Ze pro kazdé Vz(E) dosadime Eg A E; a za Jx(E)
dosadime Ey V E1, kde Ej je formule E s dosazenym = =0, Fy s ¢ = 1.

Piiklad. Vz(Vz(Jy(z V y)) A =) je QBF. VSimnéme si, ze = hloubé&ji neni
stejné vazana proménnd, jako vnéjsi z — mulizeme jej pfejmenovat na z. Tato
QBF je False.

Véta 2.14. QBF problém (jazyk pravdivych QBF) patii do PSPACE.
Diikaz. Hodnotu vstupniho vyrazu A poc¢itdme pomoci procedury EVAL:

e Pokud A je konstanta, EVAL(A) = A.
o Pokud A = A; A A, tak EVAL(A) = EVAL(A;) A EVAL(A,).
o Pokud A = A, V A, tak EVAL(A) = EVAL(A;) V EVAL(A,).

Pokud A = B, tak EVAL(A) = ~EVAL(B).

Pokud A = Vaz(E), tak EVAL(A) = EVAL(Ey) A EVAL(E)).

Pokud A = Jz(E), tak EVAL(A) = EVAL(E,) vV EVAL(E)).

Hloubka rekurze EVAL je omezena shora délkou vstupni QBF, dokonce poc-
tem logickjch operatortu plus kvantifikitort. Protoze vstupni vyraz nema
74dné volné proménné, po rozbaleni se jednd o vyraz s konstantami. Pamét
potfebnd na kazdé vrstvé rekurze je téZ linearni v délce vstupni QBF. Tudiz
QBF je v PSPACE. O

SAT je specialni piipad QBF v prenexnim tvaru, kde vSechny kvantifikatory
jsou existenéni. Podobné, TAUT mé vSechny kvantifikdtory obecné.

Kvantifikované formule umi zkracovat obecnou formuli (a to az exponenci-
alné):
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Priklad. Formule f(x1,...,Zn, 41, ¥n) = Ny Aj=i(zi = y;) se neda
zkratit a ma velikost ©(n?). Ta je splnéna prave, kdyz z; = 0 a y; jsou
ohodnoceny libovolné nebo y; = 1 a x; jsou ohodnoceny libovolné Vi. Takovych
modeli je 27! — 1.

Zavedeme si novou proménnou z, kterou ,vlozime® mezi x; a y;. Nova formule

je tedy f'(z1, ..o @0, Y15y Yns 2) = Niy (20 = 2) ANy (2 = y;). Viechny
klauzule (z; = y;) jsou logické disledky, jenze tato funkce m4 jiné proménné.

Tudiz nyni uvazme funkci f”(z1,...,%n,91,-..,Yn), definovanou predpisem
Fz: (21, Tny Y1,y - - -5 Uny 2). Ta je jiz stejnd, jako f, ale je kratsi — existe-
néni kvantifikator rozbalime.

Véta 2.15. QBF je PSPACE-upiny.

Diikaz. Vime, ze QBF je v PSPACE. Nyni ukizeme, Ze je i iplny.
Necht L € PSPACE libovolny jazyk. Ukazeme, ze L lze na QBF pfevést v po-
lynomidlnim ¢ase. L € DSPACE(n®) pro pevné c, tedy existuje DTS M pra-

cujici v prostoru n¢, kde L = L(M). Tento stroj mé nejvyse cgnl) = gmr(n)
konfiguraci, kde mp, € O(n®).

Nyni zavadéjme QBF formule:
e ¢ .(C,C") jako formuli, ktera je True pravé, kdyz z C' do C’ jde pfejit
jednim krokem stroje M. |opr..(C,C")| je O(m3(n)).
e Yo(C,C") = om,(C,C")
e ;(C,C") je True pravé, kdyz z C do C’ existuje vypodet délky 2¢ krokt
(v grafu konfiguraci existuje cesta délky 2 z C do C”).

® Uy, (n)(CsTaRT, CEND) = 1 & 2 € L.

Jak vypadé ¢;(C, C")? Definice 3C" : (1;—1(C, C")A1;—1(C", C")) nefunguje,
protoze formule roste exponencialné. Musime na to jinak:

c’"vD,D" . ((D = C)A (D =C")Vv (D =C")YAND =10 =
Yi—1(D, D).

Nyni jiz plati |1, ()] € O(m? (n)). A protoze tato formule je pravdiva pravé,
kdyz x € L, jsme hotovi. O

Pro¢ nam nestaci omezeny pocet alternaci kvantifikatora? Jejich pocet zavisi

linearné na hloubce rekurze. Jenze tato hloubka zavisi na vstupu. Tudiz, QBF
nepatii do A, pro libovolné ¢ > 0.
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2.2 Uplnost v PH

Ukéazeme si, ze pro kazdou troven polynomialni hiearchie existuji iplné pro-
blémy. Bude se jednat o kvantifikované formule s omezenym poctem kvantifi-
kator.

Definice. Necht ¢ je CNF a kazdé u; je vektor Booleovskych proménnych.

Pak ¥,-SAT : JuiVus ... Qu; : (ug,...,u;) = 1 a IL-SAT : VurJug ... Qu; :
o(u,...,u;) =1 kde Q je odpovidajici kvantifikdtor podle st¥idani.

Véta 2.16. X;-SAT je X;-uplny a I1;-SAT je I1;-uplny.

Diikaz. ¥;-SAT € ¥; a II;-SAT € II; plyne pfimo z definice. DokaZeme, Ze
3;-SAT je uplny, pro I1;-SAT je ditkaz obdobnjy.

Necht L € ¥; je libovolny jazyk. Pak existuje L' € P a polynom p takovy, ze
x € L e 3PUzhy ey, QrU=Dy, « (z,y1,...,y;) € L.

Protoze L' € P, existuje DTS M takovy, Ze rozpoznava L' v polynomidlnim
Case. Stejné, jako v dikazu Cook-Levinovy véty lze vypocet stroje M nad
vstupem x zakddovat do CNF formule ¢y, tak, Ze @y (w) = 1 préave, kdyz
w € L' pro kazdé w = (z,y1,...,yi)-

Nyni z € L < 30Dy welzhy, - Qrlehy, . (,y1,...,4;) € L' & 3e(lzD g,
veUely, - QPUeDy; (2, yr, .. ) = 1. [

Jeden by mohl namitnout, Ze x, ¥, ..., Yy, jsou v jiné abecedé. Ale nic ndm
nebrani je prekédovat do spravné abecedy. Muze se nam zménit délky, ale
nejvyse konstanta krat.

3 Prevoditelnost v logaritmickém prostoru

Které jazyky jsou P-uplné vzhledem k prevoditelnosti v polynomialnim case?
Pokud A # () nebo A # ¥* a navic A € P, je A P-uplny. Takovéa definice
P-tplnosti je ndm trochu nanic.

Definice. Jazyk A je P-tiplny, pokud A € P a VB € P 3 DTS transducer Mp
pracujici v logaritmickém prostoru takovy, ze © € B < Mpg(x) € A.

Véta 3.1. Necht A je P-ipinyg. Pak pokud A € L, pak P = L.

Dikaz. Dle véty o vztazich jiz vime, ze L C P.

Necht B € P je libovolny. Protoze A je P-tiplny, existuje DTS M pracujici v
logaritmickém prostoru prevadéjici B na A. Navic A € L, tudiZ existuje DTS
M’ pracujici v logaritmickém prostoru pfijimajici A.
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Jednoduché zfetézeni M a M’ nefunguje, protoze zietézenim pracovni prostor
obsahuje pracovni pasku M, fetézec y jakozto vstup M’ a pracovni paska M’.
Déle vime, 7ze |y| < |2['°8¢; mame jen tolik ¢asu. Ten se nam nevejde do
logaritmického prostoru.

Stroj M" proto vznikne zfetézenim M a M’ s tim, Ze na svych paskach obsa-
huje pracovni prostory M a M’ a y je generovano znak po znaku vzdy, kdy je
potfeba novy symbol pod vstupni hlavou M’. K tomu bude potiebovat dveé
pocditadla délky logy € O(log ).

Prvni poéitadlo obsahuje aktualni pozici vstupni hlavy M’. Pokud M’ pohne
vstupni hlavou, prvni pocitadlo je prislusné aktualizovano a M je pustén od
zacatku s tim, ze pozice aktualné generovaného znaku y je drzena ve druhém
pocitadle. Znaky zahazuje, dokud se obé pocitadla neshodnou.

Stroj M" pracuje v logaritmickém prostoru a pfijima B, tudiz B € L. O

Jak si pamatujeme z PH, pokud mame NP-tplny problém L a navic L €
Co-NP, pak NP = Co-NP. Navic, pokud toto nastane, cela PH zkolabuje do
NP. Néco podobného mame pro NL. AvSak narozdil od PH najdeme takovy
problém, specialné PATH.

Lemma 3.2. Necht L € NLU. Pokud navic L € Co-NL, L = NL.

Véta 3.3 (Szelepcsenyi-Immerman). NL = Co-NL.

Diikaz. Jazyk PATH = {(G, s,t) | G je orientovany graf, ve kterém 3 cesta z
s do t}. Chceme ukézat:

1. PATH € NL: Nedeterministicky hadame sled, pamatujeme si jeho délku
a posledni vrchol. Nejprve zapiseme délku 0 a vrchol s. V nasledujicim
kroku prejdeme na souseda v nedeterministicky a pficteme délku sledu
o 1. Pokud narazime na t, koné¢ime kladné. Pokud délka sledu prekroci
pocet vrchola G, konéime zaporné.

Protoze existence sledu implikuje existenci cesty, staci prochazet sledy
délky nejvyse |V(G)].

2. PATH je NL-tuplny: Necht A € NL libovolny. Chceme ukézat, ze existuje

DTS transducer M’ pracujici v logaritmickém prostoru prevadéjici A
na PATH. Vime, Ze existuje NTS M rozpoznavajici A v logaritmickém
prostoru. BUNO M mé pravé jednu piijimajici konfiguraci.
Stroj M’ vygeneruje pro vstup x na svou vystupni pasku popis grafu
G vSech konfiguraci M plus pocateéni a pfijimajici konfiguraci. To je
ziejmé hledany prevod, musime ale ukézat, Ze M’ pracuje v logaritmic-
kém prostoru.
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Popis G lze generovat takto: Systematicky (lexikograficky) M’ generuje
jednotlivé konfigurace M. Ke kazdé vygenerované konfiguraci k stroj
M’ prepise z popisu M, ktery je konstantné velky, vSechny sousedy
k. Je nutné si pamatovat posledni konfiguraci, ktera se jisté vejde do
O(log |z|).

. PATH € Co-NL: Stac¢i umét nedeterministicky spocitat pocet dosazitel-
nych vrchold z s; spoéitame pocty dosazitelné vrchold « pro (G, s,t) a
B pro (G',s,t), kde G’ vznikl z G odstranénim ¢; kdykoliv narazime na
souseda t, vétev ignorujeme. Nakonec pfijmeme, pokud o = S (pocet
dosazitelnych vrcholl se nezménil, ¢ nemize byt dosazitelny).

Jak tedy spoéitat poéet dosazitelnych vrcholi? Nechf R; je mnoZina
vrcholt dosazitelnych ze s cestou délky nejvyse i. Pak Ry = {s} a R; =
Ri1U{v | Ju € Ri—1 : (u,v) € E(G)}. Budeme nedeterministicky
pocitat |Rol,|R1|,... s tim, Ze si budeme pamatovat jen posledni ¢islo
— potfebujeme spoéitat |R;| ze znalosti |R;_1].

Nedeterministicky haddme odhad g pro |R;| (zkusime ¢isla mezi |R;_1|
a n) a nasledné ovéiime, Ze |R;| > g a |R;| < g.

|R;| > g: nedeterministicky vybereme prévé g vrcholi a pro kazdy z nich
nedeterministicky ovéfime existenci cesty z s délky nejvyse i. Pamatu-
jeme si posledni vrchol, ¢ita¢ vybranych vrchol a prostor pro ovéreni
nalezeni cesty, vSe logaritmické. Vrcholy systematicky prochézime a roz-
hodneme, zda jej vybereme — pricteme do c¢itace a ovéfime. Nakonec je
potfeba ovérit, ze jich bylo vybrano g.

|R;| < g je ekvivalentni tomu, ze |V \ R;| > n — g. Generujeme syste-
maticky n — g vrcholt. Pro kazdy vybrany vrchol w projdeme ostatni
vrcholy a nedeterministicky jich vybereme pravé |R;_1|. Pro kazdy vy-
brany vrchol v ovéfime (v,w) ¢ E a v € R;_1. Ve zvlddneme v lo-
garitmickém prostoru — potfebujeme kédy a ¢itace w,v a logaritmicky
prostor na ovéfeni v € R;.

Ted uz stac¢i jen pouzit pfedchozi lemma. O

4 Neuniformni vypocetni modely

A7 doted jsme si povidali o uniformnich modelech, které se dokézaly vypora-
dat se vSemi vstupy. Nyni se ale zaméfime na modely, které umi pracovat jen
s omezenym mnozstvim vstupt — napriklad vstupy konkrétni délky.

Definice. Booleovsky obvod s n vstupy a jednim vystupem je acyklicky graf
s n zdroji a jednim stokem.
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Zdrojové vrcholy jsou vstupy (binédrni), ostatni vrcholy jsou hradla (AND, OR,
NOT). jenz maji aritu 2 a v pfipadé NOT aritu 1.

Velikosti Booleovského obvodu se rozumi pocet vrchold.

Piiklad. Formuli XOR, v DNF reprezentovanou (—z1 A x2) V (21 A —x2) od-
povida obvod, jehoz velikost je 7 (vystupy sdili jako vstup vice hradel).

Priklad. Formule v CNF (z1 V22 V 23) A (21 V 22 V 24) A (21 V 22 V 25)
lze pfevést pfimocare, tak dostaneme obvod velikosti 13. Takovy obvod ma u
hradel vystupni stupné nejvyse 1.

Avsak muzeme postupovat 1épe — ¢ast formule zrecyklujeme, jelikoZ nic nam
neomezuje vystupni stupen. Konkrétné zde muzeme pouzit vystup x V xs
trikrat jen jako jedno hradlo, ¢imz snizime velikost obvodu na 11.

Rozmysleme si zptsoby, jak relaxovat model a jak takova relaxace ovlivni
velikost obvodu:

e Zrusime omezeni arity AND, OR. Pak kazdé hradlo v obvodu C' s aritou
k nahradime k& — 1 bindrnimi hradly (kaskdda nebo strom). Tim vznikne
obvod C’ s hradly arity nejvyse 2 a |C’| < |C|?.

e Pokud je vystupni arita vrchold mimo stok rovna jedné, pak obvody
pfimo odpovidaji formulim. Jejim zvednutim muZzeme dostat obvody az
logaritmicky mensi.

Typickym prikladem je problém parity. Zatimco formule je exponenci-
alné dlouha (popisujeme v DNF vSechny mnoziny liché velikosti), obvod
je linedrni (z1 ®xo B -+ D xy).

Definice. Vyhodnocenim vstupu z € {0,1}" obvodem C (s n vstupy) rozu-
mime hodnotu C(z) vystupniho vrcholu, pokud do vstupnich vrcholt dosa-
dime z.

Hodnota vystupu je definovana pfirozenym rekurzivnim zpusobem.

Kazdou abecedu mizeme prevést na binarni. Tim mazeme pouzit booleovské
obvody jako vypocetni model.

Definice. Necht 7' : N — N je funkce. Rodina obvodu velikosti T'(n) je
posloupnost obvodi {C), }nen, kde Vn : C, mé n vstupi a plati |Cy,| < T'(n).
Jazyk L patii do t¥idy SIZE(T'(n)), pokud existuje rodina obvodt {Cy, }nen
velikosti T'(n) takova, ze VnVzx € {0,1}" :x € L & C,(z) = 1.

Piiklad. Jazyk L = {1" | n € N} € SIZE(O(n)) — sta¢i kaskdda AND hradel,
tudiz |Cy,| = 2n — 1.
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L ={(a,b,a+Db)|a,be N} e SIZE(O(n)), n = 3[log(max(a,b) + 1)]. Obvod
sestavime jako binarni séitacku na prvnich 2n/3 bitech nakonec porovname s
poslednimi n/3 bity.

Definice. P/poly je t¥ida jazyk® pfijimanych rodinami obvodt polynomidlni
velikosti, tedy P/poly = (o2, SIZE(n).

Ttida P/poly C P. Pfedstavme si jazyk L C 1™, kde navic n je kéd dvojice
(M,x), kde M je DTS a z je vstup a M(z)]. Pro takovy jazyk jisté existuji
obvody (kaskdda ANDu pro n spravné, nepravdu pro ostatni). Tyto obvody
ale neumime efektivné vygenerovat.

Definice. DTS je oblivious, pokud mé jednu vstupni a pracovni pasku a
pozice hlav nezavisi na vstupu, ale pouze na poc¢tu krokt od zacatku vypoctu
a délce vstupu.

Pokud existuje norméalni DTS M, pak rovnéz existuje oblivous DTS M’. Stroj
M budeme na M’ simulovat tak, ze kazdy krok budeme simulovat pfejezdem
hlavy pres cely mozny prostor, pficemz provedeme lokalni zmény. Tim mutizeme
prodlouzit ¢as vypocétu M az kvadraticky.

Véta 4.1. P C P/poly.

Diikaz. Méjme jazyk L € P. Tudiz existuje DTS M pracujici v polynomialnim
Case takovy, ze L = L(M). Pak téz existuje oblivous DTS M’ v poly Case, kde
L=L(M).

Ukéazeme, jak pro pevné L zkonstruovat obvod C,, pfijimajici vSechna slova
z L délky n. Displej M’ je trojice (stav, vstupni symbol, pracovni symbol),
mizeme jej tedy prekédovat do fetézce.

Existuje konstantné velky obvod C;, ktery na zakladé displeje po (i — 1)-tém
kroku M’ vyda displej po i-tém kroku. ProtoZe hlava se mohla posunout,
musime né&jak poslat informaci o tom, ktery znak byl pfecten.

Navic bude C; kromé displeje potfebovat vstup z a C;, , C; p, kde i, iy je ¢islo
kroku, kdy byl stroj M’ naposledy na p¥islusné pozici vstupu nebo pracovni
pésky. Protoze M’ je oblivious, i,,1%, jsou zavislé pouze na i.

Piedpokladejme, ze M’ bézi v ¢ase T'(n). Pak obvod Cr(,) vyda True praveé,
kdyz displej po kroku T'(n) obsahuje kéd pfijimajiciho stavu. Tento obvod
prijimé prave slova z L délky n a je polynomialné velky. O

Dusledek 4.2. Prislusnd rodina {C.} nejen existuje, ale lze ji efektivné ge-
nerovat: existuje DTS M, ktery na vstup 1™ vydd popis obvodu C, a navic
pracuje v polynomidlnim case a logaritmickém prostoru.
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Pro¢ logaritmicky prostor? M must byt schopen z i spocitat i, a i,, takze
potiebuje O(logn) prostoru. Samotné obvody jsou konstantné velké, takze je
Ize generovat inkrementalné v konstantnim prostoru.

Definice. Rodina obvodu {C,,} je P-uniformni, pokud existuje DTS, ktery
na vstupu 1" vyda v polynomialnim ¢ase na vystupu popis C,,.

Véta 4.3. L je prijimdn P-uniformni rodinou obvodi prave, kdyz L € P.
Dikaz. Necht L je pfijiman {C,}, které je P-uniformni. Pak L je pfijiméan
DTS M, které nejprve simuluje chod DTS generujiciho C,, na vstupu 1", kde
n = |z|. Nasledné M simuluje praci C,, na vstupu x.

Druhé implikace vychézi z posledniho disledku — P C P/poly — sestavime
{C},} rozpoznavajici L, ktery je P-uniformni. O

Definice. Rodina obvodt {C,,} je log-space uniformni, pokud existuje DTS,
ktery na vstupu 1™ vyda v logaritmickém prostoru na vystupu popis C,,.

Véta 4.4. L prijimd log-space uniformni rodina obvodu pravé, kdyz L € P.
Diikaz. Stejny, jako v pfedchozi vété. Stroj, ktery pracuje v logaritmickém
prostoru, pracuje i v polynomidlnim case. O

Definice. Jazyk CIRCUIT-EVAL je jazyk dvojic (C,z), kde C je popis n-
vstupového booleovského obvodu a x € {0,1}", takovych, ze C(x) = 1.

Véta 4.5. Jazyk CIRCUIT-EVAL je P-uplng.

Dikaz. Necht L € P. Pak log space transducer, ktery prevadi jazyk L na jazyk
CIRCUIT-EVAL, je implicitné schovan v druhé implikaci predchozi véty. [

Definice. Retézec reprezentujici obvod C' na n vstupech patii do jazyka
CCT-SAT pravé, kdyz Ju € {0,1}" : C(n) = 1.

Lemma 4.6. CCT-SAT € NP.
Diikaz. Certifikat pro C' € CCT-SAT je u € {0,1}" takové, ze C(n) =1. O
Lemma 4.7. CCT-SAT je NP-tézky.

Dikaz. Necht L € NP je libovolny jazyk. Pak existuje DTS M pracujici v
polynomidlnim &ase takovy, ze x € L < Ju € {0,1}*02D) . p(z,u) = 1. V
dikazu véty P C P/poly plyne, Ze ke stroji M lze zkonstruovat polynomialné
velkou rodinu pfijimajici L.

Ke vstupu (z,u) délky m = n + p(n) existuje obvod C,,, pro ktery plati:
M(z,u) =1 < Cp(z,u) = 1. Pro pevny vstup = vyrobime z C,, obvod CZ,
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zafixovanim vstupd = na konstanty. Nyni ¢ € L < Ju: M(z,u) =1 < Ju:
Cn(z,u)=1< Ju:C¥:(z,u) =1 C% € CCT-SAT. O

Véta 4.8. CCT-SAT je polynomidlné prevoditelny na 3-SAT.

Dikaz. Necht C je obvod (instance CCT-SAT) se vstupy 1, ..., 2, a hradly
Y1,---,Yn (kazdé y; je bud AND, OR nebo NOT). Sestavime 3CNF F takovou,
7e je splnitelna prave, kdyz C € CCT-SAT:

e Necht y; je hradlo NOT se vstupem z;. Pak pridame klauzule (z; V y;) A
(—2 V —ws).

e Necht y; je hradlo AND se vstupy z;, zx. Pak pfiddme klauzule (—y; V
zi) N (2 Vo zi) A (Y V =z Vo).

e Necht y; je hradlo OR se vstupy z;, z;. Pak pfiddme klauzule (—y; V z; V
2i) A (i V 2z) A (Yi Vo).

e Necht y,,, je vystupni hradlo. Pak pfiddme unérni klauzuli (y;,).

Spojeni téchto klauzuli vyda korektni 3CNF F, kterd je splnitelnd prave,
kdyz ptvodni obvod C je splnitelny. O

Formule v dikazu se taktéz nazyva Tseitinovo kédovani obvodu.

4.1 Turingovy stroje s radici funkci

Necht M je DTS a {ay}nen je posloupnost Fetézct. Pokud M pracuje nad
vstupem z délky n, tak mé pristup k ,radé“ a,.

Definice. Necht 7, a : N — N jsou funkce. Pak tiida DTIME(T'(n))[4(n) je
tfida jazykl rozpoznatelnd DTS v ¢ase T'(n) s a(n)-bitovou radou.

Formalné L € DTIME(T'(n))|a(n) pravé, kdyz existuje DTS M a posloupnost
{an}, kde a,, € {0,1}2"), pro kterd plati € L <+ M(z, o) = 1 pro vSechny
x € {0,1}™ s tim, ze M na vstupu (z, a,) udéla O(T(n)) kroki.

Véta 4.9. P/poly = J, , DTIME(n¢)|,,a.

Dikaz. Necht L € P/poly. Z predchoziho vime, Ze L je rozpoznavany poly-
nomidlné velkou rodinou obvodt {C,} a L je rozpoznavan DTS M, ktery na
vstupu x délky n vezme popsi C,, jako radu a odsimuluje chod C), na .

Necht L € {J,,DTIME(n°)|,qa. Pak je L rozpoznévan DTS M pracujici
v polynomidlnim ¢ase (p(n) = n¢), ktery ma pfistup k raddm {«a,} veli-
kosti |a,| = n?. Zopakovanim dikazu P C P/poly zkonstruujeme k DTS
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M polynomialné velkou rodinu obvodi {D,,} takovou, Ze pro kazdou dvojici
(z,a):z€{0,1}", a € {0,1}%") = D, (z,a) = M(z,a).

Nyni z rodiny obvodi {D,,} vyrobime rodinu {C,,} tak, ze pro kazdé n zafi-
xujeme vstup a. Pak Vo € {0,1}": Cy(x) = M(z, @). O

Véta 4.10. Vn > 13f : {0,1}" — {0,1} takovd, Ze f nemiZe byt pocitina
obvodem velikosti nejvyse 2™ /10n.

Diikaz. Vsech booleovskych funkei na n proménngch je 22°.

Méjme booleovsky obvod s m vrcholy. Pfi omezeném vstupnim stupni nejvyse
2 mame nejvyse 2m hran. Popis takového obvodu se vejde do 3m logm bitt.

Pocet rtiznych obvodit s m vrcholy je nejvyse 23™1°8™ Po dosazeni m =

271/10” dostavame 2342"’/10771 log 2™ /10n < 23~2"’/10n-n — 23/10-2" < 22". O

Byla snaha (ktera se nepovedla) najit funkci v NP takovou, ze pfislusnd nejde
spocitat polynomialné velkymi obvody. Tim by se mohlo dokazat P C NP.

Naopak, pokud NP C P/poly, potom muzeme ukézat, ze PH zkolabuje.
Vé&ta 4.11 (Lipton-Karp). Pokud NP C P/poly, pak PH = X5 =TI,.

Dikaz. Ukazeme, ze II5-SAT € 5. Podle definice II5-SAT je jazyk formuli
v Yu € {0,1}"Jv € {0,1}™ : p(u,v) = 1. Pii zafixovani u dostavame
problém ve X3 = NP : Jv € {0,1}™ : p(u,v) = 1. Jinymi slovy méme jazyk
L ={(¢,u) | Fv: p(u,v) =1}, jehoz certifikat je v.

Protoze NP C P/poly, existuje polynomialné velkd rodina obvodt {C} ve-
likosti p(k) takova, Ze pro kazdou CNF ¢ v n + m proménnych a kazdé
u € {0,1}" plati Ci(p,u) & Jv € {0,1}" : p(u,v) = 1. Tudiz k je n plus
pocet bitt na zakédovani .

Nyni prevedeme {Cy} na rodinu {C}} obvodt s m + 1 vystupy, kde prvni
vystup je stejny, jako u Cf, a pokud je tento vystup 1, tak zbylych m vystupu
obsahuje n&jaké v takové, ze p(u,v) = 1. Na to pujdeme tak, Ze budeme
postupné zjistovat jednotlivé ohodnoceni proménnych na zdkladé odpovédi ¢
s CasteCnym ohodnocenim v, které rozsitujeme.

Jisté plati |C}| < g(k) pro vhodny polynom g. Jisté lze C}, zakédovat do
fetézce délky O(q?(k)) = 7(k) a tento fetézec lze ,hadat® pomoci formule
¢ Jw € {0,1}7® vy € {0,1}" : (u, Cl(u,v)) = 1, kterou navic pro dané
w, u spocitame v polynomialnim Case, jazyk pravdivych formuli ¢ patii do
35-SAT.

e Necht ¢ je takové, ze Vu € {0,1}" Jv € {0,1}™ : ¢(u,v) = 1. Pak obvod
C}. (¢, u) né&jaké takové v vrati, tudiz platii .
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o Necht ¢ je takové, ze Ju € {0,1}" Vv € {0,1}™ : p(u,v) = 0. Pak neni
Sance, aby platilo 1.

Tudiz mame korektni prevod a I15-SAT € . O

4.2 T¥idy NC a AC

Definice. Jazyk L € NC?, pokud existuje polynomialné velkd rodina obvodu
{C}.} rozpoznavajici L takova, ze Vn hloubka C,, je O(logd n).

Definice. Tifda NC = J,»qNC”.

Definice. Stejné definujeme tiidy AC? a AC s tim rozdilem, ze hradla zde
maji povolen libovolny pocet vstupi.

Lemma 4.12. Vd : NC? C AC? € NC4*!.

Diikaz. Prvni inkluze je trividlni. Necht L € AC?. Kazdé hradlo ma maxi-
malné p(n) vstupi. Tim padem, kdyZz toto hradlo nahradime bindrnim stro-
mem bindrnich hradel, méa tento strom hloubku logp(n) € O(logn). Celkova
hloubka se tak zvysi nejvyse logaritmicky. O

Zavedme si novy model — paralelni poé¢ita¢. Ten bude mit n procesorti, komu-
nika¢ni kanaly mezi nimi, vSe taktovano stejnymi hodinami a vzdalenost mezi
procesory je O(logn) (napfiklad hyperkrychlova architektura).

Definice. Vypocetni tloha mé efektivni paralelni algoritmus, pokud zadani
velikosti n 1ze vyfesit na paralelnim pocitaci s n®™) procesory v ¢ase logo(l) n.

Jazyk L ma efektivni paralelni algoritmus pravé, kdyz L € NC:

L je ptijiman paralelnim pocitacem, ktery pro vstup délky n mad N € O(n¢)
procesorti a pracuje v éase D € O(log? n). Zkonstruujeme obvod C,, sestévajic
z N D obvodt konstantni velikosti usporadanych do D hladin o N hradlech.
Kazdy obvod simuluje praci konkrétniho procesorti v konkrétnim taktu da-
ného vypoctu. Tudiz L € AC? C NC.

Naopak mame obvod s n uzly, ktery nahradime pocitacem s n procesory.
Hloubka obvodu logd n muze byt simulované v case logd+1 n, protoze lze spojit
dvé libovolné hradla, ale v paralelnim pocitaci miize signdl putovat az logn
cas.

20



5 Randomizované vypocty

Do ted jsme uvazovali pouze deterministické a naopak plné nedeterministické
stroje. NTS neumime naimplementovat. Nabizi se tedy omezit nedeterminis-
mus tak, aby stale ptidaval silu oproti deterministické verzi, ale byl prakticky
pouzitelny.

Definice. Pravdépodobnostni Turingtv stroj je TS se dvéma pfechodovymi
funkcemi d1, do. Pi praci PT'S M na vstupu x v kazdém kroku s pravdépodob-
nosti 1/2 pouzije d; nebo dy. Kazdy vybér je nezavisly na vsech predchozich.
M vraci hodnotu 1 (z pfijato) nebo 0 (z zamitnuto) a tuto ndhodnou veli¢inu
zna¢ime M (x).

Rikdme, Ze M pracuje v ¢ase T'(n), pokud pro kazdy vstup z velikosti n odpovi
stroj M po nejvyse T(n) krocich bez ohledu na vybéru 4y, .

Zatimco N'TS prijimé, pokud néjaka vétev vypoctu pfijme s neznamou prav-
dépodobnosti, u PTS je pravdépodobnost pfijeti pfimo pomér prijimajicich
vétvi vaci vsem.

Pro jazyk L C {0,1}* a = € {0,1}* definujeme L(x) = 1 pravé, kdyz = € L,
a naopak L(z) = 0 pravé, kdyz « ¢ L.

Definice. Reknéme, ze PTS M prijima jazyk L C {0,1}* v ¢ase T'(n), pokud
Vo € {0,1}* : Pr[M(x) = L(z)] > 2/3 a M bézi v ¢ase T(n).

BPTIME(T'(n)) je tfida jazyka pfijimanych PTS v ¢ase O(T'(n)).

BPP = |J.>, BPTIME(n®) (Bounded-error Probabilistic Polynomial Time).

T¥ida P C BPP C EXP, staci zvolit §; = d2 a projit vSechny vétve PTS.
Podobné jako NP mizeme téz BPP definovat jako tfidu, kterou pfijimaji DTS,
ke kterym se na vstup pridaji ndhodné bity.

Konstanty v definicich nemusi byt konkrétni. Pro BPP funguje libovolna kon-

stanta z intervalu (1/2,1). Specialné pro BPP ukdzeme, jak redukovat chybu
nad libovolnou konstantu.

Véta 5.1. Necht L C {0,1}* je jazyk, ¢ > 0 konstanta a pfedpokldidejme,
Ze existuje PTS M pracugjici v polynomidlnim case takovy, ze Vo € {0,1}* :
Pr[M(z) = L(z)] > 1/2 + |z| .

Potom Vd > 0 existuje PTS M' pracujici v polynomidinim case takovy, Ze
Vo € {0,1}* : Pr[M’(z) = L(z)] > 1 — 2l=I*,

K dtkazu budeme potfebovat Chernoffovy nerovnosti: X,...,X, € {0,1}
nezavislé ndhodné proménné, X = > X; a p = E[X].

Pak Ve > 0:Pr[| >0, X; —p| > c-p) < 9e—mmin(c?/4,c/2)
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Dikaz. M’ pracuje takto na vstupu z: Pusti M opakované k-krat pro k =
8|z|?td ¢imz ziska k binarnich vysledki yi,...,ys. Pokud je Y vy; > k/2,
pak M’ pfijme z, v opacném piipadé odmitne z. Pokud M pracuje v Case
t(x), pak M’ pracuje v ¢ase t'(x), kde t,t' jsou polynomy.

Ozna¢me nadhodné proménné X; € {0,1} takové, ze X; = 1 < y; = L(z) a
X =3, X;. Zjevné X, jsou nezavislé nahodné proménné, pro které E[X;] =
Pr[X; =1 >p=1/2+ |z| ¢ Zvolme § = 1/2 - |z|" ¢ a uvazujme nerovnost
>, Xi > pk — 6pk = kp(1 —6) = k/2+ k(3/4- |x|7¢—1/2 || 72¢) > k/2.
Platnost této nerovnosti garantuje, ze M’ odpovédél zarucené spravné. Tudiz
M’ mize udélat chybu, pokud plati ) ., X; < pk — dpk. To téz znamend
pk — > X; > Opk, coZ nastane s pravdépodobnosti Prpk — > X; > Ipk].
Vime, ze E[X;] > p, pak p > pk. Ozna¢me pu = pk + ¢ pro € > 0.

Pak Pr[pk — > X; > opk] < Prlpk — > X, + (1 — d)e > opk] = Prpk +
e— S X; > 0pk + 0¢] < Pr[| X, — pu| > 6p) < 2e719°/4. Dosadime zpét
hodnoty a dostavame 2e~1/41el'=1/2z1""" < 9o=1/41z1" .03 je asymptoticky,
co chceme. To je navic horni odhad chyby. O

Definice BPP je robustni vici generovani ndhodnych bitt pomoci jakékoliv
mince, ne nutné rovnomeérné.

Lemma 5.2. Mince s Pr[hlava] = p,p € (0,1) lze simulovat na PTS M v
océekavaném case O(1), pokud i-ty bit p lze generovat v case polynomidinim
vzhledem k ©.

Dikaz. Necht p = 0.p1ps ... je binarni zapis p. PTS M generuje rovnomérné
nezavislé ndhodné bity by,bs, ... (v Case i generuje b;). Pokud v i-tém kroku:

e b; < p;: M vraci ,hlavu“ a zastavi.

e b, > p;: M vraci ,orel“ a zastavi.

e b, = p;: M pokracuje krokem i + 1.
Nyni pravdépodobnost, ze M vrati ,hlavu“ v kroku i je 27! - k, kde prvni
¢len je rovnost bitl v prvnich ¢ — 1 krocich a nerovnost v ¢-tém. Pokud b; = 1,
pak k = 1/2, jinak k& = 0. Tudiz pravdépodobnost, ze M vrati ,hlavu“ je
Z;‘i1 pi-27" =p.

Ocekavany ¢as vypoctu je nejvyse Y .o, 21=%.4¢, To ale shora mtizeme odhad-
nout konstantou. O

Lemma 5.3. Rovnomérnou minci lze naopak simulovat pomoci PTS s pristu-
pem k sekvenci bitd pomoci mince s Pr[hlava] = p v odekdvaném case O(1).
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Dikaz. PTS M dvakrat hodi minci po sobé. Pokud se vysledky téchto dvou
minci 1isi, jako vystup prohlasime hodnotu prvniho hodu. Jinak v pripadé
rovnosti opakujeme. Pak Pr[hlava] = Prforel] = p(1 — p).

V kazdém kroku se M zastavi s pravdépodobnosti 2p(1 — p). Tudiz stfedni
pocet krokit bude Y ;= i - ¢t € O(1). O

Definice. Necht M je PTS a x je vstup. Pak T, je délka béhu M na vstupu
z a je to ndhodné veliCina zavisejici na ndhodnych bitech urcujicich vypocet.

Ttida BPP je taktéz robustni vzhledem k ,méreni ¢asu“: misto pozadavku, ze
PTS skonéi po nejvyse p(|z|) mnoha krocich, staci pozadovat, ze ocekdvand
doba vypoctu je nejvyse p(|zl).

Definice. M bé&zi v ofekdvaném ¢ase T'(|z|), pokud Vz € {0,1}* : E[Th 4] <
T(J])-

Proptijéme si dalsi nerovnost z teorie pravdépodobnosti, a to Markovovu.
Necht X je ndhodn4 veli¢ina a u jeji stfedni hodnota. Pak Pr[X > ku] < 1/k.

Lemma 5.4. Necht PTS M bézi v oéekdvaném éase p(|x|). Pak existuje PTS
M’ bézici v case 10 - p(|z|).

Diikaz. PTS M spusti M, pfi¢em? si po¢ita pocet krokt. Pokud se M zastavi,
zastavi se i M’ se stejnou odpovédi.

Jestlize pocet kroka ptresdhne 10 - p(|x|), stroj M’ odmitne. To ale nastane s
pravdépodobnosti nejvyse 1/10. Pokud M odpovi spravné s pravdépodobnosti
2/3, pak M’ odpovi spravné s pravdépodobnosti 2/3 — 1/10 > 0.55 a diky
redukci chyby vime, Ze to jiz staci. O

Doted jsme probirali oboustrannou chybu. Zamérme se tedy na p¥ipady, kdy
nahodnost ndm umoznuje dostat pouze jednostrannou, nebo dokonce zadnou
chybu. V druhém piipadé bude pravdépodobnost ovliviiovat pouze ¢as béhu.

Definice. RTIME(T'(n)) je tfida jazykd, pro které existuje PTS M pracujici
v (oekdvaném) c¢ase T'(n) takovy, ze pro © € M : Pr[M(z) = 1] > 2/3 a pro
x ¢ M:Pr[M(x)=0]=1.

Ttida RP = |J ., RTIME(n¢) (Randomized Polytime).

Definice. ZPTIME(T (n)) je t¥ida jazyk, pro které existuje PTS M pracujici
v ofekdvaném case T'(n) takovy, ze vzdy odpovi spravné.

Ttida ZPP = J.. o ZPTIME(n®) (Zero-error Probabilistic Polytime).

Nyni si v§imnéme, Ze celkem trividlné plati tyto vztahy:
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e RP C NP: Ttida RP 1ika, Ze existuje alespon konstantni pomér pfijima-
jicich vétvi, t¥idé NP staci jedna.

e BPP = Co-BPP: Oboustranna chyba je pro obé odpovédi dostatecné
vysoka, lze PTS tedy prohodit odpovédi.

e RP C BPP, Co-RP C BPP: Jednostranna chyba je silnéjsi pozadavek,
nez oboustranna.

Véta 5.5. ZPP = RPN Co-RP.

Dikaz. Necht L € ZPP. Pak L € RP a L € Co-RP, pfimo z definice.
Pfedpokladejme, Ze L € RP N Co-RP. Pak existuji PTS M a M takové: Kdyz

r € L, pak Pr[M(x) = 1] > 2/3 a Pr[M = 1] = 1. Naopak pro = ¢ L plati
PrM(z) =0]=1a Pr[M =0] > 2/3.

Tudiz, pokud M(z) = 1, pak = € L a jestlize M(z) = 0, x ¢ L. Na zéklad¢
toho zkonstruujeme stroj M’, ktery na vstupu z spusti M a M soub&zné.
Podle odpovédi se rozhodneme:

e M(z) =1, pak vrati M'(x) = 1.
e M(z) =0, pak vrati M’'(x) = 0.
e Jinak M’ nerozhodne a spusti M, M znovu na .

Jisté stroj M’ odpovi zaruéend spravné. Navic, Pr[M(z) = 0 A M(z) = 1] <
1/3, coz lze rozdélit dle podminky, ze X € L a = ¢ L.

Tudiz ocekévany pocet opakovani je nejvyse %, i-(1/ 3), coz lze odhadnout
konstantou. Oba stroje M, M navic pracuji v polynomialnim case. O

Véta 5.6 (Sipser-Gacs). BPP C 3 N1ls.

Dikaz. Staci ukdzat BPP C Xs. Necht L € BPP je libovolny. Diky vété o
redukci chyby pro BPP existuje DTS M pracujici v polynomialnim ¢ase, ktery
na vstupu délky n pouzivd m = poly(n) ndhodnych bitd. Pro néj plati pro
x€L:Pr[M(z,r)=1]>1—-1/2"aproxz ¢ L:Pr[M(z,r)=1] <1/2".
Pro kazdy vstup = ozna¢me S, = {r | M(x,r) = 1}. Pak pro « € L plati
[Sz| > (1—=1/2™)-2™ aprox ¢ L je |S,| <1/2™.2™.

Vhodny pocet ,ndhodnych posunuti* S, v pfipadé = € L pokryje vSechna
{0,1}™, kdezto v piipadé = ¢ L stejny pocet posunuti S, nemtize pokryt
{0,1}™ pro zadny vybér posunuti.

Pro r,u € {0,1}™ budeme uvazovat r @ u jako XOR. Pro S C {0,1}™ budeme
znacit S@u={r®u|x € S}. Zvolme vhodny pocet k = [m/n] + 1.
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Lemma 5.7. Necht S C {0,1}™ takovd, Ze |S| < 2™~™, necht uy,...,u; €
{0,13™. Pak U, (S @ u;) € {0,1}™.

Driikaz. Pro kazdé i plati |[S @ U;| = |S|. Tim padem ||J, S® U;| < k-|S| <
(m/n+2)-2m"™ < 2™ pro dostateéné velkd n. O

Lemma 5.8. Necht S C {0,1}™ takovd, Ze |S| > (1 —27™)-2™. Pak existuji
u, ..., u, € {0,1}™ takové, Ze Ule(S@ u;) = {0,1}™.

Dikaz. Staci ukazat, Ze pfi ndhodném vybéru fetézci u; plati, ze PrJ,(S &
u;) = {0,1}™] > 0, nebo ekvivalentné Pr[lJ,(S @ u;) € {0,1}™] < 1. Tato
pravdépodobnost je téz Pr[3r € {0,1}™ :r ¢ |J,(S ® u;)] < 1.

Retézec r je $patny pro i pravé, kdyz r ¢ S @ u;, nebo diky komutativité @
téz r ®u; ¢ S. Pokud uy,. .., u byly vybrané uniformné nezévisle z {0,1}™,
tak také Vr : r & u; maji uniformni a nezavislou distribuci.

Pak Vr : Pr[r @ u; € S] > 1—2"" a opacny jev Pr[r @ u; ¢ S] < 27", Tudiz
PrVi:r@u; ¢ 5] < (27", a tedy Pr[Ir:r ¢ |J,(S & u;)] <2m - 277k,

Pro nami zvolené k dostavame 27 - 27"k < 2™ . 2™ — 1 jelikoz nk =
n([m/n])+1>m. O

Z téchto dvou lemmat plati, ze x € L < Juq,...,ux € {0,1}™Vr € {0,1}™ :
re Ule(Sw @u;). To lze prepsat na x € L < IV N\, (M(z,r®u;) = 1), a tato
podminka je v P. Pouzijeme definici a L € 3. O

Véta 5.9. BPP C P/poly.

Dikaz. Necht L € BPP je libovolny. Diky vété o redukci chyby pro BPP
existuje DTS M pracujici v polynomidlnim case, ktery na vstupu délky n
pouzivd m = poly(n) ndhodnych biti. Pro néj plati pro Pr[M(z) # L(z)] <
1/2n+L,

Retézec nahodnych biti r € {0,1}™ je Spatny pro x € {0,1}", jestlize plati
M(x,7) # L(z). Pro pevné z existuje nejvyse 2™ /271 gpatnych r. To zna-
men4, Ze existuje nejvyse 27 - 2™ /271 = 2m~1 jetézch r $patnych vzhledem
k z. Proto existuje rg € {0,1}™, které je dobré pro kazdé = € {0,1}".

Z véty P C P/poly vime, ze DTS M se pro kazdou pevnou délku vstupu déa
simulovat obvodem polynomialné velkym vzhledem k délce vstupu a délce
vypoétu M, tedy vSe je poly(n). Pro vstupy délky n 4+ m simulujeme préci
DTS M na obvodu C,,4,, kde navic u vstupu (z,r) zadratujeme r napevno
na ro. Tudiz plati Vo € {0,1}" : M(z,r) = M(x,r9) = L(z) = Cpym(z). O
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5.1 PCP véta a neaproximovatelnost

PCP znamené Probalistically Checkable Proofs.

NP-tplné problémy obvykle byvaji rozhodovaci verze optimalizacnich pro-
blémt. Kdyz si vezmeme takové optimalizac¢ni algoritmy, tak z hlediska feSitel-
nosti jsou si vSechny rovny — kdyz umime polynomiélné vyfesit jeden, umime
prevoditelnosti vyfesit vSechny.

S aproximovatelnosti to je ale jiné. Batoh i TSP jsou NP-tézké. Pro batoh
mame plné polynomidlni aproximacni schéma, zatimco existence aproxima-
¢niho algoritmu s konstantnim pomérem pro TSP by implikovalo P = NP.
PCP véta se snazi tento koncept zobecnit a dodat systematicky nastroj roz-
poznavani aproximovatelnosti.

Priklad. Uvazme problém Max-3-SAT. Vstupem je 3-CNF ¢ a cilem je ohod-
notit proménné tak, abychom splnili co nejvice klauzuli.

Reknéme, Ze val(p) je maximalni pocet splnitelnych formuli.

Definice. L je jazyk, ¢,r : N — N. Reknéme, ze L mé (r(n), q(n))-PCP veri-
fier, pokud existuje pravdépodovnostni algoritmus V' bézici v polynomialnim
Case s témito vlastnostmi:

e (Efficiency) Na vstupu z € {0,1}" a s ndhodnym pfistupem k fetézci II
(dtikaz) V pouzije < r(n) ndhodnych bitt udéld < g(n) dotazt na bity
II. Pak vyda 1 nebo 0 a tato ndhodn4 verifikace se oznacuje V1(x).

e (Correctness) = € L, pak 311 : Pr[V(z) = 1] = 1 a takové II nazyvame
spravnym dikazem pro z.

e (Soundness) z ¢ L, pak VPi : Pr[V(z) =1] < 1/2.

Rikéme, ze L € PCP(r(n), q(n)), pokud existuji konstanty c,d > 0 takové, ze
L mé (c-r(n),d- q(n))-PCP verifier.

Retézce II stadi uvazovat délky 2€" (") protoze pouze tolik ,adres* v dikazu
IT 1ze vygenerovat s nenulovou pravdépodobnosti.

Lemma 5.10. PCP(r(n),q(n)) C NTIME(20((m)-a(m)),
Dikaz. NTS M nejprve vygeneruje dikaz IT a pak deterministicky generuje

vSechny Fetézce ndhodnych bitd délky r(n) a nakonec simuluje béh verifika-
toru. Pouze pokud vSechny ndhodné fetézce ptijmou, tak M pfijme. O

Dusledek 5.11. PCP(logn, 1) C NTIME(29(°en)) = NP.

Prekvapive, plati jesté silnéjsi tvrzeni:
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Véta 5.12 (PCP-véta (klasickad verze)). NP = PCP(logn, 1).
Piiklad. Jazyk GNI = {(G1,G2) | G1 # G2}. Ukdzeme, ze GNI € PCP(p(n), 1).

Méjme G1, G4 na n vrcholech. Setfidime vSechny grafy na n vrcholech podle
jejich ,kédu* a II jsou Fetézce indexované témito kédy, || = 20(n*)  Sprévny
dikaz obsahuje na pozici odpovidajici grafu H 0, pokud H = Gy, H # G1; 1,
pokud H = G, H # G; jinak ndhodny bit.

Verifikdtor ndhodné vygeneruje b € {0,1} a permutaci [n]. Necht H je Gy po
provedeni prislusné permutaci vrcholt, pak se podiva do II na pozici odpovi-
dajici H. Ptijme pfislusny bit, pokud je vysledek rovny b.

Véta 5.13 (PCP-véta (aproximacni verze)). J3p < 1 : VL € NP, ezistuje
polynomidlné vycislitelnd funkce f mapujici Tetézce na reprezentaci SCNF
formuli tak, Ze:

o r €L =val(f(x)) =1,
o v ¢ L= val(f(x)) <p.
Chceme ukézat, ze obé varianty PCP-véty jsou si ekvivalentni. K tomu ale

musime pouzit mezikrok.

Definice. ¢CSP ¢ je {¢1,...,0m}, kde ¢; : {0,1}" — {0,1} je constraint,
ktery zavisi na nejvyse ¢ proménnych. Ohodnoceni u € {0,1}" spliuje ¢;
pravé, kdyz ¢;(u) = 1.

Dale val(¢) = max, (), ¢i(u)/m). Rekneme, Ze ¢ je splintelna, pokud val(yp) =
1.

Definice. p-gap-qCSP je problém zjistit pro dané qCSP, jestli:
e val(¢) =1 a jde o kladnou instanci, nebo

e val(y) < p a jde o zapornou instanci.

Pokud existuje NP-tézky problém L a funkce f (polynomiélné vyéislitelnd)
mapujici vstupni fetézce L na instance p-gap-qCSP, pro kterou z € L =
val(f(z)) =1ax ¢ L= val(f(z)) < p, Feknéme, ze p-gap-¢CSP je NP-t&zka.

Véta 5.14 (PCP-véta (CSP verze)). Existuji konstanty q, p takové, Ze p-gap-
qCSP je NP-t&zkd.

6 Ladnerova véta

Podivejme se na tifidu NP. Pokud P ## NP, pak jsou jisté NP-tplné problémy
disjunktni s polynomialnimi problémy. Existuje ale néjaky problém mezi P a
NPU?
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Véta 6.1 (Ladnerova). P C NP, pak ezistuje A takové, Ze A € NP, A ¢
NPU, A ¢ P. Takovému problému se Tika NP-intermediate.

Diikaz. Uvazujme My, Mo, ... oc¢islovani DTS s ordkulem pracujicich v poly-
nomialnim ¢ase. BUNO M; pracuje v ¢ase n?, kde n je délka vstupu.

Pokud X € P, tak musi existovat i takové, ze X = L(M;,0). Déle, kdyz
je X € NPU, pak existuje i takové, ze SAT = L(M;, X). N&s cil je tedy
konstrukce jazyka A € NP takového, ze A ¢ {L(M;,0)} a SAT ¢ {Lps, a}.
Chceme explicitni konstrukei univerzalniho NTS N, ktery rozpoznava A v po-

lynomiéalnim ¢ase pro pevny polynom p. N bude pouzivat dva typy procedury
AGREE:

e AGREE(M?,y): N simuluje M, na vstupu y s orakulem () a navic tes-
tuje, zda y € A. KdyZ oboji d4 stejnou odpovéd, odpovi ANO, jinak
NE.

e AGREE(M#,y): N simuluje M; na vstupu y s ordkulem A a navic
testuje, zda y € SAT. Kdyz oboji d& stejnou odpovéd, odpovi ANO,
jinak NE.

Pak prace N na vstupu « € {0,1}" bude vypadat:

Nejprve nastav ¢ < 1,y « ”70”. Déale, Dokud N neudéld p(n) kroku, tak
dokola opakuj:

(a) Dokud AGREE(M?, y), tak vezmi lexikograficky nasledujici y.

(b) Pak dokud AGREE(M/,y), tak vezmi lexikograficky nasledujici y.

(c¢) Nakonec inkrementuj y.

Pokud smycka skoné¢ila v bodé (a), tak N pfijme z pravé, kdyz x € SAT.
Jinak N odmitne zx.

Skryty predpoklad je, Ze uvazujeme takova y, aby |y| < log|z|. To délame
proto, aby 2%l < |z|, takze pii testovani SAT (v orakulovém dotazu) miizeme
v polynomialnim case zkusit vSechny moznosti. Stroj N se tedy chova jako
DTS az na posledni test z € SAT.

Viditelné A € NP, protoze A € L(N).

Sporem nyni piedpokladejme, ze A € NPU. Tedy Ji : SAT = L(M;,A) a
nechf i je nejmensi takové. Tudiz Vj < i: SAT # L(M;, A). Navic, P # NP a
A € NPU, proto Vj : A # L(M;, ). Existuje 2i — 1 fetézcit y, které zajisti, Ze
pro dostate¢né dlouhé x stroj N uvazne v (b) pro stroj M; a vzdy odmitne.
Tudiz A je koneény a A € P, spor.

Ptedpokladejme jesté sporem, ze A € P. Tedy Ji : A = L(M;,0) a necht i je
nejmensi takové. Tudiz Vj < i : A # L(M;, (). Navic, P(P) = P a NPU # P,
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takze Vj : SAT # L(M;, A). Tudiz existuje 2i — 1 Fetézcl y, které zajisti, ze
pro dostatecné dlouh¢ z stroj N uvazne v (a) pro stroj M; a od urcité chvile
A = SAT, tudiz A € NPU, spor. O
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