Prehled.

Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice (€2, 0,p) kde:
e (2 je nosna mnozina,
e X C 2% ktera je o-algebra spliujici:

L0eXx
2. Pokud A € ¥, potom Q\ A € %,
3. Pokud A4;)5°,, kde kazd4 je v X, potom |J;2, € T a

e p je funkce p : ¥ — [0, 1] splitujici:

e PN]=0
e PIO]=1
e Pokud (A4;)$2, jsou navzajem disjunktni mnoziny ze ¥, po-
tom PIUZ, Ai] = 3272, PAd].
Prvky 3 se nazyvaji jevy, prvky 2 nazyvame elementdrni jevy a p se
nazyva pravdépodobnost na Q.

Priklad. Diskrétni koneény pravdépodobnostni prostor, ve kterém (2
je koneénad mnozina, ¥ = 22 a p mize byt jednoznaéné definovana
pies elementarni jevy, tedy p : @ — [0,1], >  cop(w) = 1, a tedy
P[A] = ZweAVP[w] = p({w})

Rovnomérny pravdépodobnostni prostor je diskrétni prostor, kde navic
p(w) = 1/|Q| Yw € Q.

Ptiklad. Nekoneény prostor — Q = [0, 1], ¥ je méfitelnd podmnozina
Q. Potom P[A] je obsah A, (A(4)).
Piiklad jevu v takovém prostoru je A = [0,1]2\ [0.1,0.9]%.

Le:nma 1. NeCht’/;Al’ A, ..., A jsou nahodné jevy. Potom
Zi:l P[Ai] 2 P[Ui:l Ai]-

Dikaz. Uvazme B; := A; \ (A4 UA2U---UA;_1). Ty jsou rovnéz jevy.
Tudiz P[Uf:1 Al = P[Uf:1 B;] (lze dokézat indukei pfes rovnost jevi
nalevo a vpravo).

Tuto pravdépodobnost déle upravime na Zle P[B;] < Zle P[A;].
To plati, protoze B C A = P[B] < P[A]: P[A] = P[BU(A\ B)] =
P[B]+ P[A\ B] > P[B]. O




Definice. Necht n € N,p € [0, 1], potom definujeme G(n, p) jako prav-
dépodobnostni prostor ndhodnych grafi o n vrcholech s pravdépodob-
nosti hrany p takovy, Ze ) je mnozina vsech grafi o n vrcholech a

pravdépodbnost grafu s pravé m hranami je p™(1 — p)(g)fm.

Intuitivné, chceme m hran, ty ziskdme s pravdépodobnosti p™. Celkem
hran je (g) Zbytek hran nechceme, proto vynasobime pravdépodobnost

(1= p)*>.

Aplikace. Ramseyova véta a cisla:

Vk,l € NIN e N, kde kazdy graf na alesponi N vrcholech obsahuje bud
kliku velikosti k£ nebo nezavislou mnozinu velikosti /. Nejmensi takové
N nazyvéime Ramseyovym ¢islem R(k,1).

Z diivéjska jsme dokdzali, ze R(k,k) < (%) < 4F. Ukazeme i dolni
odhad:

Véta 2. R(k, k) > 2F/2.

Diikaz. Pokud n < 25/2, chceme najit graf neobsahujici kliku ani nezé-
vislou mnozinu velikosti k.

Uvazujme ndhodny graf G = G(n,1/2). Pravdépodobnost, ze G obsa-

k

huje kliku velikosti k je nejvyse pr = (2)2_(2) (pfes pravdépodobnosti
sjednoceni). Pravdépodobnost, Ze graf obsahuje nezavislou mnozinu ve-
likosti k je taktéz nejvyse pg.

Pravdépodobnost, Ze nastane jedno z toho je proto nejvyse 2p;, < n* /k!-
ok?/24k/2+1 74 1 dosadme 25/2. Dostévame < 2k°/2—K?/2+k/2+1-k+1 _
2—k/24+2<2°=1 jegtlize k > 5.

Pravdépodobnost opac¢ného jevu je proto vétsi, nez 0. Tudiz pro k > 5
pravdépodobnost grafu bez kliky nebo nezavislé mnoziny velikosti k je
nenulova a takovy graf existuje. Pro k < 4 lze ukazat jinak. O

Odhady pro faktorial a binomické koeficienty.
e Existuje zjevny odhad (%)n/2 <n! <n™
Piesndjsi odhad fikd (2)" <n!<e-n-(2)".

€
Stirlingova formule ¥ika, ze n! ~ v/27n (%)n



e Pro binomy méme jednoduchy odhad (%)k < (") << nk.

Presnéjsi odhad ¥ika (%) < (22)".

2m 2m
s < () < Tom
e Vime, ze 1 + x < €%, coz je ekvivalentni s 1 + = — e” < 0. To lze
dokazat zderivovanim levé strany, ¢imz dostaneme 1—e®, dosazeni
x nikdy neporusi.

Pro stfedni binom mame jesté lepsi odhad:

To mizeme vyuzit na odhad (1 —p)™ < e P™,

Definice. Reknéme, 7e dva jevy A, B jsou nezavislé, jestlize P[ANB] =
P[A] - P|B].

Obecnéji, A1,..., A jsou nezavislé, jestlize pro kazdé I C [k] plati
P[Uiel A = Hie[ P[A;].

Definice. Nechf A, B jsou jevy. Potom podminénd pravdépodobnost A
za predpokladu B je definovana jako

P[AN B]

PIAIB = =5

Pokud jsou jevy A, B nezavislé, potom P[A|B] = P[A].

Méjme booleovské proménné x1, s, ..., T,.

Literdl je proménnd x; nebo jeji negace —x;.

Klauzule je formule ve formé (1Via V ... 1), kde [; jsou literaly.
CNF-Formule je formule ¢; Aco A --- A e, kde ¢; jsou klauzule.
Formule je splnitelnd, pokud existuje ohodnoceni proménnych takové,

ze se formule vyhodnoti pravdiveé.

Priklad. Formule (—z1) A (1 V @2 V x4) A (-2 V x3) je splnitelnd,
napiiklad pro ohodnoceni (z1, 2, x3,24) = (0,1,1,1).

SAT problém Je dand CNF-formule ® splnitelna? Tento problém je
NP-tezky.

Tvrzeni 3. Necht ® je CNF-formule s m klauzulemi takovd, Ze ka-
#dd klauzule obsahuje k riznych literdli. Pokud m < 2%, potom ® je
splnitelnd.



Diikaz. Uvazujme ndhodné ohodnoceni, kde kazda z; = 1 s pravdépo-
dobnosti 1/2 nezavisle na ostatnich proménnych.

Uvazujme klauzuli ¢;, potom ¢; je splnéné s pravdépodobnosti alespon
1—27%: Pokud se v ¢; nachazi literél x; 1 ~x;, potom pravdépodobnost
je jisté 1. V opacném ptipadé, aby klauzule byla nesplnitelna, musi byt
kazdy literdl ohodnocen opac¢né, nastaveni je nezavislé.

Pravdépodobnost, 7e existuje nesplnéna klauzule je nejvyse m2~* podle
Union bound. dle pfedpokladu m2~—* < 1. Pravdépodobnost, ze je for-
mule splnitelnd, je tedy vétsi, nez 0. O

Erdos-ko-Radova véta.

Definice. Rodina mnoZin F je protinajici se, pokud AN B # ) pro
kazdé A, B € F.

Jaka je maximalni protinajici se rodina mnozin velikosti £ nad mnozi-
nou velikosti n?

Necht k < n/2. Kdyz zafixujeme jeden prvek, dostdvame rodinu veli-
. -1

kosti (271).

Véta 4. Nechi n, k jsou pfirozend ¢isla takovd, Ze k < n/2. Potom ma-

ximdlni velikost protindjict se rodiny k-mnoZin nad n-prvkovou mnozi-
nou je praveé (Z:})

Lemma 5. Uvazujme mnozinu X = {0,1,...,n — 1} se s¢itanim mo-
dulo n, definujeme Ay = {s,s+1,...,s+k—1} pros € X. Pokud F

je protinagici se rodina k-prvkovych podmnozin X, potom F obsahuje
nejvyse k mnozin As.

Dikaz. Pro néjaké s méjme A; € F. MnoZiny protinajici A, jsou mimo
jiné As—k+1; ey As_l, A5+1, ey As+k—1~

Pro pary Az, Air, kdet € {s—k+1,...,s— 1}, pouze jedna z mnozin
muze byt ve F. To dava celkem nejvyse k mnozin A,. O

Diikaz véty. Necht X je n-prvkova mnozina z predpokladu. BUNO X =
{0,...,n — 1} se s¢itdnim modulo n.

Pro permutaci o mnoziny X a s € X mé&me A, s = {o(s),0(s + 1),
...,08+ k —1}. Uvazujme o, s, kde o je ndhodnd permutace zvolena



uniformné a s je ndhodné zvoleny prvek X, taktéz uniformné. Chceme
odhadnout P[4, s € F].

Dle lemmatu P[A, s € F] < k/n (volime o, pak s). Na druhou stranu
PlA,s € F] = |.7:|/(2) (volime s, pak o).

Tudi# | F| = P[Aqs € FI(}) < 2(7) = (321)- O

Definice. Necht (2, %, P) je pravdépodobnostni prostor. Potom nd-
hodnd veli¢ina je méfitelnd funkce X : Q@ — R.

Méfitelna funkce splituje X ~!([a, 0]) € ).
Zavedeme si jesté zkratku P[X = a] = P[{w | X(w) = a}]. Podobné
pro P[X < a] a dalsi rela¢ni operatory.

Definice. Stredni hodnota nahodné veli¢iny X je definovana jako vyraz
E[X] = [, X(w)dP(w) (obecng).
Pro kone¢ny prostor: E[X] =} o X(w)p(w) = X e x (o) al’[X = d].

Lemma 6 (Linearita stfedni hodnoty). Necht X1, Xs jsou ndhodné
veli¢iny a a, B € R. Potom E[aX; + Xs] = oE[X;] + FE[X3].

Diikaz. (pouze pro konecné prostory) E[a X1 +8Xs] = >~ cq(aXi(w)+
BX2(w))p(w) = a} eq X1(W)p(w) + B2 cq X2(w)p(w). O
Definice. Rekneme, e dvé ndhodné velic¢iny X,Y jsou nezavislé, po-
kud P[X € AAY € B] = P[X € A|P[Y € B] pro kazdé A, B métitelné
podmnoziny R.

Je postadujici zkontrolovat, ze P[X <aAY <b] = P[X <a]P[Y < b
pro libovolné a,b € R.

Tvrzeni 7. Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny. Potom plati
E[XY] = E[X]E[Y].

Dikaz. E[XY] = Y cxy@ ¢ PIXY = = X cx@)yevo @b
P X =aAY =b] = > ab- P[X = a|]P[Y = b]. To mizeme rozdé-
lit na dvé sumy, dostaneme definice E[X]E[Y]. O

Necht A je ndhodny jev. Indikator I4 je ndhodné veli¢ina definovana
jako I4(x) = |{z} N A|. Potom E[I4] = P[A].



Ocekavany pocet fixnich bodia v nahodné permutaci. Uva-
zujme nadhodnou permutaci o € S;, a jevy A;, Ze i je fixni bod. Vidime,
ze E[I4,] = P[A;] = 1/n. Tedy stfedni hodnota poctu fixnich bodil je
n- E[[An] =1.

Hamiltonovské cesty v turnajich.

Definice. Turnaj je orientovany uplny graf.

Kazdy turnaj obsahuje orientovanou Hamiltonovskou cestu. Existuje
turnaj s pravé jednou; sta¢i uvazovat linearni usporadani jako graf.
MiZeme mit vysoké mnozstvi cest?

Véta 8 (Szele). Pro kazdé n existuje turnaj na n vrcholech obsahugici
alespori n!/2"~1 orientovanych hamiltonovskijch cest.

Diikaz. Postavime turnaj T' na n vrcholech tak, ze zvolime orientaci ka-
zdé hrany nahodné rovnomérné a nezavisle. Spoc¢itame stfedni hodnotu
poc¢tu OHC.

Zvolme o jako permutaci V(T'). Uvazujme jev A,, Ze o indikuje OHC.
Potfebujeme, aby kazda hrana byla orientovana kazdym smérem. Tedy
P[A,] =1/2"" 1.

Necht X je pocet OHC, potom E[X] = > E[l4,] = n!/2""!. To tedy
znamena, ze existuje hledany turnaj. O

MAXSAT problém. Mime & booleovskou funkci v CNF. Kolik
klauzuli muze byt splnéno zéroven pro dané ohodnoceni?

Tvrzeni 9. Necht ® je BF v CNF takovd, Ze kaZdd klauzule obsahuje
2k 1
2k

k riznych literdli. Potom alesponi -m klauzuli muze byt splnéno,

kde m je pocet klauzuli.

Dikaz. Kazdou proménnou ® nastavime na 0 nebo 1 ndhodné uni-
formné nezavisle. Mé&jme klauzuli C. Pak P[C = 1] > 2°. Pak diky

k—1
2 O

2k -

indikdtortim E[pocet splnénych klauzuli] > m -

Ukazeme derandomizovany algoritmus (zhruba), jak toto ohodnoceni
najit:



Necht z1,...,z, jsou proménné. Predpokladejme, Ze jsme nastavili

Z1,...,%; a chceme nastavit x;,1. Pro ® mé&me @' takovou, kde zaho-
dime splnéné klauzule a odstranime literaly pattici xq, ..., x; ze zbylych
klauzuli.

Déle porovname E[|C = 1| | 2,41 = 1] a E[--- | 2,41 = 0] a zvolime

lepsi hodnotu. Toto funguje, jelikoz E[la] = 1/2(E[l4p] + E[I4pc])
pro P[B] =1/2.

MAX-CUT problém. Méme graf G a chceme znat velikost nejme-
nsiho fezu.

Tvrzeni 10. Necht G je graf s m hranami. Pak obsahuje ez obsahujct
alespori m/2 hran.

Dikaz. Pro kazdy vrchol v € V(G) se rozhodneme, zda jej vlozime do
A nebo B uniformné ndhodné nezavisle. Tim dostaneme zez C(A, B).
Tudiz Ple € C(A4,B)] = 1/2, protoze e = {u,v}, madme 4 moznosti,
v jakych mnozinach se nachazeji u,v a pravé 2 z nich implikuji, ze
e € C(A, B).

Nyni se¢tenim indikétoru dostaneme stiedni pocet hran v fezu. O

Tim dostdvdme nédhodny algoritmus, ktery nalezne fez o alespoii m/2
hranéch s nenulovou pravdépodobnosti. Ukazeme vSak derandomizaci:

Budeme stavét A, B postupné. Zvolme néjakou hranu a rozdélme jeji
koncové vrcholy do A a B. V kazdém kroku zvolme vrchol v, ktery jesté
nema pridéleni.

Protoze chceme maximalizovat pocet hran v fezu, podivame se na pocet
hran vychézjici z v do A i do B a zvolime tu mnozinu, pro kterou je
tento pocet mensi. V kazdém kroku proto pfibyde alespon polovina
hran do fezu.

Vyvazené vektory. Nechf vq,...,v, jsou jednotkové vektory v R™.
Chceme najit €1, ...,&, € {—1,1} tak, Ze ||e1v1+. . . €40, || je co nejvétsi
(nejmenst).

Tvrzeni 11. Necht vy,...,v, € R™,|lv;|| =1 pro i € [n]. Pak:
1. Emistuje €1,...,e, € {—1,1} tak, Ze ||e1vi + ... envn|| > /7,
2. Ezistuje e1,...,e, € {—1,1} tak, Ze |le1v1 +...epva|| < /.



Odhady jsou nejlepsi mozné, stac¢i uvazovat ortonormalni bazi.

Diikaz. Zvolme €1, ...,&, uniformné nadhodné nezdvisle. Necht X =
lervr + -+ envall® = (.., ). Pak E[X] = E[37_; €igj(vi, v5)] =
> =1 Eleigs] (vi, v)).-

Uvazujme Ele;e;]. Pokud i = 1, je to presné E[1] = 1. Jinak muzeme
pouZit nezévislost a linearitu souéinu, dostavame E[e;|E[e;] = 0. Proto
E[X] = >"",(v;,v;) = n. Z toho jiz vyplyva tvrzeni. O

Metoda alterace

Véta 12 (Slaba Turdnova). Necht G je graf s n vrcholy a m hranami.
Necht d = 2m/n je jeho primérny stupen. Pak o(g) > n/2d.

Dikaz. Zvolme S C V(G) ndhodnou podmnozinu V(G). Kazdy vrchol
vlozime do S s pravdépodobnosti p, nezavisle.

Méjme X nadhodnou veli¢inu oznacujici pocet vrcholta. O¢ividné E[X] =
pn. Dale Y je pocet hran v grafu indukovaném S. Hranu budeme pocitat
pouze, kdyz kazdy koncovy vrchol je v S. Tudiz E[Y] = p?*m.

Nyni E[X — Y] = pn — p?*m = pn(1 — pd/2). Kdyz zvolime p = 1/d,
dostavame E[X —Y] =1/d-n-1/2 = n/2d. Tedy existuje S takova, kde
X —Y > n/2d. Pro kazdou hranu S odstranime jeden koncovy vrchol
z S. Tim dostaneme nezavislou mnozinu spravné velikosti. O

Lemma 13 (Markovova nerovnost). Necht X je nezdpornd ndhodnd
veli¢ina, a > 0. Pak P[X > a] < E[X]/a.

Diikaz. Ekvivalentné E[X] > P[X > a] - a. ProtoZze X je nezdporna,
nerovnost je platnd pfimo z definice stfedni hodnoty. O

Grafy s vysokym [girth] a vysokym barevnym ¢&islem. Necht
G je graf. Potom g(G) (girth) je délka nejkratsiho cyklu v G. Pokud G
je les, g(G) = 0.

Graf s vysokym [girth] se lokdlné chova jako strom. AvSak. ..

Véta 14 (Erdss). Pro kaZdé kladné celé cisla k,l existuje graf G, pro
ktery g(G) > 1,&(G) > k.



Diikaz. Necht G’ = G(n,p). Nastavime p = n°~! = n'/(179) kde ¢ =
1/21.

Uvazujme pocet i-cykla v K,, pro: € 3,...,1. To je (7;) il 1/2i < nl.
Zvolme veli¢inu X Fkajici pocet cyklt délky nejvyse | ve grafu G’. Pak
E[X] < 2223 nipt = 2223 nt < 1-nt/?l =1 ¢ o(n).

Pokud n je dostatecné velké, pak E[X] < n/4. Dle Markovovy nerov-
nosti P[X >n/2] <1/2.

Nyni se pfesutime k barevnému ¢islu. Necht a = [3/p - logn] + 1. Pak
pro dostateéné vysoké n plati 3/plogn < a — 1 < 4/plogn. Uvazujme
o velikost nezavislé mnoziny G'. Pak Pla > a] < (7)(1 — p)a@=D/2 <
n%ePe(e=1)/2 Diky volbé a miZzeme pravdépodobnost odhadnout shora
n®.p=30/2 = p=a/2 0.

Pokud n je dostatecéné velké, pak Pla > a] < 1/2. Celkové obrécenim
P[X <n/2Na < a] > 0. TudiZ existuje G’ s méné, nez n/2 cykly délky
nejvyse . Z kazdého cyklu délky <[ odstraiime jeden vrchol.
Dostavame graf G, kde |V(G)| > n/2 a a(G) < a — 1, diky odstranéni
vrcholtt g(G) > 1. Zbyva odhadnout £(G) > |V(G)|/a(G) > % =

Sl = % — 00. Pro kazdé k existuje n, kde £(G) > k. O

Véta 15 (Bayesova). Necht A, Bi,...,B, jsou neprdzdné ndhodné

jevy prostoru (0, X, P), kde By, ..., By, tvori disjunktni pokryti Q. Pak
) — P[A|B;]P[B;]

PIB: | Al = s PAIBIPIET

® 3" P[A | Bj]P[Bj] = P[A]. To plati, protoze z definice plati

P[A | B] = P[An B]/P|B]. Tudiz P[A] = Z?Zl P[AN By

. P[A|B;)P[B;] __ PlANB:] _
Dikaz. sy = —pars = PlBi | Al M

Testovani nasobeni matic. Necht mame na vstupu n X n matice
A, B, C. Plati, ze C = AB? Chtéli bychom to spocitat rychleji, nez pros-
tym vynasobenim A a B, nejrychleji to zatim umime v ¢ase Q(n?37).
Uk4zeme vSak algoritmus pracujici v ¢ase O(n? - k), kde k je parametr.
Miize vsak zahlasit chybné s pravdépodobnosti nejvyse 27F.
Uvazujme nahodny vektor r = (r1,...,7m,)7, kde r; € {0, 1} nezévisle.
Pak spo¢itdme A(Br) a porovname s Cr. Vynasobeni matice s vekto-
rem umime v O(n?).



Necht D = AB — C, specidlné Dr = ABr — Cr. Pokud ABr # Cr, pak
jisté AB # C'. Chceme, aby ABr # Cr, jestlize AB # C s pravdépo-
dobnosti alespori 1/2. Potom mtizeme r vygenerovat k-krét nezédvisle,
tim pravdépodobnost ABr = Cr, AB # C klesne na 2%,

AB # C + D # 0. Chceme odhadnout P[Dr # 0]. Vime, 7ze 3i,j :
dij.;é 0. Pak v; = >, dik.ﬁ? =di;j+r;+ Ek# d;7L. Sumu nazvéme
Y, jedna se o ndhodnou veli¢inu.

Plo; = 0] = Plv; =0 | y = 0]Ply = 0] + Plo; = 0 | y # 0]P[y # 0].
Pokud y = 0, potom r; musi byt 0. Podobné, pokud y # 0, r; nesmi
byt 0. Tedy Plv; = 0] < 1/2(Ply = 0] + Ply # 0]) = 1/2. Tudiz
P[Dr=0]<1/2.

Chceme rozmistit n bodti do [0, 1]? tak, abychom nedostali zadny troj-
uhelnik s malym obsahem.

Tvrzeni 16. Pro kaZdé (dostatecné vysoké) n existuje n bodi v [0, 1]?
takovych, Ze kaZdd trojice tvori trojuhelnik s obsahem alespon ﬁ.

S mnohem komplikovanéj§im argumentem lze ziskat clogn/n?.

Diikaz. Uvazujme 2n nahodnych bodt v [0,1]? nezavisle. Zvolme tii
ndhodné body @, R, S, pak A(QRS) bude obsah trojihelniku daného
QRS. Chceme odhadnout P[A < €] pro néjaké £ (rovno vyrazu v tvi-
zeni).

UvaZujme w = |QR)|, parametr A > 0 a udédlost B; : w € ((i—1)A,iA).
Pak P\ <¢e] = a3 PIA <e| B]P[Bi].
Nejprve odhadneme B;: aby w bylo v daném intervalu, R se musi nacha-
zet v mezikruzi se stiedem v Q. Proto P[B;] < m(i?A? — (i — 1)2A?) =
7(2i — 1)A2. Nyni mtizeme odnadnout podminénou pravdépodobnost:
Protoze zname polohy @, R, bod S musi byt na dostate¢né blizké rov-
nobézce QR, konkrétné nejvyse 2e/w (dostavdme pas). Navic délka
vzniklého pasu je nejvyse v/2. Tedy ON<e|B;]<4e/(i—1)A- V2.
PA<e =Ph<el| B -nA%+ YA n@i - 1)A2 - gy <
wA? + 247e. Pokud limitné zvolime A — 0, pak P[\ < ¢] < 247e.
Vygenerujeme nadhodné 2n bodt v [0,1]2. Necht X je pocet trojihel-
/1.0 P o . 2n\ 24w
nllzu s obsahem nejvyse . Pak pro ¢ = 101n?: E[X] < (%)) ToinZ <
% < n. Stac¢i odstranit bod z kazdého trojihelniku obsahu me-
nsitho €, dostavame alespon n bodu z véty. O
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Definice. Necht X je ndhodna veli¢ina, pak rozptyl X je definovan
jako Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E?[X].

Smérodatnd odchylka ¢ = /Var[X] je E[|X — E[X]|], bohuZel kvili
absolutni hodnoté s ni neni jednoduché pracovat.

Definice. Necht X,Y jsou dvé ndhodné veli¢iny. Pak kovariance X
aY je Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].
Pokud X,Y jsou nezdvislé, pak Cov[X,Y] = 0.

Lemma 17. Necht X1, X5,...,X,, jsou ndhodné veliciny. Pak plati
Var[zlll Xz] = Z;L:l Var[X,-] +Zi75j COV[)(@7 X]} = Zi,j COV[AXVi7 XJ]
Ditkaz. Upravami: Var[>;, X;] = E[(X 1, X:)?] — B}, Xi] =
E[EZ]’:I Xin] - (Z?:l E[Xibg = ]
Lemma 18 (Cebyseova nerovnost). Necht X je ndhodnd veli¢ina a
parametr t > 0. Pak P[|X —E[X]| > ] < VarlX]

12

Diikaz. Necht Y = (X — E[X])2. Pak dle markovovy nerovnosti P[Y >
2] < EYT — VarlX] CAvgak to je téz P[VY > 1. O

Odhad stfedniho binomického koeficientu. M¢éjme binom (27’7?)

o , v . qm LY 2m qm
Je dobfe zndmo, Ze je H(W) UkéZeme nerovnost (°7) > W
Diikaz. Uvazujme 2m nahodnych velic¢in X, ..., Xo,,, které jsou neza-

vislé a nabiraji hodnot 0 nebo 1 s pravdépodobnosti 1/2. Necht X je
jejich soucet. Pak E[X]| = m a Var[X] = m/2.

Pouzijeme debyseovu nerovnost, P[|X —E[X]| > m] < (m/2)/y/m" =
1/2. Pak taktéz P[|X — E[X]| < v/m] > 1/2. Uvazujme parametr k :

k| < y/m. Potom P[X =m+ k] = (]7) - 1/22™ < (7)1/22™.

Tudiz 1/2 < P[X — E[X]| < yim] = SV = PIX = m + K] <
(2v/m + 1)(27;")1 /4™. Upravou nerovnice jiz dostaneme vysledek. [

11



Prahové funkce. UvaZujme parametr p € [0, 1], k nému graf G(n, p)
a ndhodnou veli¢inu X znacici pocet trojihelnikii v G. Pak E[X] =
(g) p3 € ©(n®p?). V zévislosti na p, dostaneme alespoii 1 trojthelnik v

G(n,p)?

Prvni pfipad: p = o(1/n). Pak E[X]| — 0, a tedy P[X > 1] — 0.
Druhy pfipad: p = w(1/n). Pak E[X] — oc. Plati ale, ze P[X > 1] — 17
Definice. Rikdme, Ze grafova vlastnost P je monoténni, pokud pro
kazdy par grafi G, H, kde H je podgraf G plati: Pokud H spliuje
vlastnost P, pak G ji spliuje taky.

Funkci r : N — [0, 1] nazveme prahovou funkci pro monoténni grafovou
vlastnost P, pokud plati:

1. Pokud p(n) = o(r(m)), pak lim P[G(n,p(n)) splituje P] = 0.
2. Pokud p(n) = w(r(m)), pak lim P[G(n,p(n)) spliuje P] = 1.

Véta 19. Funkce 1/n je préhovou funkci pro obsaZeni trojuhelniku.

Lemma 20. Necht X1, Xo, ... je posloupnost nezdpornych ndhodnijch

velic¢in takovych, Ze lim,, o Ei [[)){(”ﬂ = 0. Pak lim,,_,o P[X, > 0] =1.

Dikaz. P[|X, — E[X,]| > E[X,]] < YalX:l dle Cebyscovy nerov-

E?[X,]
nosti. Taktéz P[X, = 0] < }f;r[[))((”j] Proto lim, . P[X, = 0] <
lim,, — o0 ‘Igzr[& ]] = 0. To je opa¢na udélost k P[X,, > 0]. O

Diikaz véty. Pro p € o(1/n) jsme jiz dokazali, ukdZzeme pro p € w(1/n
Necht 7; je indikdtor pro G(n, k) obsahujici i-ty trojuhelnik. Pak T'
S°T; = ©(n®p?) je pocet trojuhelnik.

Rozptyl Var[T] = 3, ; Cov[T;, T;]. Pokud trojihelniky i, j nesdili hranu,
pak jejich kovariance j Je 0. Tudiz Var[T] < 3, ; E[T;T;]. Pokud i = j,
pak E[T?] = E[T;] = p?, pro i # j sdilejici hranu E[T;T}] = p°

Celkem mame ©(n?) trojﬁhelnikﬁ a (1) (5) € ©(n*) part sdilejicich
hranu. Tudiz Var[T] € O(n3p3 + nip®).

g

Nyni EZ?%] € O(n3p~2 +n"2p~1) € o(1). Dle piedchoziho lemmatu

nakonec P[T > 0] — 1. O

Definice. Necht H je graf s v vrcholy a e hranami, pak hustotou H
rozumime hodnotu p(H) = e/v.
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Rekneme, 7e H je vyvdZens, jestlize pro kazdy podgraf H' < H plati
p(H') < p(H).

Vé&ta 21. Necht H je vyvdzeny graf. Pak funkce n=Y/PH) je prihovou
funket pro obsaZeni H v G(n,p).

Diikaz. Oznaéme v = |V(H)|,e = |E(H)|,p = e/v. Necht aq,...,a,
jsou vrcholy H. Pro uspotfddanou v-tici 8 = (B, .. ., ) vrcholt G(n, p)
oznacime Ag jev, ze b;b; € E(G(n,p)) kdykoliv a;a; € E(H). Indikétor
Ag oznacime Xg.

Soucet X = Zﬁ Xp je kladny pravé, kdyz G(n,p) obsahuje kopii H.
Pak E[X] =}, E[Xg] = 5p° € O(n"p°).

Uvazujme piipady podle nastaveni p. Pokud p(n) € o(n~"/¢), pak
E[X] — 0, proto i P[X > 0] — 0 dle Markova.

Nyni piedpokladejme p(n) € w(n~/¢), chceme spocitat Var[X] =
Zﬁﬁ Cov[Xg, X,]. Pokud 3, sdileji nejvyse jeden vrchol, pak Xg, x.,
jsou nezavislé.

Piedpokladejme, ze (3,7 sdileji pravé ¢t € {2,...,v} vrcholt. Potom
Cov[Xg, X,] < E[XpX,]. Ve sdilené ¢asti je nejvySe tp hran z kopie
H pro 8 i v diky balancovanosti H. Celkovy pocet hran je alespon
2(e — ') + ¢ > 2e—tp = 2 — tejv. Proto Cov[Xg, X, ] < p?ete/v,
Takovych part je navic ©(n2v~1).

Tudiz Var[X] < O(F)_, n2p2~1e/7) = O(Y_y(n"p")2"4/"). Nyni
WP = O(X1_s(npf)~"/") — 0, protoze p(n) = w(n=*/). Podle
lemmatu pak P[X > 0] — 0. O

Definice. Pro kladné celé n oznacuje v(n) pocet prvocisel délicich n.

Véta 22 (Hardy, Ramannujan). Necht f je funkce na kladngch celjch
éislech takovd, Ze f(n) — oo. Pak pocet x € {1,...,n} s vlastnosti

|v(z) — loglogn| > f(n)y/loglogn je o(n).
Pro dukaz pouzijeme fakta z teorie Cisel:

1 ZPS“,F prvoéislo l/p = log logn + O(l)
2. Podet prvocisel v [n] je O(n/logn).

13



Dikaz. Zvolime x z [n] rovnomérné ndhodné. Pro p prvodislo zvolime

X indikator, ze p | z. Pak 37 X, = v(x).

E[X,] = 2 = 1/p + O(1/n), E[Z X,) = loglogn + O(1).

Var[y© X,| = >, , Cov[X,, Xy], rozdélime na dva piipady. Pro p = ¢:

Cov[X,, X,] < E[X?] = E[X,], pak >, Var[X,] = loglogn + O(1).

Pro p # q je Cov[X,, X,] = E[X, X ] — E[X,|E[X,]. E[X,X,] = 12/ral,

Cov[X,, X,] < lnral  Lnipl . Infal <3 /np— (1/p—1/n)(1/q—1/n)

1/n(1/p + 1/q). Pak Zméq Cov[X,, X,] < 1/nzp¢q(1/p + 1/q)

1/nO(n/logn)-23% ,1/p € O(loglogn/logn) — 0.

Podle Cebyseovy nerovnosti proto P[|v(X)—E[X]| > f(n)y/loglogn] <
VarlX]__ ¢ (1/f2(n)) — 0. 0

f2(n)loglogn

INIA

Lovasz Local Lemma. Mg&jme $patné udalosti By, ..., B, u kterych
chceme, aby nenastaly vSechny: |J B; neni Q. Piikladem jsou Ram-
seyovy véty. Moznosti, jak pocitat:

1. Pokud podle Union Bound P[JB;] < > P[B;] < 1, pak jsme
hotovi, navic B; nejsou nezavislé.

2. Pokud udalosti jsou nezavislé a P BY] = [[ P[Bf] > 0, pak
P[ﬂ Bi] < 1.

Nasim cilem bude néjak vyuzit omezenou nezavislost na odhady prav-
dépodobnosti.

Definice. Necht A, By, ..., By jsou ndhodné jevy. Pak A je vzdjemné
nezévisly na B, ..., By, kdyz VJ C [k] : P[A(,c; B;] = P[A].

Jevy By,..., By jsou vzajemné nezavislé prave, kdyz Vi € [k] : B; je
nezavisly na zbylych B;.

Definice. Necht By, ..., By jsou jevy a D je orientovany grafo V(D) =
[k]. Pak D je graf zavislosti jevi By, ..., By pravé, kdyz Vi € [k] : B;
je nezévisly na {B; | ij ¢ E(D) Ni# j}.

Priiklad. Pokud jevy Bi,..., By jsou vzajemné nezavislé, pak prazdny
graf na k vrcholech je jejich graf zavislosti.
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Lemma 23 (LLL symetrické). Necht By, ..., By jsou ndhodné jevy,
kde Vi P[B;] < p, existuje graf zdvislosti s vistupnim stupném nejvyse
d adpd <1 (ep(d+1) <1). Pak P[NBS] > 0.

Uvazme extrémni piipady. Kdyz d = 0, dostavame vzajemné nezavislé
jevy, pak lemma plati vZdy. Pokud d = k — 1, pak 4p(k — 1) < 1, coz je
varianta Y P[B;] < pk < 1.

Véta 24. Necht H je hypergraf takovy, Ze kaZdd hrana md alespori k
vrcholii a protind nejvyse d ostatnich hran. Pokud e(d+1) < 2571, pak
H je 2-obarvitelny.

Diikaz. Uvazme ndhodné zvolené obarveni f : V(H) — {0,1}. Pro
hranu e € E(H) mé&jme jev B, = {f : |f(e)| = 1} — hrana e je jednoba-
revna. Chceme P[) BS] > 0.

Pravdépodobnost P[B.] = 2/2! < 2'=% kde [ je pocet vrcholi v e.
Nyni méjme graf D, pro ktery V(D) = E(H) a ef € E(D) pravé, kdyz
eN f # (). Tento graf ma maximdlni stupen nejvyse d.

Podle definice je D graf zavislosti, pokud Ve € E(H) : B, je nezavisly na
{Bys | e # fAenf = 0}. To plati, protoze B, zavisi pouze na hodnotach
f(v) pro v € e, zatimce By zavisi pouze na ostatnich hodnotéch.

Podle LLL, pokud e2!~%(d + 1) < 1, existuje korektni 2-obarveni. [

Podobné véta lze dokdzat pomoci Union Bound, pokud zapomeneme
na d a omezime pocet hran pod 2¥~!. Rozdilem je, 7e v této varianté
mame globalni podminku oproti lokélni podminky protinani < d.

Routing v grafech. Chceme propojit s; do t; v grafu pro i € [n]
hranové disjunktnimi cestami. Pro kazdé ¢ mame F; seznam m cest
mezi s; a t;. Vime, ze Vi # jVP € F; nejvyse k cest ve F; sdili hranu s
P.

Véta 25. Pokud 8nk/m < 1, pak existuje P; € F; pro kazdé i takove,
Ze Py, ..., P, jsou hranové disjunktni.

Dikaz. Pro kazdé i zvolme P; €, F; ndhodné rovnomeérné nezavisle.
Pro i # j mé&jme Spatny jev B, ;, kde P;, P; sdili hranu, P[B; ;] < k/m,
jelikoz P[B; ; | P, = P] pro P € F; je pocet cest ve F; protinajicich P
déleno |F}|, coz je nejvyse k/m.
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Nyni uvazujme graf D = (V, E), kde vrcholy odpovidaji (g) a B =
{{A,B} | A# B, ANB # (}. Chceme, aby B; ; je nezavisly na By, ; tak,
ze k,l,4,7 jsou po dvou rtzné. To plati, protoze cesty jsou disjunktni.
Jedna se proto o graf zavislosti. Jeho maximéalni stupen je d = 2n — 2.
Potom podle LLL, pokud 4pd < 4 - 2n - k/m < 8kn/m < 1, existuje
routing. O

Véta 26. Necht D je konecny orientovany graf s 6t minimdinim vy-
stupnim stupném a A~ mazximdlnim vstupnim stupném. Pokud k € N a
k<67 /(1+1log(1+6TA7)), pak D obsahuje orientovany cyklus délky
déliteln€ k.

Diikaz. Najdeme funkci f : V(D) — [k] takovou, ze Yudv € N1 (u)
takovy, ze f(v) = f(u) + 1 mod k. Abychom f nali, mizeme pied-
pokladat, ze Vv : deg®(v) = 6F. Pak pro kazdy vrchol zvolime f(v)
uniformné nezavisle nahodné.

Uvazujme jev B, : Vv € Nt (u) : f(v) # f(u) + 1 mod k. Pak P[B,] =
(1-1 /k)5+. Nyni chceme najit d v grafu zévislosti, abychom splnili
ep(d+1) <1.

Necht G, = {w: N*(u) N (Nt (w) U{w}) = 0} a pro graf zavislosti D
mame V =V (D) a E ={uw | w# u,w ¢ G,}. Pak d = 6" A~. Tudiz
chceme, aby platilo e(1 —1/k)°(§A+1) < 1. Pro volbu k ve vété mame
vyhrano.

Proc¢ to je graf zavislosti? ... O

Lemma 27 (LLL, obecnd verze). Necht By, ..., B, jsou ($patné) jevy,
D graf zavislosti a a1, . ..,z € [0,1]. Pokud P[B;] < 2 [, 5, e p(py (1 -
z;), potom P[BF] > 0.

Dikaz, Ze obecnd = symetrickd. Méame By, ..., By, D,p,d, kde ep(d+
1) < 1. Zvolime a; = 1/(d+ 1) < 1, pokud d # 0. Kdyby platilo d = 0,
pak D nemd hranu a jevy jsou nezavislé.

Pak z; [[(1—x;) = 1/(d+1)(1 —1/(d+1))%e" (B) > 1/(d+1)-1/e >
p > P[B;]. Proto podle obecného LLL jsme hotovi. O

Obvykly dtkaz je nekonstruktivni, ale algoritmicka verze existuje: vo-
lime ndhodné proménné, v pripadé nastani Spatného jevu prevzorku-
jeme proménné, které jej ovlivnuji.
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Chernoffovy meze. Nechf Xi,...,Xc{0,1} jsou ndhodné veli¢iny
zvolene uniformné nezévisle. Uvazme S, = Y ", X;. Potom E[S,] =
Y E[X;] =n/2. (Jedn4 se o rozdéleni Bin(n,1/2).)

Piiklad. Uvazme A(G(n,1/2)). Pro kazdy vrchol v : deg(v) ~ Bin(n—
1,1/2). Tudiz E[deg(v)] = (n — 1)/2.

Nyni Pl[deg(v) > (n —1)/2 +t] < fu(t), pokud fn(t) < 1/n? pak
P[A>(n—=1)/2+1t <n-fn(t) < 1/n. Chceme tedy dostat f,(t) co
nejnize.

Véta 28. Necht Y1,...,Y, € {+1,—1} jsou uniformné ndhodné nezd-
vislé promenné, T,, = .7 Y; a t > 0. Potom P[T, > t] < e7*'/2" ¢
P[T, < —t] < e~ t*/2n,

¢ —t? o < . _2 /952
Vyraz e~* /2" miizeme rovnéz zapsat jako e=' /27" kde 0 = /n =

/Var[T,,]. Speciélné tedy P[T, > so] < e="/2.

Vratme se k pfikladu. Pokud Y; = 2X;—1, gak T, = 25, —n a specialné
P[S, > n/2 +1t] = P[T,,/2 > t] < e~2"/". Podobng, P[deg(v;) >
(n —1)/2 +t] < e 2/("=1)_ To bude pod 1/n?, kdy# zvolime t >
vn —1y/logn.

Podle Cebysevovy nerovnosti dostavame P[|T,, — E[T;]| > so] < 1/s%.
Chernoffovy meze nam davaji < 2e=5°/2,

Dikaz. T, >t je ekvivalentni eMn > et pro A > 0. Pak P[T,, > t] =
Ple*n > eM] < E[X]/eM (podle Markova).

B[X] = B S¥] = B[] = TR = (& + o)/ =
cosh” A. Odhadneme cosh A < e*’/2. Proto E[X] < e\'"/2,

Nakonec tedy P[T;, > t] < eN’n/2=Xt  Cheeme minimalizovat vyraz pres
. Kdyz zvolime A\ = t/n, dostavame spravnou mez.

Druhou mez dokazeme analogicky pro —Y;. O

Kombinatoricky rozpor. Méjme mnozinu X velikosti n a & C
P(X). Chceme obarvit X dvéma barvami vyrovnané.

Definujme ¢ : X — {—1,1} a nevyrovnanost S € §: ¢(S) = > gc(x)
a rozpor disc(S, ¢) = mazges|c(S)] a disc(S) = min, disc(S, ¢).
Tvrzeni 29. Necht |X| = n,|S| = m. Potom disc(S) < /2nlog(2m).
Pokud Vs € S : |S| < s, pak disc(S) < /2slog(2m).
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Dikaz. Chceme, aby existovalo ¢ takové, Ze disc(S, ¢) < 1/2slog(2m) =
t. Zvolme ¢ : X — {—1,1} ndhodné. Déle chceme: VS € S : |¢(9)| < t.
Uvazujme Spatny jev Bg = {c | |¢(S)| > t}. Pak P[Bg] < P[|c(S)| >
t] = P[|Y ,csc(x)] > t]. Scitame |S| nezavislych veli¢in, kazda £1.
Proto P[Bg] < 2e~1"/2IS1 < 2¢t*/2s — 9¢=log2m — 1 /.

Pak P[B;] < 1/m, a proto P[J,.s Bs] < 1. O

Véta 30 (Chernoffovy meze (aditivni)). Méjme nezdvislé ndhodné pro-
ménné Xi,..., X,, 0< X; <1laX =", X;, 0= Var[X]. Potom
P[X > E[X] +t] a P[X <E[X] —t] je ostre mensi =t /2" +1/3,

Véta 31 (Chernoffovy meze (multiplikativni)). Méjme nezdvislé nd-
hodné proménné Xi,...,X,, X; € {0,1} a X = >1" | X;, p = E[X].
Potom P[X > (1+8)p < (9/(1+ &) a PIX > (1 —6u <
(e/(1 =)' =0))~.

Prvni tvar 1ze zjednodusit na e—nd*/3 pro ¢ € (0,1), druhy na e=rd%/2,

Diikaz. Chceme ukézat P = PletX > t(1+0)1] < E[etX]/et(1H)1 podle
Markova pro ¢t > 0. Pak E[e!X] = E[eX!X = [[E[e¥¢]. Oznaéme
p; = P[X; = 1]. Dostaneme E[e!Xi] = e!p; +e%(1 —p) = 1 +p(e! —1) <
ePi(P' 1)

Tudiz P < (e~ /e!(1+9))11. Pokud dosadime ¢ = log(1+§), dostaneme
hledany tvar. O

Dusledek 32. P[|X —u| > op] < 2e%H, kde ¢5 je konstanta zdvisld na
J.

Dusledek 33. Pokud R > 6y, pak P[X > R] <2~ F.

Dikaz. Zvolme § = R/pu— 12> 5. Pak P[X > R =P[X > (1+ )] <
(e1/(1+6)0) 1 = (e/(1+6))1+6)u. Navic (1+8)/e > 6/e > 2. O
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Routovani v hyperkrychli.

Budeme modelovat pfenos informaci v pocitacovych siti, kterou bu-
deme uvazovat jako graf. Jak rychle se pfenese informace? Pokud graf je
uplny, je vSe rychlé, ale jaksi to chce hodné drati. Nas bude zajimat graf
hyperkrychle G = Q,, : V(G) = {0,1}", E(G) = {zy | du(z,y) = 1}.
Navic kazdy paket mutze prochazet nejvyse jednou hranou najednou a
kazda hrana pojme nejvyse jeden paket.

Bit Fixing Algoritmus

Vstup: a,b € V(Q,)

Vystup a — b cesta

Proi=1,...,n: Pokud a; # b;, vypi$ (by,...,b;,aix1,---,an).
Takovy algoritmus je jisté nezajimavy a trvd O(N). Co kdyz chceme
posilat vice paketd najednou?

Budeme chtit permutacni routovani, tedy permutaci 7 : V. — V, kde
chceme poslat paket v — 7(v), a to najednou.

Trividlni postup je sekvencéné, pak mame ¢as O(Nn). Existuje dolni
odhad v N pro Spatnou permutaci. Jisté existuje lepsi zptsob.

Dvou fazovy algoritmus (TPA)

Vstup: 7

Vystup: Routovaci schéma

Zvol ndhodné f : V — V. V prvni fazi pouzij BFA na dopraveni paketu
v — f(v), v druhé pak posli v — 7(v), vSe paralelné.

Motivace je nasledujici: Je to nejhife dvakrat pomalejsi, ale hlavné
nastane néjakd randomizace, kterd muze zachranit Spatné permutace
(podobné jako u Quicksortu).

Véta 34. Pro kazZdou permutaci ™ na V plati:
P[TFA routuje v O(log N) paralelnich krocich] > 1 — O(1/N).

Dikaz. Analyzujme fazi 1. Ozna¢me ndhodnou veli¢inu X (e) jako pocet
paketti prochézejicich hranou e. Dale p bude pfipustna cesta ey, ..., pm

aT(p) =31, X(e:)

@ Prvni faze zabere nejvyse max, T'(p) paralelnich krokd.

Cilem je P[3P : T(P) > 30n] < 1/N. Zvolme fixni P = vg,v1,. .., Upn.
Paket z a do ndhodného f(a) je aktivni ve v;_1, pokud dosédhne v;_1 a
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miuZe pokracovat do v;. Definujme H, jako indikator, jenZ je 1 préave,
kdyz paket z a je aktivni v néjakém v;_;. Pak H = )~ _, H, soucet
nezavislych velic¢in.

Stfedni hodnota E[H| = >~ E[H,],kde E[H,] < >_""_, Pla je aktivni ve v;_1].

Necht Vi—1 = (bl, ey bjfl, Ajyenny an) av; = (bl, ey bjfh bj, Ajtly--- ,an).
Prvnich j — 1 bita je stejnych, jako f(a), bity od j 4 1-tého se shoduji
S a.

Tedy Pla ... v;—1] < 297! a rovnd se 0, pokud v;_1,a se neshoduji v

bitech j + 1,...,n. Proto E[H] = m < n.

Podle Chernoffa pak P[H > 6n] < 276", Dale P[T(P) > 30n] < P[H >

6n] + P[T(P) > 30n | H < 6n]. Vyrobime si 36n hodu minci, potfebu-

jeme alespon 6n tspéchi. Proto poglminéné pravdépodobnost je nejvyse

P[Bin(36n,1/2) < 6n] < e'8n(2/3)°/2 = ¢=4n < 9=3n—1,

Celkové pravdépodobnost je proto nejvyse 273", Pak pravdépodobnost,

7e existuje $patna cesta, je maximalné 273" . #P < 2737 .22n = 1/N.
O

Markovovy retézce.

Definice. Stochasticky proces X = {X(t) | t € T} je mnoZina nédhod-
nych veli¢in, kde X (t) = X; je stav X v ¢asu t.

Pokug rng(X;) je spocetny, je tento proces diskrétnim prostorem. Po-
kud T je spocetna, fika se tomu diskrétni cas.

Definice. X, X;,... je mnozina ndhodnych proménnych, pak X je
markovovsky Fetézec, pokud P[X; = a; | Xo = ap, X1 = a1,..., X1 =
a;—1] = P[Xy = ay | Xy—1 = a;—1] pro kazdé t € N.

Této vlastnosti se Casto rika memoryless property.

Casto budeme uvazovat specidlni p¥ipad, kde rng Xy, rng X1,--- C N.
Pak mtzeme Markovovsky fetézec X definovat jako orientovany graf
D= (V,E,w)proVCNECV?w:FE — R. Smy¢ky mohou existo-
vat a pro kazdy vrchol musi byt soucet vah pres vystupni hrany prave
1.

V takovém grafu pak X odpovida né€jaké ndhodné prochazce.
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Cislo P, ; bude znadit P[X; = j | X;—1 = i|. Budeme pfedpokladat,
Ze P; ; nebude zdleZet na Case. Z toho pak miZeme utvofit ¢tvercovou
matici prechodu P.

Distribuéni vektor p(t) = (po(t),p1(t),...), kde p;(t) = P[X; = 1]
popisuje distribuci ndhodné veli¢iny case t.
@ p(t+1) = p(t) - P.

Diikaz. Podivejme se na p;(t+1). To jest P[ X141 =j] = >, P[X¢41 =

Uvazme P = P[Xiy;, = j | Xy = i]. Pokud ¢asy se neméni, pak

K2
P = (P™);; (lze dokazat iteraci pfedchoziho pozorovani).

2-SAT. Mgjme ¢ = C; ACy A ... formuli v CNF takovou, ze kazda
klauzule C; mé nejvyse dva literaly. Dale n je pocet proménnych.
Obecny SAT je NP-uplny, na druhou stranu 2-SAT je polynomidlni.
Ukazeme si algoritmus zalozeny na Markovovskych fetézcech:

1. Zvol néjaké ohodnoceni Ag
2. Opakuj nejvyse 2mn? krat:

(a) Pokud ¢ je splnénd, skonci kladné

(b) Zvol C; nesplnénou ohodnocenim a zmén ohodnoceni na-
hodné proménné literalu.

3. Skonci zaporné

Véta 35. Pokud ¢ neni splnitelnd, pak algoritmus vidy funguje, jinak
funguje s pravdépodobnosti alespori 1 — 27,

Dikaz. Pokud ¢ neni splnitelna, pak vzdy algoritmus projde smyckou
a odpovi spravné. Jinak si zafixujeme jedno spliujici ohodnoceni A*.
Oznacme A; jako ohodnoceni a X; jako pocet proménnych shodujicich
se s A* v Case t.

Pokud X; = n, pak jisté kon¢ime. Pokud X; = 0, pak jisté X;y; = 1.
Pokud 1 < X; < n, uvazme nesplnénou C; = z1 V xo. Tudiz v A;
1 = x5 = 0. Naopak v A% plati ; = 1 nebo x5 = 1 nebo oboji.
Pokud v A* plati 21 = x5 = 1, pak X1 = Xy + 1. Kdyz pro A*
plati 1 = 0,29 = 1, pak X;; = £1 s pravdépodobnosti 1/2. Tudiz
PXep=j+1| Xy =j]>21/2aP[Xpy =j—1[ Xy =j] <1/2.
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Definujme Yy, Y1, ... pesimisticky odhad X; tak, ze Yy = Xo, P[Yi41 =
11Y;=0l=1a PY;41 =j+1|Y; = j]=1/2. To je jiz Markovovsky
fetézec s popisujici ndhodnou prochazku na piimce z bodu 0 do bodu
n. Zajima nas E[mint : Y; = n).

Oznacme h; = E[pocet kroki k dosdhnuti ¥; =n | Yy = j]. Potom
ho=1+hy,h, =0a hj = 1+(hj_1 +hj+1)/2. Dostavame hj = nQ—j2.
® E[mint : X; = n] < E[mint : Y; = n] < hy = n?. Tudiz P[min(t :
X;=n)>2n% <1/2.

Nyni si rozdélime proces na m bloka velikosti 2n2. Kazdy blok si
muZeme predstavit jako nezavisly vypocet. Pravdépodobnost, Ze prvni
blok selze je nejvySe 1/2. Stejnd pravdépodobnost selhdni je i pro
ostatni bloky. To ndm déva pravdépodobnost selhani 27™. O
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