Pravdépodobnost a statistika

1 Axiomy teorie pravdépodobnosti

V roce 1933 zavedl Andrej N. Kolmogorov.

Definice (Pravdépodobnostni prostor). Méjme neprazdnou mnozinu 2 a na ni o-algebru F. Na F uvazujme
pravdépodobnostni miru P.
Potom (2, F, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Definice 1 (o-algebra). Bud 2 neprdzdnd mnozina. Systém F podmnozin €2 se nazyvé o-algebra, pokud
1. Qe F
2. Ae F=Q\ Ac F (uzavienost na dopliku)
3. {4332, C F =2, € F (uzavienost na spofetném sjednocen)
Priklad. Ukazme si rizné piiklady o-algeber:
e trividlni: {0, Q}
o nejvétsi: 29
e BCQ:{0,B,BQ}
o A,B:{0,A,B,AUB,ANB, A°,B°,...}

Definice 2 (Pravdépodobnostni mira). Funkce P : F — [0,1], kde prvky F jsou podmnoziny {2 nazveme
pravdépodobnostni mira, pokud spliiuje nasledujici podminky:

1. P(Q) =1

2. {4}, CFaANA; =0Vi#j= P2, 4)=> i, Ai (spocetna aditivita)
Definice. w € () se nazyva elementdrni jev. A € F se nazyva ndahodny jev.

Elementarni jevy vétsinou nelze pozorovat piimo, je potfeba pozorovat ndhodné jevy.

Piiklad. Mé&jme hod kostkou. Potom:
Q={1,2,3,4,5,6}
w=4
A=1{2,4,6}

P kazdému nadhodnému jevu A jen dé jeho pravdépodobnost.
1. Jestlize P(A) = 1, potom A je jev jisty.
2. Jestlize P(A) = 0, potom A je jev nemozny.
Véta 1. Bud P pravdépodobnostni mira na F. Pak plati ndsledujici:
1. P(A°)=1—-P(A)VAe F
2. AABe F:ACB, pak P(A) < P(B) a P(B\ A) = P(B) — P(A)
Drikaz. Jednotlivé body:

1. P(AU A°) = P(A) + P(A°). Jelikoz AU A° = Q a podle vlastnosti pravdépodobnostni miry P(2) = 1,
P(A) + P(A°) = 1.

2. ACB= B=AU(BnNA°. To jsou dvé disjunktni mnoziny. Potom P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).



O

Vezméme si systém {A;}5°2, C F. Budeme predpokladat A; C A;;1. Potom budeme myslet 4, * A, kde
A =JZ, A, tedy Ze systém konverguje k A.
Analogicky systém, kde 4; D A; 41 potom A; \, A, kde A =2, A;

Véta 2 (Spojitost pravdépodobnostni miry). Necht mdme {4;}52, C F takovou, Ze A; \, 0. Pak

lim P(A;) = 0.
71— 00
Diikaz. Vime, ze P((:, A;) = P(0) = 0. To je ekvivalentni s 1 — P(((;2, 4:)¢) =1 — P(U;2, A5) = 1.
Déle vime, ze A; 2O A;y1 a diky tomu A C A7, |, tedy AF 7 Q.
Nadefinujme si posloupnost By = Af, B;11 = Af, | \ Af.
Potom B; jsou disjunktni, [ J;2; B; = Q a P(Jje; Bi) = P(w) =1 az toho > -, P(B;) = 1.
Ten si rozlozime na dva soucty > ., P(B;)1 + Z;ﬁnﬂ P(B;)—0 =1 pron — oo.
Potom P(J!, B;) = P(U; AS) = 1— P(N;_, A;). Z konvergence se toto rovna 1 — P(A,,). Vime, Ze tento
vysledek konverguje k 1, tedy proto P(A,) — 0. O

Definice 3 (Klasicky pravdépodobnostni prostor). Bud € neprazdna koneéna mnozina, F = 2. Definujeme
P(A) = % VA C Q. Potom (Q, F, P) nazyvame klasicky pravdépodobnostni prostor.

Definice 4 (Diskrétni pravdépodobnostni prostor). Bud 2 neprazdna koneéné nebo spoéetna mnozina, F = 2.
Definujeme p : w — R takovd, ze p(w) € [0,1] Vw € Q a > o p(w) = 1. Déle definujme P(a) = 3 4 p(w).
Potom (2, F, P) nazyvame diskrétni pravdépodobnostni prostor.

Jev A nastane s P(A) nebo nenastane s P(A¢), jev B nastal. PomtZe ndm tato znalost zpfesnit znalost o
jevu A?

e Jestlize B D A, potom jev A nastane vzdy.
e Jestlize BN A =), jev A nenastane.

e Jinak se to muze chovat vselijak:

Definice 5 (Podminéna pravdépodobnost). Méjme jevy A, B € F, P(B) > 0. Definujeme podminénou pravdé-

podobnost jevu A pii B jako P(A|B) = P}?Qf).

Podminéné pravdépodobnost spliiuje vlastnosti pravdépodobnosti miry.
Pozor, P(A|BUC) # P(A|B) + P(A|C)!

Definice 6 (Nezévislost). Jevy A, B € F jsou nezdvislé, pokud P(AN B) = P(A) - P(B).

Kdyz jevy A, B jsou nezavislé, potom P(A|B) = % = P(A). Tato vlastnost nezavislosti uz nemusi

platit pro tfi jevy.

Definice 7 (Vzajemnd nezévislost). Budte A;,7 € I ndhodné jevy, I je libovolné indexovd mnoZina. A; jsou
vzdjemné nezdvislé, pokud Vn € N Viy,...,4, C I plati

n

P A,) = [] P(As)
j=1 j=1
Véta 3 (O postupném podmitiovani). Méjme A1, ..., A, ndhodné jevy (prvky F) takové, Ze P((\;_, A;) > 0.

Potom
n n

P(() Ai) = P(A1] [ Ai) - P(Ao| () Ai) -+ P(An_1]An) - P(Ay).
i=2 =3

i=1

Diikaz. Matematickou indukci.
Prvni krok pro n = 2: P(A; N As) = P(A1]A2) - P(Asg).
Nyni pro n — 1 — n: P(N/_, 4i) = P(N/= A) N A,) = P(AL N7 A - P(OEZ) Ay O

Véta 4 (Inkluze a exkluze). Méjme Aq,..., A, ndhodné jevy. Pak

n n n

NoPA)— > PANA)+ DY PANANA) -+ (—D)"P([() A)

i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n i=1

3

-
=
!



Dikaz. Matematickou indukci.

Prvni krok pron=2: A= (A\B)U(ANB), B=(B\A)U(ANB).
Proto P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

Nyni pro n — 1= n: P(UiL, Ai) = P(UL, 40) U 4n) = P(ULZ) Ai) + P(A) = P(ULS (AN 4,)) =
= S P(A) = Y icicjan PAIN A + .+ ()" 2P(5) Ai) + P(An) —

—Dicicjen PAAINA) +... + (=1)"2P(Miz, Ad)-
Nyni ddme dohromady a dostaneme Y;" | P(A;) = > <;cjcn P(AiNAy) + ...+ (=1)" PN, Ai). O

Z vlastnost{ mnozin vime, ze (., A;)¢ =i, AY az toho P(U}_, A;) =1 — P(N; AY).

Definice 8 (Disjunktni rozklad). Spocetny systém nahodnych jevi {B;}2, C F nazveme disjunktnim rozkla-
dem , pokud:

1. BiNB; =0Vi#j

2. U; Bi = (stacilo by P(J; B;) = 1).

3. P(B;) >0 Vi
Véta 5 (O uplné pravdépodobnosti). Méjme A ndhodny jev a {B;}; disjunktni rozklad. Pak

= Y P(AIB) - P(B)
i

Diikaz. Vime, ze {AN B;} jsou po dvou disjunktni mnoziny. Potom | J, AN B; = AN, Bi=ANQ = A.

Potom P(A) = P(U,ANB;) =), P(ANB;) =), P(A|B;) - P(B;). O
Véta 6 (Bayesova). Mé&jme A nahodny jev a {B;}; disjunkini rozklad Q@ a P(A) > 0. Potom

P(A|B;) - P(B;)

P(B;|A) = .
>.; P(A|B;) - P(Bj)
Dikaz. Vime, ze P(B;|A) = P(PB(’Q)A ) = Zpgji‘f‘éi( (’ ) vyuzitim véty o uplné pravdépodobnosti. O

Nézvoslovi... P(B;) je apriorni pravdépodobnost, P(B;|A) je aposteriorni pravdépodobnost.

Priklad. Mame tfi zasuvky a 6 minci, ze kterych jsou 3 zlaté a 3 st¥ibrné. Do zasuvek ndhodné vlozime dvojice
7S, 77 a SS. Ze zasuvky 2 ndhodné vybereme minci ndhodné a zjistime, ze je zlata. Jaka je pravdépodobnost,
Ze i druhé z minci je zlata?

Oznacme si B; jako ZZ v zasuvce i. Toto je disjunktni rozklad. Jev A, ndhodny vybér mince ze zasuvky 2,
nastal. Potom P(A|By) = 3, P(A|By) =1, P(A|B3) = %

P(A|B2)P(Bs)  _ 1 _ 2
(BZ|A) ST, PAIB)P(B) — T9i7% ~ 8

Spocitejme tedy

Véta 7 (Bonferroniho nerovnost). Méjme Ay, ..., A, ndhodné jevy. Pak

n n

P(()A) > 1*2(1*]3(141))

i=1 i=1

Dikaz. P(NZ, Ai) =1 - P((Ni=, A4)°) =1 - P(UiZ 1A ) =1 =300, P(A §)=1- >ia (1= P(A)). [

2 Nahodné veliCiny a jejich rozdéleni

Definice 9. Mgjme (2, F, P) pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X :  — R takové, ze X !(—o0,a] =
{w, X(w) < a} € F Va € R se nazyvd Nahodnd velidina.

Dohoda o znaceni. [X < A] se bude myslet jako {w, X (w) < a}.

Definice 10 (Rozdéleni ndhodné veli¢iny). Bud X : © — R ndhodna veli¢ina. Pravdépodobnostni mira Px
definovana na R pfedpisem Py (—o00,a] = P[X < a] se nazyva rozdéleni ndhodné veliciny X .

Definice. Ozna¢me B nejmensi o-algebru na R obsahujici vSechny intervaly (—oo,a]. Nazyvame ji Borelova
(nebo borelovska). B obsahuje vSechny oteviené i uzaviené mnoziny.
U této mnoziny poté plati VB € B: X~1(B) € F, P.(B) = P[X € BJ.



Néhodna veli¢ina X ndm tedy zobrazuje (2, F, P) — (R, B, Px).

Nabyva-li X jen spocetné mnoha hodnot (X (w) € S Vw, S je spocetnd podmnozina R), potom X spliiuje
podminky z definice [J] a X nazveme diskrétni ndhodnou veli¢inou a typicky lze volit S = N.

Rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny X je plné charakterizovano souborem ¢isel {p;}52,, p; >0, >, p;i =1
a PX(A) = ZieAPi-

Priklad. Rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny mizou byt:

1. Alternativni (Bernoulliho). X nabyva {0,1}, P[X =1]=P,({1})=p€(0,1) aP[X =0]=1—p

2. Binomické. Rozdéleni po¢tu uspéchit do n nezavislych pokust. P[X = k] = (})p*(1 —p)"~*

3. Geometrické. Podet netispéchit pred prvnim tispéchem v nezavislych pokusech. P[X = k] = p(1 — p)¥
Pro jaké mnoziny A C R umime najit Px?

1. (00,d]

2. (a,bl,a <b=(—00,b]\ (—o0,a]
3. (a,b) = Uy (a,b— 1]
4
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. Vsechny oteviené mnoziny

. AeB= X! ¢c F pro viechny A € B, X je Borelovsky méritelnd

Definice 11 (Ndhodné jevy generované X ). Mé&me X ndhodnou veliinu, oznaéme mnozinu Fx takovou, ze
Fx ={B: B = X"!(A) pro n&jakou A € B}.
Fz je také o-algebra nahodnych jevi generovanych v X.

Fx je o-algebra a Fx C F. Potom Px(A) = P[X € A] = P(X71(A))cr,. Leva strana je mira na (R, B),
prava strana je mira na (€, F).

Priklad. Mg&me Q = {1,2,3,4,5,6}2. Déle F = 2% a P({w}) = 3.

Nadefinujme si X : (wq,w2) = wy. Potom = € {1,2,3,4,5,6}.

Podivejme se na X (1) = {(1,1),(1,2),...,(1,6)}. Podobné X~1(2) = {(2,1),(2,2),...,(2,6)}. Z toho je
vidét, ze X! jsou navzajem disjunktni. A proto F, C F a Px (1) = %.

Nyni si nadefinujme Y : (w1, ws) — w1 + wz. Potom Y ~1(1) = 0, dale Y~1(2) = {(1,1)} a tak déle.

Tyto ndhodné veli¢iny jsou rtzné a Fx # Fy. Na jednom pravdépodobnostnim prostoru tedy muzeme
definovat vice rtiznych modeld.

Definice 12 (Distribu¢ni funkce a hustota). Mé&me ndhodnou veli¢inu X a Px jeji rozdéleni. Funkce Fx : R —
(0,1) definovana jako Fx(z) = Px[—00,z] = P[X < x] se nazyvé distribucni funkce ndhodné veli¢iny X a plné
popisuje Px.

V angli¢tiné cummulative distribution function C.D.F.

Je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina (s hodnotami v Ny), potom funkci px (k) takovou, ze px (k) = P[X = k]
nazveme hustotou ndhodné veli¢iny X vuci aritmetické mife.

V angli¢tiné probability density function P.D.F.

Piiklad. Mé&jme alternativni rozdéleni. Potom P[X = 1] = p = 1 — P[X = 0]. Potom hustota mé tvar
px(0) =1 —p, px(1) = p. Distribuéni funkce m4 tvar

0 x € (—infty,0)
Fx(z)=<1—-p z€]0,1)
1 z € (1,00)

Obecné mé Fx(a) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X tvar Z,EQZJO px (k) proa >0, py(k) je Fp(k)— Fp(k—1)
pro k € Ng.

Véta 8 (Vlastnosti distribuéni funkce). Méime ndhodnou velicinu X a jeji distribucni funkci Fx . Pak
1. limy oo Fx(2) =0
2. lim, o Fx(z) =1

3. Fx je neklesajici a zprava spojitd



Diikaz. Nejprve ukazeme, ze Fx je neklesajici. Z definice Fix(x) = P[X < z] < P[X < 2]+ Plz < X <y].
Tyto dva jevy jsou disjunktni. Proto se pfedchozi vyraz rovnd P ([X < z]U[z < X <y]) = P|
Podobné to plati pro Fx(x) = Px(—00,x] < Px(—00,x) + Px(x,y] = Px(—00,y) = Fx(y).
Nyni ukdZeme 1. Z definice distribuéni funkece lim,_, o Fx(z) = lim,_, o Px(—00,z]. Z monotonie mizeme
tento vyraz pfepsat jako lim,, o Px(—00, —n] = lim,, 7o P[X < —n]; nazvéme [X < —n] = A4,,.

Je vidét, ze A,, D A, 41. Podle véty |2 dostaneme (), A, = 0. Plati tedy, Ze lim, o, P(4,) = 0.
Nyni 2. Podobné lim,_, 4o Fx () = lim,, roo Fx(n) = lim,, noo Px(—00,n) = lim,, »oc P[X < n| = B,

Vidime, 7e B,, C By11 a o, By = Q. Podle véty [2] se limita rovné 1.
Nakonec ukdzeme spojitost zprava. limy o+ Fx(f + h) = lim, o0 Py(—00,2] + Px(z,2 + 1] = Fx(z) +
lim,, s o0 PX(x,gc—i—%) = Fx(x). O

<
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Véta 9. Necht F spliuje vlastnosti z véty @ Pak ezistuje pravdépodobnostni prostor (2, F,P) a ndhodnd
velicina X takove, zZe F je distribucni funkci na veli¢iné X.

Diikaz. Kanonickou konstrukei. Volme Q = R, F = B a P jako miru na B definovanou pfedpisem P(—o0,z] =
Nyni musime umét zadefinovat P(—a,b) = F(b_) — F(a). Timto se dostaneme na miru na B. Spojitost P je
disledkem spojitosti zprava F'.
Nyni zvolime X : Q — R takové, 7ze 2(w) = w. Potom Fx(a) = P[X < a] = P(—00,a] = F(a). O

Definice 13 (Nezévislost ndhodnych veliéin). Mé&me X1, X3,... ndhodné veli¢iny definované na (2, F, P).
Nazveme je vzdjemné nezdvislyms, pokud pro kazdou konecnou I C N a kazdé {z;}ics plati P(();c;[Xi < z4]) =
[Lier PIXi < @il

3 Stiedni hodnota a dal$i momenty

Snahou je najit ¢iselné charakteristiky, které vypovidaji o chovani ndhodné veli¢iny, jelikoz samotnad nahodna
mira ndm moc nefekne.

Definice 14 (Stfedni hodnota, obecnd definice). Bud X ndhodné veli¢ina (definovana na (€2, F, P)). Hodnotu
EX = [, X(w) dP(w), existuje-li vyraz napravo, nazveme stredni hodnotou X.

Definice. Bud S nejvyse spocetnd mnozina takovd, ze P[X € S] = 1. Pokud navic px(s) = Plx = s] > 0Vs € S,
pak S nazveme nosicem Px.

Véta 10 (Stiedni hodnota diskrétni ndhodné veli¢iny). Bud X diskrétni ndhodnd veli¢ina s hodnotami v S.

Pak
EX =) sP[X=s]=)Y sPx({s}) =) spx(s) MLPSS
sES s€ES s€ES
Diikaz. Vyuzijeme definici: EX = [, X (w) dP(w). MnozZinu €2 si rozdélime na |J,g{w : X(w) = s} = A,. Tyto
mnoziny Ag jsou navzajem disjunktni a je jich spoc¢etné mnoho.
fU A, X(W)dP(w) =3 s[4, X (W) dP(w) = 3 o8 [, dP(w) = X 58 Jo Xa, (W) dP(w) = 37 s sP(As) =
Y ses SPIX = s]. O

Piiklad. Zkusme najit funkci px(s), s € Z takovou, ze:

1. px(S) > 0
2. ZsEZpX(s) =1
3. Zs>0 SpX(S) = 00, Zs<0 st(s) = =00

Pro tuto funkci neexistuje stfedni hodnota, jelikoz mame nedefinovanou sumu (oo — co).

Pokud FX existuje a je konecna, pak mluvime o ndhodné veli¢iné s konec¢nou stiedni hodnotou.

Pokud P[X > b] =1 pro b kone¢nou konstantu, pak EX existuje a je > b (analogicky pro P[X < b]).

Pokud Ja,b koneéné a Pla < X <] =1, pak EX existuje koneénd a a < EX <b.

Miuzeme definovat E|X| = [, X (w)| dP(w), ktera existuje vzdy. Pokud E|X| < oo, pak X € L; a v tom
piipadé existuje |EX| < oo.

Stfedni hodnota charakterizuje polohu X (Px).

Méjme a,b redlné a transformaci X — a + bX. Potom E(a + bX) = > (a + bs)px(s). Pokud |EX]| < oo,
muzeme toto piepsat jako ) apx(s) + > bspx(s) = a +bEX. Da se tedy fict, Ze v tomto pfipadé se EX
chovéa linedrné.



Definice 15 (Obecné momenty ndhodné veli¢iny). Bud X : @ — R nadhodni veli¢ina a g : R — R funkce
takova, ze g(x) je ndhodné veli¢ina. Pak Eg(z) = [, 9(X(w)) dP(w) MLPSS.

Pro diskrétni ndhodné veli¢iny potom Eg(z) = > ¢ 9(s)P[X = s] MLPSS.
Definice 16. Bud X ndhodné veli¢ina. Pak

1. pror € N EX" je r-ty moment X.

2. E|X|" je r-ty absolutni moment X. Také pro E|z|” < co mame X € L,.

3. pror € N E(X — EX)" je r-ty centralni moment X.

4. pro r = 2 méame varz = E(X — EX)? rozptyl (variance) X.

5 _ E(X-EX)3

. p3 = = je Sikmost rozdéleni, méii asymetrii.
(E(X—EX)2)2

6. Momentova vytvorujici funkce ¥ x (t),t € Rje Ux(t) = Ee!* MLPSS. Vzdy existuje minimalné ¥ x (0) =
1.

Poznadmky ohledné moment:
1. Pokud r >t >1a E|X|" < oo, pak F|X|' < co.

2. Jak spoéitat rozptyl... var X =Y (s — EX)?P[X = s].
Nebo také var X = E(X2 — 2X - EX + (EX)?) = EX? — E(2X - EX) + E(EX)? = EX? — (EX)?.
Nebo také var X = E(X(X — 1)) - EX(EX —1).

3. var X > 0. Pokud var X = 0, potom s = EX,px(EX) =1, tedy P[X = EX]|=1.

Véta 11 (momenty a ¢x). Bud X ndhodnd veliina a v¥x jeji momentovd vytvoiujici funkce. Necht 36 > 0
takové, Ze Yx (t) existuje koneénd V|t| < §. PakVr e N EX" = wg)(O).

Diikaz. V knize Pravdépodobnost a matematicka statistika (Dupaé, Huskova). O]
Véta 12 (M.v.f a charakterizace rozdéleni). Necht X a 'Y jsou ndhodné veli¢iny. Necht 36 > 0 tak, Ze:

1. Yx(t), Yy (t) existuje konecné V|t| < ¢

2. x(t) = Yy (B)V]t| <6
Pak Px = Py

Véta 13 (Jensenova nerovnost). Bud X ndhodnd velidina s koneénou stiedni hodnotou EX. Bud ¢ konvezni
funkce. Pak Ep(z) > p(EX).

Diikaz. Pro ¢ € C2%. Potom miizeme pouzit Taylortv rozvoj. Tedy ¢(X) = @(EX) + ¢'(EX)(X — EX) +
£ 12 (X — EX)2. Pouzijeme stfedni hodnotu. Dostévame Ep(z) = o(EX) + ¢/ (EX) - E(X — EX)—o + 239 .
var X > o(EX). O

Dikaz podle Matéje Konecného. 7 definice konvexity mame
p(X) = p(EX) + ¢/ (EX) - (X — EX),

a protoze ocekévana hodnota zachovava nerovnosti, tak pouzitim E na tuhle nerovnost dostaneme presné to,
co chceme. m

Véta 14. Nebyla prednesena.



4 Nahodné vektory a jejich rozdéleni

Definice 17 (Néhodny vektor). Zobrazeni X : Q — RY kde (Q,F, P) je pravdépodobnostni prostor, d €
N,d > 2 takové, 7e {w : X (w) < a} € F Va € R? nazveme ndhodny vektor.

Diskrétni ndhodny vektor nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot. Nefekneme-li jinak, budou tyto hodnoty
vzdy podmnozinou Ng.

Definice 18. Bud X d-rozmérny nahodny vektor. Pravdépodobnostni mira Px definovana na R? piedpisem
PX(Hle(—oo, a;]) = P[X <a]Va R4 = P(ﬂle[Xi < a;]) nazveme rozdéleni ndhodného vektoru.

Véta 15 (Rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny). Bud X diskrétni ndhodny vektor a Px jeho rozdéleni. Pak
existuje funkce px : N4 — [0, 1] jednoznacéné dand takovd, Ze

d

Px([[(~o0,a) = 3 px(2)

=1 z<a

Definice 19 (Distribué¢ni funkce ndhodného vektoru). Bud X nahodny vektor a Px jeho rozdéleni. Fx : R —
[0, 1] definovana jako Fx(a) = P[X < a] se nazyva distribuéni funkce ndhodného vektoru X.

Definice 20 (Margindlni rozdéleni). Bud X ndhodny vektor a Px jeho rozdéleni takové, ze Px,(—o0,a] =
limyg; o0, j-£i PX(XJd:l(—oo, aj]) se nazyva margindini rozdéleni X; a Fx, = limg; ;00,52 Fx (@) se nazgva jeho
marginalni distribu¢ni funkce X;.

Vezméme si, X : Q — R Potom X = (X1, Xa,...,Xy), kde

Terminologie. Px, Fx jsou sdruzené rozdéleni, distribu¢ni funkce, zatimco Px,, Fx, jsou marginalni rozdéleni.
Neméme vSak specidlni termin pro P(x, x,,x,) subvektor.

Véta 16 (O Marginlnim rozdéleni). Mdme-li ndhodny vektor X a jeho rozdéleni Px, pak margindlni rozdélent
slozek X1, ..., X4 jsou jednoznacné urceny Px .

Naopak ne!

Priklad. Hodme dvéma kostkami. Jejich vysledky jsou A, B. Déle m&me C = A —1pro Bsudé aC = A+ 1
pro B liché. Zapisme si je do tabulky:

AP 1 2 3 4 5 6 A0 1 2 3 4 5 6
1[1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 | & 1 0o 1/12 0 0 0 1/12 |1
2|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 g 201/12 0 1/12 0 0 o |1
301/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 i 3/ 0 1/12 0 1/12 0 o |1
411/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 i 41 0 0o 1/12 0 1/12 0 i
5|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 i 5/ 0 0 0 1/12 0 1/12 i
6|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 2 6| 1/12 0 0 0 1/12 0 g

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Vidime, Ze pro ndhodné vektory (A, B) a (A, C) jsou jejich margindlni rozdéleni stejnd, ale uvnit¥ se chovaji
uplné jinak.

Zavedme si znaceni: a < b pravé, kdyz a; < b; Vi = 1,...,d. Déale necht Ag(a,b) je mnoZina téch ¢, pro
které existuje pravé k indexti 71,42, ..., i takovych, Ze ¢;; = a;; a pro zbytek indext je ¢; = b;.
Tedy napiiklad pro a = (a1, asz,a3),b = (b1, b2, b3) je Ai(a,b) = {(a1,bs,bs), (b1, az,b3), (b1,b2,a3)}.

Véta 17 (Vlastnosti distribuéni funkce). Bud Fx sdruZend distribucni funkce ndhodného vektoru X . Pak:
e lim,, o Fix(a) =0 pro libovolné i.
e lim,, ,o F'x(a) =1 pro kazdé i.
o V kaZdé sloZce argumentu je Fx zprava spojitd a neklesajici
o Va < b plati Yp_o(—1)* Y ocnrian Fx(€) =0

Podivejme se na ¢tvrtou podminku pro a = (aj,a2),b = (b1, bs). Pak tato podminka ¥iké, Ze pro a < b
plati, Ze (b1, b2) — ((a1,b2) + (b1,a2)) + (a1,a2) > 0. Jedna se tedy o vyfez na boxu (a1, b1) x (ag, b2).

Véta 18 (Charakterizace distribuéni funkce). Necht F' : RY — R spliuje vlastnosti z véty . Pak existuji
(Q,F,P) a X :Q — R? takové, ze I je distribucni funkci X.

Diikaz. Stejné, jako u véty [9] O



Néhodné veli¢iny X1, ..., X4 jsou nezavislé, kdyz VA, ..., Aq € B plati P(N_,[X: € A)]) = [, P[X; € Ai].

Véta 19 (Charakterizace nezévislosti). Bud X = (X1,...,X4) ndhodny vektor a Fx jeho sdruend distribucni

funkce. Pak X1, ..., X4 jsou nezdvislé ndhodné veliciny, pokud Va,...,aq € R plat{
d
Fx(ah e ,ad) = HFXi(ai).
i=1
Pro diskrétni ndhodny vektor je nezavislost X7, ..., X4 ekvivalentn{ tomu, ze px (a1, ..., aq) = H?:1 px, (a;).

5 Nahodné vektory a momenty
Definice 21 (Stfedni hodnota ndhodného vektoru). Bud X ndhodny vektor. Potom definujeme:
1. EX = (BX,,...,EXy)

2. Necht g : R — R (takova, ze g(X) je ndhodné veli¢ina). Pak definujeme Eg(X) = [, 9(X (w)) dP(w),
pokud vSechny integraly existuji.

Je-li X diskrétni, pak Eg(X) = ZzeNg g(z)P[X = z]|, existuje-li fada napravo.
Kdy? si vezmeme funkci g; : RY — R, ktera splituje g;(X) = X;, potom Eg;(X) = EX;.

Véta 20 (Linearita stfedni hodnoty). Bud X = (X1,..., X4) ndhodny vektor a konstanty a € R,by,...,bg € R
a E|X;| < oo Vi. Pak

d d
E <a + Zbixi> =a+» bEX;.
i=1 i=1
Diikaz. Jen pro diskrétni ndhodny vektor, indukeci.

Vezméme si (Xl,XQ) a a, bl, bg. Potom E(a+b1X1 +62X2) = 226N3(0+b121 +b222)P[X1 = Z1, X2 = 22} =
ZzeNg aP[Xl = Zl,XQ = ZQ] + ZzeNg b121P[X1 = Zl,Xg = 22] + ZzeNg bQZQP[Xl =z, X2 = 22}.

Pro prvni sumu plati, Ze ZzeNg aP[Xy = z1, X2 = 23] = a.

Pro druhou sumu dostaneme ZZGNg biz1P[X1 = 21, Xo = 2] = 220 _o > 0oz P[X1 = 21, X = 20] =
Z:?:O b1z1 P[ X1 = 21, X2 = 22]. MiiZeme pouzit vétu kde U:ZO[XQ = z5] = Q. Nakonec se suma bude rovnat
b1 Y021 P[X1 = z1] = by EX,. Analogicky pro tfeti sumu.

Cela suma se tedy nakonec rovna a + by EX7 + bo F Xo.

Takto miizeme indukci projit vSechny dimenze. O

Poznamka. Predpoklad X = (Xi,...,X,) je ndhodny vektor a zarucuje, ze X,..., X4 jsou definované na
stejném pravdépodobnostnim prostoru a maji sdruzené rozdéleni Px = P(x,, ... x,)-

Véta 21 (Stfedni hodnota sou¢inu). Bud X = (X7, ..., X4) ndhodny vektor, E|X;| < oo Vi. Jsou-li X1,..., X4

nezavislé, pak
d d
E][x:=]]EX.
i=1 =1

Diikaz. Jen pro diskrétni nahodny vektor, indukci. Postup podobny, jako u pfedchozi véty.

Mame (Xl,XQ). Potom EX1X2 = Z gzleP[Xl = Zl,XQ = Zg] = Z ngp[Xl = Zl,XQ = Zg] .
ZQP[Xl = 217X2 = 22].

Maéame tedy soucet ZZ:O S 21 P[X1 = 21, Xy = 23] - 22 P[X1 = 21, X2 = 29]. Diky nezévislosti se tato

22:0
suma rovnd Y o _q 21 P[X1 = 21, Xo = 23] - .00 22 P[ X1 = 21, Xo = 20) = EX; - EXs. O

z1=0 z0=0

zeN zeN

Diive jsme zjistili, ze X1, Xo jsou nezavislé prave, kdyz F(x, x,)x,,x.) = Fx, (X1)Fx,(X2). Nyni diky véte
vime, ze X1, Xo jsou nezavislé = EX; Xy = FX;EX,. Opacna implikace vSak obecné neplati.

Postadi si pfedstavit ndhodné veliciny X = {—1,0,1},Y = {1,2}, pro které plati: EX; X, =0, EX; = 0.

Tedy EX1 X, = EX1EX,. Samotné pravdépodobnosti ale jsou P[X = —1] = £, P[Y = 1] = 1. Aviak P[X =
-1,Y=1=0+# %. Nejsou tedy nezavislé.

Definice 22 (Kovariance nahodnych veli¢in). Bud (X1, X2) nahodny vektor takovy, ze var X1 < oo, var Xs <
oo. Definujeme kovarianci cov(Xy, Xo) = E(X; — EX1)(X2 — EX>).



Co tato kovariance znamena? X; — EX;, X5 — E X5 je odchylka od stfedni hodnoty. (X7 — EX;)(X2 — EX>)
je kladné, kdyz nasobime odchylky stejného znaménka, ¢i zdporné, kdyz odchylky maji rtizné znaménko. Déle
tento soucin 1ika, jak jsou obé veli¢iny daleko.

Co se stane, kdyZ si vezmeme E(X; — EX1)(Xs — EX>3)? Pokud je kladnd, miZeme o¢ekédvat, ze obé hodnoty
budou rist. Naptiklad u vysokého ¢lovéka muzeme ocekavat, ze bude mit i vysokou hmotnost. Kdyz je zaporna,
je tomu naopak.

Jak se da kovariance pocitat? Muzeme vyuzit pfimou definici. Ta vSak neni moc pohodlna.

Podobné jako pro rozptyl miZeme tento vzorecek zjednodusit: E((X1 — EXy)(Xe — EXQ)) = F(X1 X2 —
X1EXs — XoFEX, + EX1EXs).

Diky vété miZzeme tento vyraz rozepsat jako EX1Xe — E(X1EXy) — E(XoEX,) + E(EX 1 EX,) =
EX1Xs — EX1EXs.

Disledkem véty 1] je, Ze nezavislé X, X, maji nulovou kovarianci.

Plati, ze cov(X7, X1) = var X; a kovariance je symetricka.

Véta 22 (Rozptyl sou¢tu ndhodnych veli¢in). Bud X = (X1,...,Xq) ndhodny vektor, var z; < oo Vi. Pak

d d d
var (ZXJ = ZvarXi + Z cov(X;, X;) = ZvarXi +2 Z cov(X;, X;j).
i=1 i=1

1<i#j<d i=1 1<i<j<d

Specidlné, jsou-li X1,..., X, nezdvisle, pak
d d
var (Z Xi> = Z var X;.
i=1 i=1

2

Diikaz. Podle definice rozepiSeme a postupnou upravou: var (2?21 Xi> =F (Zle X, — F (2?21 Xl)) =
d d

E (21:1()(2‘ —EX;)?+2 Z1gi<jgd(Xi - EXi)(X; - EXj)) =D i varX; 42 Zl§i<j§d cov(Xi, Xj). O

Piiklad. Mé&jme X1, X5 nezavislé, kde o2 = var X; = var X». Podle véty

1.
2.
3. var(X; + X1) = var X; + var X + 2cov(X1, X1) = 4var X; = 402
4.
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Chtéli bychom tedy, aby kovariance byla bezrozmérnd, tedy chceme ¢(X) : p(aX) = |a|p(X).
cov(aX,bY) _ cov(X,Y)
0(aX)p®Y) T w(X)p(Y)"

Potom

. ) XY
Definice. Korelaci nazveme corr(X,Y) = —cXY)
Vvar X varY

Definice 23 (Varianéni a korela¢ni matice). Bud X = (X1, ..., Xy) ndhodny vektor, var X; < coVi =1,...,d.
Potom varianéni matice je Var X = {cov(X;, X;)}; ; a korela¢ni matice je Corr X = {corr(X;, X;)}; ;.

Varian¢éni matice Var X mé diky definici na diagondle pravé var X;. Podobné korela¢ni matice ma na diago-
nale samé jednicky.

Znaceni.
o corr(X,Y) =pxy
o var X = 0%
o cov(X,Y) =oxo,pxy

.EX:MX



Véta 23 (Vlastnosti kovariance a korelace). Budte X ndhodny vektor s variaéni matici Var X (existuje, konecné
proky). Ddle méjme X, Y ndhodné veliciny s koneéngm rozptylem. Potom:

1. =1 <corr(X,Y) <1, corr(X,X) =1
|corr(X,Y) =1 3a#0,beR: X =aY +b
cov(aX + ¢,bY +d) = abcov(X,Y)

corr(aX + ¢, bY + d) = sgn(ab) corr(X,Y)
gsou-li XY nezdvislé, cov(X,Y) =0

S & o e

Var X, Corr X jsou symetrické pozitivné semidefinitni
7. VAeR> B e R, X € R?: Var(AX + B) = A(Var X)AT

Diikaz. Jen nékteré body.

1. Méme vlevo E((X — EX)(Y — EY)), vpravo \/E(X — EX)2E(Y — EY)2.
Pro diskrétni nadhodné veli¢iny ziskdvame vlevo Y > (v — EX)(v — EY)P[X = u,Y = v|, vpravo
(3, S, (u— EX)?PIX =u,Y =] - 3, 5, (v — BY)2P[X = u,Y = u])?.
Nyni vyuzijeme Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. Diky ni poté plati, Ze leva strana < prava strana.
Pro integraly existuje zobecnéni zvané Holderova nerovnost — z ni plyne platnost pro vSechny ndhodné
veli¢iny X,Y s koneCnymi rozptyly.

2. Je-li X = aY + B, pod ze bodu 3 a 4 ziskdvame, ze corr(X,Y) = corr(aY +B,Y) = sgn(a) corr(Y,Y) = £1.
Naopak, je-li |corr(X,Y)| = 1, pak C-S nerovnost vychazi jako rovnost a to je mozné jen, pokud X =

aY +b.

3. Pfimo z definice E((aX + ¢ — E(aX +¢))(bY +d — E(Y +d))) = E((aX + ¢ — aEX))(bY +bEY)) =
abE((X — EX)(Y — EY))

‘ - beov(X,Y) cov(X,Y)
4. Vime, ze var(aX) = a?var X a var(bY) = b?varY. Potom ——= : = :
Vime, Ze va (CL ) a ava (b ) b% va oto a? var Xb2 var Y’ Vvar X varY

6. Va € RY : aT Var Xa > 0. Po rozepséni a? Var Xa = Zle Z?Zl a;ajcov(X;, X;) = 27:1 var(a; X;) +
23 i<icjcacov(ai Xy a;X;) = var(a? X) > 0.
Podobné Corr X = B Var X BT, kde B;; = (var X;)~!. Potom a' Corr Xa = o’ Bvar X BTa > 0.

7. Mame AX. Vime vara’X = a” var Xa. Podobné, jako u piedchoziho bodu cov(a? X,b7Y") = a” Var Xb.
O

Korelace tedy méri miru linearity zavislosti X a Y.
Diusledkem sedmého bodu je, ze cov(Zle X, 23:1 Y;) = Zle 2221 cov(X;,Y;) a cov(X +Y,Z) =
cov(X,Z) + cov(Y, Z). Tedy kovariance je bilinearni forma.

Reknéme, Ze corr(z,y) = 1. Potom

1 -1 var X —V/var X var Y’
X,Y)= X,Y) =
Corr(X,Y) (_1 1)7 Var(X,Y) <_\/W var Y >

Po vynésobeni Var(X,Y") vektorem (v/VarY,+/var X) dostaneme nulovy vektor, tedy matice je singulérni.
Proto Ju,v # 0 takova, ze (u,v)? Var(X,Y)(u,v) = 0, tedy var(uX + vY) = 0, neboli uX + vY je konstanta.
Tim jsme jinak dokéazali implikaci = v bodu 2 véty

Definice 24. Nahodné veli¢iny X,Y takové, Ze cov(X,Y) = 0 nazveme nekorelované.

Vime, ze kdyz jsou X,Y nezavislé, pak jsou X,Y nekorelované. Naopak to vSak obecné neplati! Dobrym
ptikladem, pro¢ to neplati, jsou ndhodné veli¢iny X,Y, kde Y = X2,

10



Transformace

Asi nejcastéjsi transformace, kterou pouzivame, je X — Z‘Ll X;.
Transformace je tedy zobrazeni ¢ : R? — R!. My potiebujeme, aby ¢(X) byl opét nahodny vektor, ktery
splituje definici [I7}

Mgéjme tedy vektor Y = ¢(X). Jaké ma tento vektor rozdéleni?

Véta 24. Bud X d-rozmérny ndhodny vektor a ¢ : R? — R (slusné vychovand) funkce. Potom'Y = ¢(X)

s distribucni funkci
1
Fy(u) = Px (Sﬁl (H(OO’Uq])) :
i=1

Je-li X diskrétni nahodny vektor, pak'Y je téZ diskrétni ndhodny vektor a
PlY =u]= ) P[X =01
vip(v)=u

Méme tedy dva ndhodné vektory X : @ — R? a Y : Q — R! takové, ze Y = o(X). Nas zajima Fy (u) =
P{w:Y(w)<u})=P{w:Y(w) € A}) = P{w: X(w) € ¢ 1 (A)}) = Px (¢ *(A)),kde A = H?Zl(—oo, w;).

Véta 25 (Rozdéleni souctu a soudinu diskrétniho ndhodného vektoru). Budte X,Y diskrétni ndhodné velidiny
(na stejném (Q, F, P)), pak:

1. Z=X+Y je také diskrétni ndhodnd velicina a plati P[Z =v] =) P[X =u,Y =v —ul.

2. Pokud jsou X,Y kladné (tedy P[X > 0] =P[Y >0]=1), pak V = XY je také kladnd diskrétni ndhodnd
veli¢ina a P[V = 2] =% P[X =u,Y = £].

pro obecné d.n.v je treba ddt pozor na ab= —(a)(—b) a 0b = a0 = 0.

Diikaz. Podle véty o tplné pravdépodobnosti P[Z =v] =) P[Z=v,X =u]=) P X =u, X +Y =] =
> . P[X =u,Y = v —u]. Druhy bod analogicky.

Pro vice, nez dvé veli¢iny muzeme postupovat indukci. O

Véta 26 (Momentova vytvorujici funkce souc¢tu). Budte Xi,...,X, nezdvislé ndhodné veli¢iny a Y jejich
soucet. Pak

Yy (t) = H Vx, (1)

Diikaz. 7 nezévislosti plyne, 7e 1y (t) = Ee?Y = Eet2Xi = E[[e!X:. Z nezavislosti poté mame [[1x, (t). O

Méjme nahodny vektor X a 'Y = ¢(X). Chceme znat EY . MiZeme tfeba urcit rozdéleni Y a pak pocitat
stfedni hodnotu podle definice. Toto vSak nemusi byt jednoduché.
Druhd moznost Eg(Y') = Eg(¢(X)) = Eh(X). Poté neni tfeba urcovat rozdéleni, je vSak potieba najit h.

Priklad. Méjme Y = Z?Zl X;. Najit rozdéleni sou¢tu miize byt té€zké a lze v ném nadélat spoustu chyb. Avsak
EZ?ZI X; je vzdy 2;1:1 EX;, a to diky linearité stfedni hodnoty (véta .
6 Absolutné spojité nahodné vektory

Definice [17]TODO([18,19,20] zde stale plati.

Definice 25 (Absolutné spojity (AC) ndhodny vektor). Nédhodny vektor X = (X7,..., Xy) je absolutné spojity
(nebo jeho rozdéleni je absolutné spojité), existuje-li nezdporné funkce f : R — R takova, ze

FX:/ / f(th...7td)dtd...dt1

Funkce f se nazyva sdruzenou hustotou rozdéleni X.

11



Pro diskrétni ndhodny vektor jsme hustotou oznacovali px(u) = P[X = u]. Pro AC nahodny vektor vsak
plati P[X = u] =0 Vu € R%.

Pravdépodobnost Pla < X < b] = faaln . f;’: fltr, .. tq) dtg. .. dty.

Zhruba feceno fx(u) = P[X € U(u,9)]/|U(u,?)|, kde U(u,?) je dostatetné ,malé“ okoli u.

Jestlize méame f spojitou funkci, kterd se vSak ned4 zapsat jako integrél, potom ndhodné rozdéleni definované
touto funkci je singuldrné spojité. Takové rozdéleni se vSak chova dost osklive.

V realném svété nebude platit, Ze vSechny vektory jsou budto celé diskrétni, nebo absolutné spojité. Mtuzou
existovat vektory se slozkami riznych ,typt“, napfiklad vektor (X,Y’), kde X je diskrétni veli¢ina, zatimco Y
je spojita.

Priiklad. Predstavme si, Ze mame pozorovani sméru vétru z meteorologie. Nejcastéji vitr foukd smérem na
zdpad. Potom tento ndhodny vektor neni ani absolutné spojity (nelze napsat ¢etnost na kruznici jako integral),
ani diskrétni (plocha kruznice je nulovd).

Véta 27 (Marginilni rozdéleni AC ndhodného vektoru). Bud X = (X1,...,X4) AC ndhodny vektor se sdru-
Zenou hustotou fx. Pak margindlni distribucni funkce Fx, je dand

FXi(t):/_O;---/_too--~/_O;f(u1,...,ud)dud...dul:/_toofxi(u)du
—~

1-ty

kde - -
fxl(ul):/ / f(ul,...,ui,17ui7ui+17...,ud) dud...duiﬂdui,l...dul

— 00 — 00
| ——

d—1 integrdlu

je margindlni hustota nahodné veliciny X;.

Diikaz. Podle definice marginalni funkce Fix, (t) = lim, oo j2i Fx (t1,...,tq). Podle definice AC vektoru je to

déle rovno limy, o0, j£i ffloo . fio;l fioo fj;l . fi”'oo [x neklesajici v t; omezena shora 1. Tedy lim Fx (t) = 1.

Potom
e3¢} t e} t o e’}
/ / / fX:/ / / fx(ui,...,uq) dug. .. dujp1du;—q ... dug du;

>0

O

Véta 28 (Nezavislost AC). Bud' X = (X,...,Xq) AC ndhodny vektor se sdruzenou hustotou fx. Pak ndhodné
veliciny X1, ..., Xq jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz

d

fx(@) =[] fx.(@) Ya = (a1,...,aq) € R?

i=1
Dikaz této véty vychazi ze vztahu hustoty a rozdéleni.

Néhodné rozdéleni, distribu¢ni funkei i hustotu umime mezi sebou vyvodit. Také umime vyvodit marginalni
distribu¢ni funkci, naopak vsak ne.

Véta 29 (Momenty AC ndhodného vektoru). Bud X = (X1,...,X4) AC ndhodng vektor se sdruZenou hustotou
fx ag:RY = R. Pak

Eg(X):/ / g(uy, ..., uq) fx(ur,...,uq) dug...duy

pokud tento integrdl existuje. Specidlné pro g(X) = X, je

Eg(x):/ / ur fx (ugy ... uq) dud...du1:/ ug fx, (u1) dug.

—0o0
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Transformace

Véta 30 (Konvoluce). Bud (X,Y) AC ndhodny vektor s hustotou f(xyy. Pak Z = X +Y je AC ndhodnd
velicina a plati

o0
t) = / fx.y) (z,t —x)dx
—0o0
Tato véta je v podstaté spojita verze diskrétniho souctu.

Diikaz. Chceme najit P[Z < z] = PIX +Y < z] = P[(X,Y) € H] kde H je polorovina rozdélena pfimkou
Z =X +Y.Toserovné [[ fixy)(u,v)dvdu = [ fz_u foxr) (u, v) dvdu = F,(2).

Vyuzijme vztahu distribuéni funkce a hustoty: F( f f(2)(t) dt. Vyuzijme vztah fz(z) = Fj(2),
ktery ale ne nutné pro vSechny z plati, jelikoz F, nemusi byt derlvovatelna Téchto problematickych bodt vsak
neni ,mnoho* a v nich mizeme f dodefinovat podle potteby.

Potfebujeme tedy najit % ffooo ff;ou Jix,v)(u,v) dvdu. Tato derivace se prvniho integralu nedotyka, dosta-

vame se tedy na ffooo (% _Z;Ou Jox,vy(u,v) dv) du. Vnitfek miizeme zderivovat, kde ziskdme f(x y)(u,z—u)-1.

Dostavame tedy vyraz ve véte. O

Véta 31 (Hustota podilu a soucinu). Bud (X,Y) AC ndhodny vektor s hustotou f(x,yy a necht P[Y > 0] = 1.
Pak'V = % je AC nahodnd velic¢ina s hustotou

:/ fxvy(vy,y) -y dy.
Ddle W = XY je AC ndhodnd veli¢ina s hustotou
/ f(X Y) ) - dy

Diikaz. Cheeme najit P[V < v] = P[3 < v] = P[X < Y] = P[(X,Y) € H] kde H je polorovina rozdélens
pfimkou x = vY. Postupujme tedy podobné, jako u pfedchoziho diikazu.

Derivovanim vnitiniho integrélu tentokrat dostaneme Fx y)(vy,y) -y = %yy).
Hustotu soucinu dostaneme pfimym dosazenim obracené hodnoty Y do podilu. O

Normalni rozdéleni (taky Gaussovo, ¢i po Germansku Gauflovo)
Zapisuje se X ~ N(0,1) (X mé normélni rozdéleni s parametry 0 a 1).

fla)= fme %
w=-w)?
Déle vezméme si Y = p+ o X, potom fy(y) = \/2;_76_ 2. Déle EY = u, varY = o2

Pokud mame Z ~ N(u,0?), potom normované ¢ standardni rozdéleni je % ~ N(0,1).

Mnohorozmérné normalni rozdéleni

22442
1. Méjme X,Y ~ N(0,1), které jsou navzajem nezévislé. Potom fx,y = 5-e~ En

2. Méjme X ~ N(z/l,al) aY ~ N(m,o—Q) které jsou nezavislé. fxy = 2 \/1 — exp (_(15521)2 _ (y;5§)2>'
T 0'10'2 1 2
2
Dile Var(X,Y) = ("OI 02) =5
g3

Potom det ¥ = 0202 a ¥ je néjaké kvadraticka forma, tedy

fxy(z,y) = ( 1( — 1,y — p2) "8 (x—uuy—uz)>-

2m \/det
0’% pPoO102

Tato hustota lze definovat pro libovolnou ¥ = ( 2 ) symetrickou pozitivné definitni. Potom EX =

pPO102 gy

w1, BY = g, var X = o, varY = 03, corr(X,Y) = p.

Tato definice lze zobecnit na d rozmért. Méjme L%*? symetrickou pozitivné definitni, g € R?. Potom

Fx(w) = b exp{— )T (- )}

V tomto ndhodném vektoru je potom Var X = ¥, EX = u. Kazdé marginalni rozdéleni bude také odpovidat
normalnimu rozdéleni.

Normaélni rozdéleni je jediné absolutné spojité rozdéleni, kde plati, ze kdyz (X,Y) ~ Ny(...)acov(X,Y) =0,
X,Y jsou nezavislé.
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7 Podminéné rozdéleni a podminéna stfedni hodnota

Definice 26 (Podminéné rozdéleni diskrétniho ndhodného vektoru). Bud X = (Y, Z) diskrétni ndhodny vektor
(s hodnotami v N2). Pak pro kazdé n € Ny takové, ze P[Z = n] > 0 definujeme podminéné rozdéleni Y
za podminky Z = n:

PlY =k, Z =n

PY =k|Z=n] = Pz =

Podminku Z = n chéapeme jako dalsi informaci o chovani ndhodné veli¢iny Y, ddvd ndm na néj presnéjsi
pohled, plati-li podminka.

Priklad. Mé&jme 6 minci a jednu kostku. Hodime kostkou a podle vysledku hodime odpovidajici poc¢et minci.
Jaka je pravdépodobnost, Ze nepadne Zadny lic?

Jaké je rozdéleni poctu lici? Vime, ze pocet lici je 0,...,6. To vSak nedokdZeme spocitat pfimo, musime
vzdy spocitat rozdéleni za podminky hozeni kostkou.

Definice 27 (Podminén stfedni hodnota). Bud X = (Y, Z) diskrétni ndhodny vektor takovy, ze
1. P[Z=n]>0
2. Eg(Y,n) < oo pro zvolenou funkei g.

Pak definujeme Eg(Y, Z|Z =n) =Y 1o, 9(k,n)P]Y = k|Z = n].
Speciélng, pokud E|Y| < oo, potom E(Y|Z = n) = Y ;2 (kP[Y = k|Z = n]. a zveme toto podminénou
stredni hodnotu ¢g(Y, Z) za podminky Z = n.

Véta 33 (O uplné stiedni hodnoté). Bud X = (Y, Z) diskrétni ndhodny vektor a EY ezistuje konecnd. Pak

EY =Y E[Y|Z =n|P[Z =n]

pro ta n, pro které P[Z =n] > 0.
Diikaz. Zaénéme s pravou stranou. »., E[Y|Z = n|P[Z = n] = Y Y2 kP[Y = k|Z = n|P] n

Z = n]
Yo > oreo kPY =k, Z = n]. Jelikoz poc¢itdme s existujici Y, miZeme dale pokracovat na y ,- kY., P[Y =
k.Z=n]=EY. 0

Vsimnéme si, ze podminéna stfedi hodnota je konstanta zavisla na n a pri secteni vSech n dostaneme primou
stredni hodnotu FY’, ktera je jiz konstantni v daném rozdéleni.

MiuZeme si také vSimnout, Ze podminéna pravdépodobnost nam faktoruje mnozinu 2 podle hodnoty z. Na
této faktorové mnoziné poté mizeme zavést novou ndhodnou veli¢inu se zajimavymi vlastnostmi.

Definice 28 (Podminéna stfedni hodnota jako ndhodné veli¢ina). Bud X = (Y, Z) diskrétni ndhodny vektor,
E|Y| < oo. Definujeme nadhodnou veli¢cinu E(Y|Z) piedpisem E(Y|Z)(w) = E(Y|Z =n) Vw € {w : Z(w) = n}.
Rozdéleni této ndhodné veli¢iny je ziejmé P[E(Y|Z) = E(Y|Z =n)] = P[Z = n).

EY m4 tuto vlastnost: E(Y — EY)? = min,ecg E(Y — a)?. Stfedni hodnota je tedy nejlepsi konstanta, kterd
reprezentuje nejmensi ¢tvercovou chybu.

Na mnoziné {w : Z(w) = n} plati E(Y — E(Y|Z = n))? = minyer E(Y — b)2. Miizeme tedy najit jesté lepsi
konstantu, nez EY, reprezentujici tuto informaci.

Véta 34. Bud X = (Y, Z) diskréini ndhodny vektor, E|Y| < co. Pak E(E(Y|Z)) = EY.
Diikaz. Piimy disledek véty O
Poznamka (Podminény rozptyl). var(Y|Z =n) = F ((Y —E(Y|Z=n))? ’Z = n)

Definice 29 (Podminénd hustota). Bud X = (Y, Z) absolutné spojity ndhodny vektor se sdruzenou hustotou
fyv,z. Definujme fy |z (v|w) predpisem:

fy,z(v,w)
fyz(ww) = {fz(w) fz(w) >0
0

jinak

kterouz funkci nazveme hustotou podminéného rozdéleni Y za podminky Z = w.
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Nyni pojdme ovéfit, ze takto definovand hustota je opravdu hustotou.
Marginalni hustota fz = ffooo fv,z(v,w) dv. Pokud je rovna nule, potom fy,z(v,w) = 0.

Nyni [%2 fyjz(vlw) dv = [ Do2w) - fztu) kdykoliv fz(w) > 0.

PYeA ZeB|= [, [sfrzww) dwdv= [, [5 fyzww)fz(w)dwdv = [ ([, fr)z©w)dv) fz(w)dw
Zde mizeme vidét nédznaky véty o iplné pravdépodobnosti pro absolutné spojity ndhodny vektor.

Definice 30 (Podminéné stiedni hodnota). Bud X = (Y, Z) absolutne spojity néhodny vektor, ¢ : R? — R
takové, Ze E|G(Y,w)| < co. Pak definujeme E(g(Y,2)|Z = w) = [*_g(v,w) fy|z(v|w) dv a E(Y|Z = w) =

ffooo v fy|z(vlw) dv.
8 Nerovnosti a meze

Nerovnosti se hodi k odhadovani urc¢ovani pravdépodobnosti urcitych jevi ¢i veliéin.

Véta 35 (Markovova nerovnost). Bud X nezdpornd ndhodnd veli¢ina. Potom

EX
Dikaz. [X 2 8] = P{w : X(w) 2 E} = fw:X(w)>s 1dpP < f X (w)> X(EW) Vzdy kladné P < fﬂ EW) dp = =

Véta 36 (Markovova nerovnost podruhé). Bud X nezdpornd ndhodnd velidina. Potom

PX >¢] < E(;,fk) Ve >0,k >0
Dikaz. Jedind zména oproti pfedchozimu: X (w) > € = (Xiw)>k > 1. Jinak stejné. O
Véta 37 (Cebysevova nerovnost). Bud X ndhodnd veli¢ina a E|X| < co. Pak
PIX — EX| > < Y2 X
Diikaz. Véta[36] pouzitd na |X — EX|a k = 2. O

Pojdme si na chvili povidat o ndhodnych prochdzkach. Piedstavme si, ze jsme zrovna vysli z hosptdky ve
tfi rdno a ndhodné v ulicich jdeme na sever nebo na jih par minut. Kam aZ se mizeme dostat? Za jak dlouho
se vratime zpét k hospodé, abychom tam stravili ¢as tentokrat az do rana?

Méjme X1, Xo,... nezavislé, jejichz pravdépodobnosti jsou P[X; = 1] = P[X; = —1] = 1. Déle méjme
S = Y X;. Cebysevova nerovnost iika P[|S, — ES, >¢| < Va;%

Spoétéme nyni ES; =Y. EX; =0avarSy =vary_ S; => varS; = k.

Podle nerovnosti tedy dostavédme, ze P[|S,| > ¢] < %&. Dale P[|S,| >2y/n] < & < 1.

Véta 38 (Kolmogorovova nerovnost). Budte X1, Xa,... nezdvislé ndhodné veli¢iny a E|X;| < oo Vi. Pak

5] o X varX,

k

S 3 >
max Z(Xl EX;)| >

=1

P =

Diikaz. Oznacéme si Sy, = Zf:l(Xi — EX;). Potom ES,, =0avarS; = Zle var X}, diky nezavislosti. Hleddme
tedy pravdépodobnost Plmaxi<k<n |Sk| > €].

Zadefinujme si mnozinu Ay = {w : |S;(w)| < &,7 < k,|Sk(w)| > €} a Sy = 0. Mlzeme si vsimnout, ze Ay
jsou po dvou disjunktni. Rozlozili jsme pravdépodobnostni prostor podle prvniho prekroceni e.

Potom Plmaxi<i<n |kl > €] = P[Up_y Akl = fiyo_ 4, 1dP =300 [y, 1dP<Z,C v L, Siw) qp.

2

DélefA 52 dPZfA S —Sk—s—Sk) dP = fA S —Sk) dP—l—fA S/C) S’CdP+fAk Sk dP.

Z toho se podivejme na [, 2(S,—Sk)-SkdP = fQ (Sn—Sk)(Skxa,)dP =F ((S — Sk) - Sk - xa,.). VyuZijme
nezavislosti a toho, ze S, — Sk = Xpt1+ Xpoq2o+ -+ X a Sy = X1+ Xo+ -+ X a X4, zvisi jen na
(X1,...,Xk). Tedy cely integréal se rovna E(S,, — Si)ESkxa, = 0.

2 2
Tedy > 1, [ AL S’“g @ ap < J Ay S“E(Qw) dP, kde potom mtizeme postupovat jako u pfedchozich nerovnosti. [J
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Véta 39 (Chernoffovy meze). Bud X ndhodnd veli¢ina. Oznacme x (t) = Ee'* jeji momentovou vytvorugici
funkci. Pak

4 t
P[X > a] < min v ),P[X <A] < minwxi()
t>0 eta t<0 eta
Diikaz. Pro prvni mez P[X > a] = P[e!X > e!%] pro ¢t > 0. Dostali jsme nezdpornou veli¢inu, vyuZzijeme
Markovovu nerovnost, tedy PletX > ] < Eef:f Vt > 0. Z toho potom jen vybereme minimu.
Druhd mez analogicky. P[X < a] = P[e!X > €] < %;l pro t < 0. O

Definice 31 (Poissonovské pokusy). Budte X, Xo, ... nezdvislé ndhodné velifiny takové, ze P[X; = 1] =p; =
1— P[X; =0],p; € (0,1). Takové pokusy se nazyvaji nezavislé poissonovské pokusy.

Jestlize u poissonovskych pokust bude kazdé p; = p pro néjaké konstantni p, dostaneme bernoulliovské
pokusy.

Véta 40 (Horni Chernoffovy meze pro poissonovské pokusy). Budte X1, Xo,... nezdvislé poissonovské pokusy
s parametry p1,ps, - ... Oznaéme S, = > 1| X, s = Yy Di-
1. Prod > 0:

66 Hs
PlSp > (14 0)ps] < ((1+5)(1+6)>

2. Pro0<d6<1: )
P[Sy > (14 6)pg] < e /3

3. Pro 6 > 6us:
P[S, >¢§ <27°

Diikaz. Jen prvni. P[S, > (14 0)us] < eﬁffﬁg()t,)
Z nezévislosti a véty [26 dostavame s, = [/, s, (1) a ¥y, (t) = EetXi = piet + (1 —p;) = 1+ pi(e! — 1).
Dale J[;_; (1+ pie’ — 1)) = exp{35_; log(1 + pi(e’ — 1))} < exp{(e’ = 1) 3 L, pi} = exp{(e" — s}

Dosadime do vzorce, dostavame Hy:le(tl(ff;)(::*l)) < eziégs?;;}s))i} =exppus(et — 1 —t(1+ ).
Nakonec P[S,, > (1 + §)us] < %ﬁ?)(jt—l)) = exp p15[6 — log(1 + §)'*°] = hledany vyraz. O

9 Nahodné vybéry a limitni véty

Na této prednasce jsem z nemoci chybél, proto mize par véci chybét.

Definice 32 (Mnozinovy limsup a liminf). Bud A,,n =1,2,... mnoziny (ndhodné jevy). Definujme
o0 o0 oo oo
limsup A4,, = m U A; liminf A, = U m A;
oo n=11i=n nree n=11i=n

Jestlize a € limsup,,_,,, A,, potom existuje nekonecné mnoho mnozin A;, kde a € A;. Jestlize b €
limsup,,_, ., An, potom existuje nejvyse koneéné mnoho mnozin A4;, kde b ¢ A;.

Véta 42 (Borel-Cantelliho 0-1 pravidlo). 1. Bud A,,n =1,2,... ndhodné uddlosti. Pak

ZP(Ai) <oo=P (HmsupAn) =0.
i=1

n— oo

2. Bud A,,n =1,2,... nezdvislé ndhodné uddlosti. Potom

n— oo

ZP(Ai) =c0o=P <limsup An) =1
i=1

Vimnéme si, 7e liminf A,, = (limsup AS)®. Z tohoto diivodu miizeme ve vété 42| pouzivat jak lim sup, tak
i liminf.

Definice 33 (Nahodny vybér). Posloupnost X7, X5, ... ndhodnych veli¢in ¢i vektort takovych, Ze jsou nezévislé,
identicky rozlozené, nazvéme nahodny vybér velikosti n nahodného rozlozeni Py .
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Definice 34 (Vybérové momenty). Bud X;,..., X,, ndhodny vybér. Potom

1. X, = 13" | X; se nazyvéa vybérovy primeér.

—n
2. 52 =430 (X; — X,)? se naz§va vybérovy rozptyl.

n

3. Z/T:L(x) = %le x(X; < x), kde x je indikdtorové funkce, se nazyva empiricka distribucéni funkce.

Véta 43 ((Slaby) Zakon velkych &isel). Bud Xi,Xs,... nezdvislé a identicky rozloZené ndhodné velidiny s
konecnym primérem EX| = u a konecngm rozptylem var X; = o2. Potom

1 n
ﬁ;Xi—M

Dikaz. Vidime, Ze stfedni hodnota z priméru EX, = F % X = %ZEXZ = p.. Vyuzijme nyni Cebyseovu
nerovnost, tedy P[|X, — p| > ¢] < ¥,

P >e| = 0 pron — oo. Ve >0

Podivejme se nyni na varX,, = var > X; = - var} X;. Diky nezavislosti ziskdme % var} X; =
LS var X; + 5 3., cov(X;, X;). Jelikoz jsou kazdé X; nekorelované, druhd suma je nulova, zatimco ta
n n i#£] J
prvni limitné konverguje k 0. O

Tato vlastnost se nazyva (slaba) konzistence vybérového priiméru. Pfedpoklad 0% < oo se zd4 piilis silny.

Tn—uiOnebOTniu.

Priklad. Méjme alternativni rozdéleni v n pokusech, kazdy pokus nastévé s pravdépodobnosti p. Potom vybé-
rovy prumér je pocet ispéchtt v n pokusech a stfedni hodnota je p.
Relativni pocet tspéchi tedy diky zakonu velkych ¢isel konverguje k p.

Véta 44 (Konzistence empirické distribu¢ni funkce). Bud X1, Xa,... nezavislé a identicky rozloZené nahodné
veli¢iny s distribucéni funkci Fx. Pak pro kazdé x plati

P

}/7\”(33) —Fx(.ﬁ)‘ > 5} — 0 pro n — 0.

Pfiklad. Mdme X s nezndmym rozdélenim. Chceme ur¢it P[0 < X < 1]. Potfebujeme ndhodny vybér
X1, Xo,... s timto nezndmym ndhodnym rozdélenim a vime, ze F,(1) — Fx(1) a F,(0) — Fx(0). Tedy
P[0 <z <1] = Fx(1) — Fx(0). Dale x(z < a) dava jednicku, pokud je z < a, jinak nulu.

—~

Proto F,(1) — F,(0) = 1 S x(0 < X <1) & Po < X < 1].

Dikaz. Podivejme se na stfedni hodnotu a rozptyl odhadu ﬁ(x) Tedy Eﬁ(z) = ELYx(X; € X) =
LY Ex(X; < X) = Ex(X; < X). Dale x(X < z) = 0 s pravdépodobnosti F(z) a 1 s pravdépodobnosti
1 — F(z). Mame tedy Bernoulliho ndhodny pokus se stfedni hodnotou F(z). Tedy Ex(X: < z) = F(z) a
var x(X; < z) = F(z)(1 — F(z)).

Vyuzijme nyni Cebyseovu nerovnost. P[|l/7,\1(x) —F(z)| >¢] < ™ ﬁ;"(z) = L F(z)(1- F(z)), coz pron — 0o
konverguje k nule. O

Pfedchozi véta plati dokonce i rovnomérné, tedy P {supx Z/T,:(x) — Fx (x)‘ > 5} — 0.

Véta 45 (Centralni limitin{ véta). Bud X1, Xo, ... nezdvislé a identicky rozloZené ndhodné veliciny s konecnym
primérem EX, = pu a konecnym kladnym rozptylem var X; = o > 0. Pak

X, —

P[\/ﬁ

< z] — &(x)

kde ® je distribucni funkce standardniho normdiniho rozdéleni N(0,1).
Stejné tak muZeme tict

X, — "X - .
AN N(0,1) nebo 2z Xi 4 N(0,1) nebo Vi (X, — ) 4 N(0,02).

o no?

vn

Priklad. Podivejme se na vyuziti Centrélni limitni véty.
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1. Chceme védét, s jakou pravdépodobnosti bude pocet tspéchtt v Bernoulliovskych pokusech vyssi, nez a.

Mame Xi,..., X, nezavislé stejnomérné rozdélené s alternativnim rozdélenim parametru p. Kolik bude
P[Z X; > CL]7
Pouzijeme Centralni limitni vétu a pouzijeme stejné tipravy na obé strany:
X — _ _
PEX,>a=p| =N AT | a0
Vinp(L=p) ~ /np(1—p) np(1 —p)

2. Urceni poc¢tu pokusi. Chceme védét, kolik pokusi mame udélat, aby se relativni pocet tspéchii v Ber-
noulliovskych pokusech (tedy podil tispéchtt k poctu pokusi) lisil od teoretické pravdépodobnosti nejvyse
o ¢ s pravdépodobnosti nejvyse . Tedy hleddme n tak, aby P[| X, —p| > ¢] < a.

Znova vyuzijeme CLV a upravujeme. Upravou dostaneme
X0 —pl

n——n

p(1—p)

P

>a1 =1-P[--<a=1—(P[--<a]—P[--<—a]) =1—(P(a) — P(—a)).

To znamend, ze hleddme a = ‘fg ) tak, aby 1 —(®(a) — ®(—a)) < a, tedy ®(a) — P(—a) > 1 —a. Vime,
p(1—p

#e ®(—a) =1 — ®(a), z toho dostavéme, ze 2®(a) > 2 — o, tedy a > @~ (1 — $). Z a potom ziskdme n.

Véta 46 (Delta). Bud Y1,Ys,... posloupnost ndhodngch velidin takovych, Ze v/n(Y, — ) 4 N(0,02) a dife-
rencovatelnou funkci g. Pak

Vi (9(Ya) = g(1)) 5 N (0, (g'(1))*0?)
Delta véta se pouziva, kdyz chceme asymptotickou normalitu néjaké diferencovatelné transformace normal-
niho rozdéleni.
Priklad. Predpokladejme, Zze mame Poissonovo rozdéleni s parametrem A. Pak vime, ze EX = var X = \. Z
CLV vime, ze v/n((X,) — \) 4 N(0,)). Dale vime, ze P[X = 0] = e~ = g(\).
Delta véta itka v/n(e=Xm — =) L N(0,A(¢'(\))2) = N(0, Ae=2}).

Véta 47 (Cramér-Slutskij). Bud X, % N(u,02), Up > a a Z, £> s > 0. Pak
Z0Xn + Up % N(sp+ a, s%02)

Cramér—Slutskij a Delta véty jsou zékladni nastroje pro asymptotické odhadovaci techniky zalozené na CLV.
Z véty C-S vyplyva, ze konvergence 4, je slabsi, nez konvergence Eify

Tato véta se nejcastéji pouziva, kdyz nezname rozptyl nebo je prace s rozptylem pfili§ obtizna. V tom pfipadé
potom vime, ze diky CLV \/ﬁ% 4, N(0,1) a také ze zdkona velkych ¢isel % 251 pokud 0 < 02 < .

Diky C-S vété pak W = \/ﬁx’;i;“ 4N (0,1), tedy jsme nahradili rozptyl jeho vybérovym odha-
dem.

10 Bodové a intervalové odhady, hypotézy

Jednim ze zakladnich kol statistiky je udélat néjaky (dobry) odhad.

Pfedstavme si, ze mame pokus, jehoz vysledkem mtze byt 0O, ..., n. Udélali jsme tedy n pokustl, zajimé nés
P[X = k]. Jednou z moznosti je sestavit empirickou distribuéni funkci, kterd bude po ¢astech skokova. Tyto
odhady nejsou ideélni ani pfesné, musime odhadovat n + 1 hodnot.

Piedstavme si ale, Ze pfedem vime, Zze = ~ Bi(n, p). Jiz zndme n, sta¢i ndm odhadnout pouze jeden parametr
p, potom ndhodné rozdéleni jiz zname.

Definice 35 (Parametrické tiidy). Parametrickou t¥idou nazveme P = {P, : § € ©}, kde © C R? je prostor
parametrii a Py je rozdéleni ndhodné veli¢iny (vektoru) zndmé az na parametr 6.

Piiklad.
e Bi(n,p), rozdéleni P[X = k] = (})p"(1 —p)"~*. Potom © = (0,1) a p je neznama.

(z—p)?

202
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e N(u,0?) s hustotou 7o exp(— ), potom © = R x (0,00) a parametry jsou (u,c?).

e Exponencialni rozdéleni s hustotou f(x) = Ae =% potom © = (0, 00) x R, parametry (\,a).
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Definice 36 (Bodovy odhad). Bud X1, Xs,..., X, ndhodny vybér s rozdélenim Py z parametrické t¥idy P a s
0 neznamy parametrem. Bodovym odhadem 6 je funkce T : R” — O, T'(X1, ..., X,,) — ..., jeji pfedpis nezavisi
na parametru 6.

Ukolem je najit T, které ,dobfe“ aproximuje 6, dale:

1. Bodovy odhad T nazveme nestrannym, pokud V6 € © plati ET = 0 je-li  skute¢nou hodnotou parametru.

2. Bodovy odhad T je konzistentni, pokud V6 € © plati P[T — 6] > ¢ — 0 je-li  skuteénou hodnotou
parametru. (Tedy T Eil 6).

Mame-li vice konzistentnich odhadt, chceme vybrat ten s nejmensim rozptylem. Neni vSak zaruceno, aby
existoval stejnomérné nejlepsi odhad.
Cim mame vétsi nahodny vybér, tim je odhad T presnéjsi. To ndm zarucuje pravé konzistence 7.

Mala odbocka do anglictiny. , Estimator® znamena funkci T, zatimco ,Estimate“ je uz konkrétni hodnota
T(Xy,...,X5).

Jak ziskat bodovy odhad? Existuje na to mnoho zpisobu:

Definice 37 (Metoda momentt). Bud Py € P a tlohu najit bodovy odhad 6. Pfedpokladejme, Ze momenty
EXJ =h;(0),j =1,2,... Potom feseni rovnic

—_

- doxio= hj®)  ,j=1,...,dim(0)
— N——

Skutec¢ny moment
Vybérovy moment

nazveme odhad metodou moment.

P¥iklad. Mé&jme normalni rozdéleni. Potom EX = pu = hy(u,0?) a EX? = 0% + u? = ha(u, 0?). Odhad je poté
A=Xpacl=1%" X2 (X))
Ze zakonu velkjch ¢isel potom X, i 1, % Dy Xi2 — EX?, tedy odhad o2 = var X.

vvvvvv

Definice 38 (Intervalovy odhad). Bud Xj,..., X, ndhodny vybér z Py, 6 nezndmy parametr a © C R.
Intervalovym odhadem nazveme dvojici funkci L( X7, ..., Xp) = RaU(Xy,...,Xp) = R, jejichz pfedpis nezévisi
na 6 a které spliiuji P[L(X1,...,X) <0 <U(Xy,...,Xp)] > 1—a (Interval spolehlivosti s hladinou spolehlivosti
1 — @) pro kazdé 6, je-li § skute¢nou hodnotou parametru.

Néhodné jsou L a U! Kdyz provddime ndhodné experimenty, Pocet intervalt (L,U) pokryvajicich 6 je v
praméru 100(1 — «)%. Nase snaha je ziskat |UL| co nejmenst.
Jak najit L a U? Mozné postupy:

1. Najdeme funkci H : (X1,...,X,,0), jejiz rozdéleni nezavisi na . (nebo alespon nezavisi asymptoticky).
Obvykle pomtze Centralni limitni véta.
Piikladem je X1, ..., X, s alternativnim rozdélenim zavislém na p, odhadem miize byt % 94N (0,1)
np(1—p

nezavislé na p.

2. Najdeme kvantily I(«),u(e) rozdéleni H takové, ze Pll(a) < H < u(a)] > 1 — . Je-li (asymptotické)
rozdéleni H normalni N(0,1), pak pouzijeme kvantily I(o) = g(a/2) = ®71(§) a u(a) = qi_a2 =
T1(1—-%).

3. Osvobozeni parametru riznymi algebraickymi upravami dojdeme k nerovnostem [(a) < H < u(«) prave,
kdyz L(X1,..., X, lL,u) <0 <U(Xy,...,Xn,1l,u) je-li to mozné.

Avsak nékdy jesté musime zapojit Cramér—Slutskij vétu.

! .- X;— . S vl ey , o
Priklad. Mé&jme Alt(p), potom ?ﬁ € (¢a/2>91-a/2) s pravdépodobnosti pfiblizné pa. Déle z kvantili
ziskdme qo/2/np(1 —p) < 30 Xi —np < q1_a/2y/np(1 — p), madme kvadratickou nerovnost.

Nebo mtizeme pouzit Cramér—Slutskij vétu a mame X,, R p=X,(1-X,) R p(1—p). Z toho dostavame,
je —=Xiznp 4, N(0,1). Potom gq/2\/nXn(1—X,) < p < qi—ay2y/nXn(1 — X,,). Z toho jiz dostaneme

V an(l_Xn)

L:Xin—i—q%\/nXin(l—Xin) aU:Xin—i—ql\’/%”\/nXin(l—Xin),potom PI[L<p<U]l~1-a.
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Pouziti intervalového odhadu. Rozhodnuti o hypotéze: Mé&jme Hy hypotézu, takovou, ze Hy : 6 = 0y. Déle méjme

alternativu Hy : 0 # 6.
Intervalovy odhad pro nezname 6 se spolehlivosti 1 — a. Mame (L, U) takové, 7e P(L <0 <U)=1—a. Je

nase 0y € (L,U)? Pokud ano, Hy nezamitneme na hladiné statistické vyznamnosti . Pokud v8ak ne, zamitneme

ji.
Vsimnéme si, Ze se zvySujicim se n se interval (L, U) zmensuje. Je potieba také vazit fakticky vyznam!
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