Matematicka analyza III naaoss

Dusan Pokorny

1 Riemannuv integral ve vice dimenzich

Jiz. vime, jak se Riemanniv integral aplikuje v jedné dimenzi. Vezme se horni a dolni soucet, ty se k sobé
priblizuji. Jak se to ale chova ve vice dimenzich? Potfebujeme védét, co vlastné jsou napiiklad intervaly nebo
soucty.

Definice 1.1. Mnozinu v R? nazveme intervalem (boxem), pokud je ve tvaru [ay,bi] X [ag,ba] X - X [ag, bg]
pro a; < b;, tedy pokud to je kartézsky soucin vice intervali.

Integrovat vzdy budeme pouze na boxech. Abychom to mohli provést, potiebujeme védét, jak na téchto
boxech vypada déleni.

Definice 1.2. Mé&jme I box v R%. Déleni I nazveme mnozinu D = {I; x I x - -- x I4|I; € D;}, kde D; je déleni
intervalu [a;, b;].
Budeme zapisovat D = Dy X Dy X --- X Dy.

Poznamka. Déleni intervalu nadefinujeme trochu jinak, a to jako D = {[zo, z1], [x1,x2], ..., [Tn—1,Zs]}. Potom
I € D myslime rozdéleny podinterval z déleni.

Toto déleni ndm v podstaté box rozdéli na miizku mensich boxi, podobné jako déleni intervalu nam jej
rozdélilo na sousedici podintervaly.

Definice 1.3. Déleni D = Dy x - - - x Dg nazveme zjemnénim déleni D = Dy x - - - x Dy, pokud D; je zjemnénim
D;proi=1,...,d.

Pozorovani. Pro D,D € D(I) (mnoZina vsech délent intervalu) vidy existuje spolecné zjemnéni (po slozkdch,).

Ve vice dimenzich misto délky intervalu budeme pouzivat pro velikost boxu jejich objem, tedy soucin délek
jednotlivych slozek. Diky tomu potom miZeme zobecnit i normu déleni.

Definice 1.4. Mé&me I box v R? takovy, ze I = [a1,b1] X --- X [ag,bg]. Potom objem (velikost) boxu |I|
definujeme jako |I| = (by —aq) -+ (ba — aq).

Definice 1.5. Norma déleni D = Dj X - --Xx Dy, znacené jako v(D) je definovand jako maxv(D;) proi =1,...,d.
Nyni mame jiz vse potfebné k tomu, abychom mohli Riemanntv integral zobecnit do vice dimenzi.
Definice 1.6. Mé&jme I box v R? a funkci f omezenou na I. Dale mé&jme déleni D € D(I). Potom:

Dolni soucet je s(f,D)= Z |J] - 125]“(33)
JebD ¥

Horni soucet je  S(f,D) = Z |J| - sup f(x).
JeD zeJ

Definice 1.7. Mé&jme I box v R? a funkci f omezenou na I. Potom Riemanntiv integral definujeme jako:

/f(m) dx = sup s(f,D)...doln7 integral
T
/f(x) dx= inf S(f,D)...horni integrdl
1

Poznamka. Dolni integral funkce f je vZdy mensi, nebo roven jejimu hornimu integralu. Chova se stejné jako
v jedné dimenzi.

Véta. Pro funkci f a déleni D, D’ € D(I) plati s(f,D) < S(f,D’).



Diikaz. Obdobné jako v jednorozmérném piipadé uvazime spoleéné zjemnéni D”. Plati s(f, D) < s(f,D") <

S(f, D) < S5(f, D). O

Definice 1.8. Pokud plati, ze fl f= fI f = K, fikdme, ze f je Riemannovsky integrovatelnd na I, spole¢nou

hodnotu K nazveme Riemannovym integrdlem f pres I, zna¢ime | f(x)dr =K.
Poznadmka. Symbol R(I) definujeme jako mnozinu v8ech funkei f na I Riemannovsky integrovatelnych.
Co umime Fict o R(I)?
Véta 1.1. Méjme f,g € R(I). Potom plati ndsledujici:
e af +Bg € R(I) pro a, B € R. Navic [(af+Bg) =a[f+8[g.
e max(f,g) € R(I).
o f-geR).
Dikaz. Dtikaz je analogicky k varianté z jedné dimenze. O

Ve vice dimenzich nemame zaddnou péknou ekvivalenci k monoténnim funkcim a nemame proto vétu z
minulého semestru tvrdici, Zze vSechny omezené monoténni funkce jsou integrovatelné. Nasledujici lemma je
nicméné opét analogii k odpovidajicimu lemmatu z minulého semestru.

Lemma 1.1 (Nutnd a postacujici podminka pro f € R(I)). Funkce f € R(I) & Ve > 03D € D(I) :
S(f,D)—s(f,D) <e.

Dikaz.

.= f € R(I). Potom vime, z¢e A = [, f = [, f = B, najdeme D, D’ € D(I), ze plati S(f,D) — B < &
A—s(f,D") < 5. Nyni si najdeme spole¢né déleni D. Potom vime, ze S(f, D) — B < saA—s(f, D) <
Seétenim téchto rovnic dostaneme S(f, D) — s(f, D) < e.

a

£
3+

»<=“ Oznatme A = f]f' Vime, Ze pro vSechna ¢ méame déleni takové, ze S(f,D) — s(f,D) < e. Protoze
s(f,D) < [, f, mdme i S(f,D) — [, f < e. Tim padem infimum z vyrazii S(f, D) musi byt mensi rovno
dolnimu integrélu z f, mensi byt ale nemiize, a proto [, f = [} f. O

1.1 Nulové mnoZiny

Definice 1.9. Mnozinu A C R? nazveme nulovou, pokud Ve > 0 3I;,I5,... boxy takové, ze A C Ufil I;
a zaroveil Y - |I;| <e.

Jde tedy o to, Ze mnozinu pokryjeme spocetné mnoha boxy takovymi, ze jejich celkovy objem se blizi k nule.
Véta 1.2. O nulovych mnoZindch muzeme ict nasledugjici:

1. Jednobodovd mnoZina je nulovd.

2. Nedegenerované boxy, tedy a; < b;,i =1,...,d nejsou nulove.

8. Hranice boxu a degenerované boxy jsou nulové.
Diikaz. Ukézeme vlastnosti:

1. Pro jakykoliv & zvolime box [z; — /2, x; + £/2]¢.

2. Tento box maé jiz nenulovy objem, jakékoliv boxy jej pokryvajici budou mit celkem alespon tento objem.

3. Hranici boxu mizeme pokryt koneénym poctem boxt typu I = [a1 —€/2,a1 +¢/2] X [az —&/2,ba +/2].
Jejich objemy jdou k nule pro ¢ — 0.

O
Véta 1.3. Méjme nulové mnoZiny Ay, As, . ... Potom ;= A; je nulovd mnoZina.
Diikaz. Vime, %e A; je nulové, potom najdu boxy I}, ze Ay CUI} > |1} < s
Dale vime, Ze A; je také nulova, tedy Ay CJIZ, Y |I7] < <.
Takto postupujeme pro kazdou mnozinu, kde A,, C JI}7*, > [I]'| < 5=.
Potom 3_. >3, [I7| < 32,2, 57 = €, coz plati z konvergence nekonecné fady. O



K ¢emu nam ale tyto nulové podmnoziny jsou?

Véta 1.4 (Lebesgueova). Méjme f : I — R omezend na bozu I. Potom f € R(I) < mnoZina bodi nespojitosti
A(f) je nulovd.

Poznamka. Tato véta implikuje f,g € R(I) = f+g, f-g € R(I). Déle kdyz mame box I = JU J’' , kde J, J'
jsou boxy s disjunktnimi vnitiky, potom [, f = [, f+ [, f

Naznak dikazu véty. Nejprve si nadefinujeme znaceni osc(f, A) = sup,c4 f(x) —infrca f(z) pro A C I. Kromé
toho si nadefinujeme osc(f, z) = lim,_,o sup osc(f, B(z,p) N I).

Z toho plati, ze f je v x spojitd, kdyz osc(z) = 0. Necht A, (f) ={x € I : osc(f,x) > %} 7 toho dostavame

Dokazme tedy ,,=“, a to sporem. Vime, ze f € R(I). Stadi ukézat, ze A, (f) je nulovd pro vSechna n € N.
Piedpokladejme tedy, Ze A,, neni nulova. Zvolime si déleni D € D(I) a ozna¢me siZ = {I € D : A,,(f)NI° # 0}.
Mnozina 7 je tedy systém boxi pokryvajicich A, (f). Z toho tedy Jo > 0 nezévisla na D : Y ;7 |I| > a.

Vezmeme si S(f,D) — s(f,D) =Y ;cposc(f(I))-|I| = > cposc(f, 1) |I| = 25,7 [I] > 2. Pokud tedy
a, neni nulova, potom f neni integrovatelna.

Nyni ,,<“. A(f) je nulova, potom f € R(I). VSimnéme si, ze A, (f) je uzaviena (a tedy omezend), tedy je
i kompaktni. Proto Ve > 0 3I4,...: ;o I? 2 A, (f) : Yoy IIi] < €. Tedy mame systém otevienych mnozin,
ktery pokryva kompaktni mnozinu. Proto existuje pokrlgfltl kone¢né mnoha boxy Iy, ..., Iy, které jsou nulové.

Existuje D € D(I) takové, ze 3Z C D : ;7 I = U;_; 1i- Nyni méme systém boxu ktery pokryva A, (f) a
tedy > ;7 || <e.

Nyni si vezmeme mnozinu K = I\ (U;ezI) 2 An(f))?. Tato mnoZina je omezenéd a uzaviena, a tedy
kompaktni, dist(K, A, (f)) > 0. V kazdém bodé K je oscilace dostatecné mala. Proto 3p > 0 ke kazdému = € K
takové, ze osc(f, B(z,p) N 1) < L.

Déleni D si vice zjemnime, aby osc(f,I) < =. Kdyz I € D, I C |J;c7I. Nyni mizeme ¥ict, ze S(f,D) —
S(f,D) = X yep oselfs DI = 5yez 05c(f DI+ X gz ose(f, )| < 0s6(f.1) Xz <o + [1]L. 0
Lemma 1.2. feR(I), [, f=0, f >0 = {f >0} je nulovd.

Diikaz. Chceme, 7e pokud = € {f > 0}, potom x € A(f) (mnozina boda nespojitosi f). Pokud je f(z) > 0
(

>
x ¢ A(f), potom 36 : f(y) > @ pro Yy € B(x,d)NI. Potom existuje nedegenerovany J C B(x,6)NI: f > f2

na J, tedy [, f > @ -1J] > 0, coz je spor.
Tedy {f > 0} C A(f), ta je ale nulova z Lebesguovy véty. O

Lemma 1.3. Méjme [ omezenou na nedegenerovaném boxu I, kde I = J x J' pro J,J' boxy. Potom

[r<[|[r@na|as< [{[repa]a<[r
g J’ J I

T PL

Dikaz. Mé&jme D € D(I) takovy, ze D = D; X Dy pro Dy € D(J),Dy € D(J'). Mé&me A € D;, z toho
In={AXxB: BGDQ}CD Podobné méjme B € Dy, kde I® = {Ax B: A€ D1} C D.

Oznacme si ¥ = sup,c 4, 5 f(x), podobné fA = 1nfze,4x3 f(x). Jesthze si vezmeme (z,y) € A X B, potom
8 < f(z,y) < F{. Zafixujme si y € B. Potom f|A| < fA z,y) < fA z,y) < FB|A|.

To tedy znamend, ze fZ|A|-|B| < I (fA x,y dx) dy < fB (fA x,y dx) dy < FB|A| - |B|.
Nyni si vezmeme sumu pres vie: s(f, D) = 3" ycp, pep, fAIAl 1Bl <X acp, Bep, Js (fA T,y dx) dy <
ZAeDl,BeDg fB (fA Y dX) dy < ZAeDl,BeD2 FP|A]-|B| = S(f, D).

Pokra¢ujme dél... Y ,cp Ypep, [ (fA f) =/, (fJ f). Pro horni integréal analogicky. Nerovnosti vyply-
vaji. O

Véta 1.5 (Fubini). Necht f € R(I x J), potom

[r=[|[swmax| o= [| [ e ay
IxJ J T I

Specidlné f] x,y)dx = f] z,y) dx pro vsechna y € J aZ na nulovou mnoZinu. A tedyy — [ f(z,y)dx je
definovand aZ na nulovou mnoZinu.



Poznamka. Ve Fubiniho vété i v lemmatu mizeme piehodit pofadi integrace.

Diikaz. Podle lemmatu méme fIXJ < JJ (L flz,y) dx) dy < JJ (f; f(z,y) dx) dy < L (f[ flz,y) dx) dy <
[ 7, [- Dostavdme rovnost.

Zavedeme si funkci y — ff(x,y) € R(J) a plati fJ <f1 f) = fli f. Podobné muzeme zavést y jako dolni
integral a dostaneme stejné rovnosti. B

Tedy funkce ¢ : y — [, f — [, f € R(J). Déle plati [, ¢ = 0. Protoze [, f > [;, mame ¢(y) > 0. Tedy podle
lemmatu je mnozina {y € J : ¢(y) > 0} nulova. )

A tedy [f = [f aZ na nulovou mnoZzinu. O

Definice 1.10. Mé&jme E C R¢ omezenou, F nulovou a f : E — R omezenou, potom definujeme

[

kde I je néjaky box obsahujici £ a F(x) = f(z) proxz € E, F(x) =0 pro = € I \ E, pokud plati F' € R(I).

Poznamka. Specidlné f € R(I), E C I,0F nulova, potom fE f existuje a je roven fI fxe, kde xg(xz) =1 pro
z € E, 0 jinak.

Diikaz. Vime, 7e f € R(I) < A(f) je nulova. Kdyz x € E°, potom fxg = f na okoli z a tedy fxg je spojita
pravé, kdyz f je spojita v x.

Kdyz z € (I \ E)°, potom fxg = 0 na okoli x a je také spojitd v z.

Tedy A(fxe) C A(f)UVE. O A(f) vime, Ze je nulova a podle pfedpokladu i OF je nulova. Proto i A(fxEg)
je nulova a fxr € R(I). O

Definice 1.11. Definujme objem mnoziny E jako Vol(E) = fE 1. (protoze A(xg) C VE a OF je nulova)

Definice 1.12. Oznaéme pro E CR¥ x R™ : mE = {z € R¥ : I(w,y) € B}, mE = {y € R™ : I(w,y) € E}.
Déle pro z € R* definujme tez E* = {y : (z,y) € E}, pro y € R™ definujme EY = {x : (z,y) € E}.

Véta 1.6 (Obecngjsi Fubiniho). Méjme E C RF x R™ omezenou, OF nulovou a funkci f : E — R omezenou a
fE f existuje. Potom

éf/ [tamay | a= [ | [t@may| = [ | [femax]ar= [ | [fegax] an

mE \E* mE \ET o E \Ev moE \EY

Specidlné [ . f(z,y)dx a [, f(x,y) dy ezistuji aZ na nulové mnoZiny.

1.2 Véta o substituci

Definice 1.13. Mé&jme U C R? otevienou, ¢ : U — R? zobrazeni. Reknéme, Ze ¢ je requldrni, pokud plati:
1. ¢ je spojité diferencovatelné na U, ¢ € C1(U).
2. @ je prosté.
3. Matice Dp(z) ma plnou hodnost pro vSechna z € U.
Oznacime Jp(z) = det Dy(x),z € U.

Véta 1.7 (o substituci). Mé&ime A C R, A nulovou, ¢ : A — R? reguldrni na A°. Ddle mé&jme f: A — R

omezenou. Potom
[ 1= [toe100
©(A) A

pokud oba integrdly existuyi.



2 Analyza v komplexnim oboru

Komplexni éisla C si miiZeme piedstavit jako R2. Na R? mame definované séitani a nasobeni skaldrem. Toto je
vSak stale jen vektorovy prostor, my bychom chtéli téleso. Potfebujeme tedy operaci nésobeni.
Zavedme si i2 = —1 a potom komplexni &islo z = z+iy z,y € R. Diky této rovnosti miizeme zavést nasobeni:

(z +iy)(u+iv) = (xu — yv) + i(zv + yu).
Poznamka. Diky komutativité normalniho nasobeni na R je nésobeni na C také komutativni.
Kdy? je z = x + iy komplexni &slo, potom Z = x — iy jeho komplexné sdruzené ¢&islo. Potom 2% = 2 + /2.

Z toho miizeme definovat |z| = v/2Z.

— = “/ —
Inverzni prvek k z + yi existuje a rovnd se +yl =TI T T |

A . uzivame metriku zdédénou z R<. Di mu mam nované limity. nvergen m-
Poznamka. Na C po ame metriku zdédéno R2. Diky to ame definované limity. Konvergence ko
plexniho ¢isla znamena tedy konvergence realné i imaginarni ¢asti.

Limitu lim,_,,, f(z) definujeme jako v metrickém prostoru R2.

Kdy? méme funkci f : C — C, mizeme ji také napsat jako f = (u,v) u,v : R> — R, tedy po slozkach
f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Z t&chto vlastnosti mizeme odvodit lim,_,., f(z) = a +ib < lim,_,,, u(z) = a Alim,_,,, v(z) = b.

Poznamka. Pro tento pojem limity plati pravidla pro aritmetiku limit, jak ji zndme z redlného oboru.

Definice 2.1. Mé&jme f definovanou na okoli z € C, definujeme derivaci f v bodé z jako

f/(z) — lim f(w> B f(z)

w—rz w — z
Véta 2.1. Pokud f'(z) existuje, potom je f spojitd v z.

Dikaz. limy,—,, f(w) — f(2) = limy,— . W (w = 2) = limy—,, M limg . (w — 2) = f/(2) - 0. O

z

Véta 2.2. Necht f' =0 na C, potom f = c je konstantni funkce, c € C.
Poznamka. Tato véta plati obecnéji, C mizeme nahradit souvislou otevienou podmnozinou C.

Dikaz. Vime, ze lim,,_,, % = 0. Rozepisme f(z) = u(z) + iv(z). Potom lim,,_, , % = 0 a zaroven
v(w)—v(2)

w—=z
Kdyz si zvolime pro z = x + iy specialni tvar w = (z + t) + iy, lim;_¢
w =z +i(y+t) a v. To znamend, ze parcidlni derivace u i v jsou nulové.
Nyni chceme ukazat, ze f(z) = f(0). Vime, Ze u i v jsou konstantni na pfimkach rovnobéznjych s osami.
A tedy totéz plati i pro f. Tedy f(0) = f(z) = f(z + iy). O

lim,,—,

u(ett,y)—u(z,iy) _ i
# = 0. Analogicky pro

Zatim se zd4, Ze se C chova dost podobné jako R?. Komplexni derivace méa vSak mnohem silnéjsi vlastnosti.
Podivejme se na lim,,_,, w a pouzijme f = u + v. Ziskdme

o T = FG) () —u() () = o)
w—z w— 2z w—2z w— 2z w—z w— 2z
Ted uvazme pouze tUsecky rovnobézné s osami. Dostavame:
oy e u(mtty) —u(z,y) v(z+ty) —v(z,y) Ou v
f(z)—%;o t t }gr(l) t 8:6( )i 895( 2
fy oy (T, y+t) u(z,y) ... v(x,y+it)—v(z,y) 10u v v Ou
f(z) = lim +ilim p zay(z)+@( z) = 8y( z) = Z;y(»ﬁ

Z tohoto dostavame, ze J%(2)+i92(z) = g—Z(z) i . (2). Tedy po slozkach 9u(z) = g—Z(z) a g—;(z) =—9u(z).

Tyto rovnosti se nazyvaji Cauchy-Riemannovy podmmky

Definice 2.2. M&me f : D — C, kde D C C oteviena. Tuto funkci nazveme holomorfni na D, pokud f’
existuje na D.

Holomorfni funkce jsou neskutecné pékné a kuprikladu plati, ze pokud je funkce holomorfni, existuji vSechny
jeji derivace. Pfedpokladejme nyni, Ze f je holomorfni na D. Potom w i v maji vSechny parcialni derivace druhého
v 7 . ’ 2 2 2 2 7 e v 2 2
fadu spojité. Tedy %(2’) = aigy (2) a gT“(z) = —8‘18”30 (2) = —aiavy(z). Z toho dostévame, ze % + ng =

a2 a2
Au = 0. Obdobné gzg + g—yg =Av =0.




Definice 2.3. Mé&me h: U — R, kde U C R?. Funkce h se nazjva harmonické, pokud Ah = 0 na celém U.

Pokud f = u + iv je holomorfni na d C C, jsou u i v harmonické.

Predpoklddejme nyni, ze Vu(zg,yo), Vv(zo,yo) # 0. Nyni si vezméme troviiové mnoziny M = {(z,y) :
u(e, ) = ulzo,40)} a K = {(,9) : () = v(z0 v0)}.

Déle méjme diferencovatelné k¥ivky v : ¢t — (v1(y),v2(v)), v(to)
parametricky, pro tuto kfivku taky plati B((xg,y0),p) N M (
B s = (Bu(s), B2(s)), B(so) = (xo, o).

Pro tyto kiivky potom plati, ze u(Xo,yo) = w o y(t) na okoli ¢y ,stejné tak v(zo,yo) = v o S(s)) na okoli sg.

= (x0,Y0), které poté popisuji kiivku
= (v) U B((z0,¥0), p). Analogicky si vezméme

Z toho tedy vyplyva, ze 0 = (% o~(t), g—Z o fy(t)) (71 (1), 72 (t))T, analogicky pro v, 3, s.
Za dusledek dostéavame diky tomu, ze Vu - Vv = % . % + g—Z . g—Z =0to,zey -3 =0.
Miizeme tedy piejit na novy systém soufadnic. 22 = z2 — y? + i2zy, tedy u = 22 — 3% a v = 2zy.
Déle se z vlastnosti holomorfismu podivejme na totalni diferenciél:

<g7; 8;) _ (a —b) e < =Ty a2b+b2> _c <A —B) _c (cosa —sina>
v v - - b a - - -3 9
qu g b a — = B A sina  cosa
pravé, kdyz si fekneme, ze o = arccos(A). Z determinantu vime, ze A? + B2 = 1. Tedy A = cosa a
B = +sina. Déale vidime, Ze totalni diferencial je rotace.

Véta 2.3. Méjme f: C DU — C, které se rovnd f = u+iv a bod z = x + iy € U. Necht u i v maji totdlni
diferencidl v bodé (x,y) a spliuji C-R podminky. Potom f'(z) existuje.

Diikaz. u mé totalni diferenciél, takze

u(z+ s,y +1t) =u(z,y) + Vu(z,y) - (s,t) + (s, t) - |(s, )]
Pfitom pro (s,t) — 0 jde ¢ — 0. Stejné tak

v(z+s,y+1t) =v(x,y) + Vol@+y)-(s,t) + (s, 1) - [(s,1)]
a 1) — 0 pro (s,t) — 0. Necht dale o = ¢(s,1)|(s,t)] + (s, t)|(s,t)].

Chceme Fict, ze f méa derivaci. Tedy je potieba spoé¢itat limitu. Vyjadiime si w = = + s +i(y + t), zatneme
zuby a dosadime.

fim L) = fE) oy Sedstily+0) - fletiy)
w—z w—z |(s,t)—0] s+t
_ lim u(m+s,y+t)+zv(m+s,y+t)—u(ac7y)—w(x7y) —
|(s,t)| =0 s+t
u(r+s,y+1t) —u(z,y) tilvle+s,y+1t) —v(zy)
s +it

ted pouzijeme existenci totalnich diferencialti u a v:
Vu(z,y) - (s,t) +iVo(z,y) - (s,t) +0

= lim -

[(s,t)|—0 s+t
_ g @t g @yt tig (@ y)stig (@ y)ito
T (s,0)[—0 s+t B

a nakonec vyuzijeme C-R podminky:
i Fu(z,y) - (s+it) + i3 (x,y) - (it +5) + o0
= lim
I(s,6)| =0 s+t
po (Bey) +if () (s+it) +o
I(s,6)| =0 s+t

_Ou v ) |s + it

ou Ov




2.1 Mocninné fady v komplexnim oboru

Méjme fadu sy = Z:LO ¢n. Pokud limy_,o0 5, = S € C, potom fikdme, ze fada Y. -, c, konverguje (ma
soucet S).

Definice 2.4. Reknéme, Ze fada Y .- ¢, konverguje absolutné, pokud > o |c,| < oco.

Lemma 2.1. Pokud . ¢, konverguje absolutné, potom konverguje.

Diikaz. Mé&jme k > I, potom |sx — 8| = ‘Zﬁ:z 41 Cn|- Podle trojihelnikové nerovnosti potom ziskdme vztah
k k 9]
| 0| € Thiin lenl < S04 lenl:

Vime, Ze |¢,| konverguje, takze Ve > 03mg : Vm > mg Y., |c,| < €. To znamena, Ze ¢, je Cauchyovska a

proto konverguje. O
Lemma 2.2. Pokud Y. ¢, konverguje, potom |c,| — 0 pro n — oc.
Dikaz. Triviadlng, |s; — sj—1| = |a]. O

Definice 2.5. Vyraz y .~ an(z — z9)" nazveme (formalni) mocninnou fadou se stiedem zy € C a koeficienty
an, € C.
R = sup{|z — 20| : Yoo an(z — 20)™ konverguje} nazveme polomérem konvergence fady Y .- an(z — zo)™.

Lemma 2.3. Necht' Y~ an(z—20)" konverguje a necht |w—zo| < |z—zo|. Potom " a,(w—20)" konverguje
absolutne.

Diikaz. Jelikoz Y7, an(z — z9)™ konverguje, potom |a,(z — 20)"| = |an| - |z — 20" — 0. Tedy IM : Vn |ay,| -
|z — 20|™ < M, posloupnost je omezena.

|lw—2z0|™ _ |w—2z0]

Vyjadiime si tedy |ag|-|w—2o|™ = |ak|~m-|z—zo|”. Protoze |w—zo| < |z2— 2], vime, Ze r = T < L.
n
Potom Y55 o anllu — 20]" = X324 lanlle — z0l" [ 228" < 532 Mvn < o, =

Dusledek 2.1. Je-li R polomér konvergence fady > a,(z — z9)™, potom tato fada konverguje absolutné pro
kazdé z spliugici |z — zo| < R.

Diikaz. Zvolime si |z — 29| < R = sup{|w — zo| : Y_,, konverguje}, tedy Jw : |w — 2| > |z — 29| a odpovidajici
fada konverguje. Podle lemmatu konverguje ZZOZO an(z — 2z9)™ absolutné. O

Kdyz si definujeme funkei f(z) = 3.7 an(z — 20)", je dobfe definovand na U(zg, R) (otevieny kruh se
stfedem v zg a polomérem R).

Nyni jiz vime, jak je polomér R definovany formalné, jak jej ale spocitat? Z predchozich semestri zname
vzorecky pro kontrolu konvergence fady, naptiklad podilové a odmocninové kritérium. Nyni si ukdzeme vzorecky
pro vypocet R:

—1
1. R= (limsupnﬁoo \"/|an|>

an
An41

MLPSS

2. R=1Ilim,_

Dikaz.

1. Vime, ze Y ., an(z — z9)" konverguje, pokud limsup,,_, . V/|as||z — 2z0|® < 1 a déle diverguje, pokud
limsup,,_, Vlan|lz — 2z0|™ > 1.
Nyni 1 > limsup,, ., V/|anl|z — 20|" = |2 — 20| limsup,,_,o V/|an]-

-1
Pokud |z — zo| < <lim SUDP,, 00 A/ |an\> , pak Y o an(z — 20)" konverguje a tedy R > L. Pro divergenci
analogicky s prohozenou nerovnosti a tedy R < L. Spojime nerovnosti a dostavame, ze R = L.

lant1|[z—z0|"

2. Vime, ze Y, an(z—z9)" konverguje, pokud lim,, anllz=20]"
n

lant1]lz—20" ! > 1
lan|[z—z0|™ )

|ant1]lz—20]" "
lan|lz—20™

< 1. Déle vime, ze > 77 a,(z—2z0)"
diverguje, kdyz lim,,

‘an+1|
lan| *

Nyni 1 > lim,_, = |z — 20| limy 00
an
An41
analogicky s prohozenou nerovnosti a tedy R < L. Spojime nerovnosti a dostavame, ze R = L. O

Pokud |z — 2zo| < limy,—00

= L, pak Y7 jan(z — 29)" konverguje a tedy R > L. Pro divergenci




Nyni si ukdzeme, jak mizeme s fadami manipulovat a pocitat je.

Lemma 2.4. Rady Y ;" jan(z —20)" a Y., —qnan(z — 20)" " maji stejny polomér konvergence.
Diikaz. Pro tyto dvé fady plati limsup,,_, ., "V/nla,| = —2 a limsup,,_, . V/|an] . Déle limy, o ¥/n =
"/n = 1.

Pak si staci jen vSimnout, Ze limsup {/|a,| = limsup "/n "/|ay|, tedy i poloméry Ry a Ry jsou stejné. [

Lemma 2.5. Mé&jme funkce f(2) = > 0" qan(z—20)" a g(z) = > vegnan(z—20)" " s polomérem konvergence
R. Potom f'(z) = g(z) na U(zo, R).

Diikaz. Necht BUNO 2z, = 0.

Myslenka je, Ze vyraz %:i(z) —g(z) = 2o a"ww:ZZ”:" nZ N>  nanz" ! odhadneme vyrazem C(w—
z), ktery jde v limité w — 2 do nuly. Je to docela trikové, protoze tam jsou nekoneéné sumy, celou dobu tedy
budeme manipulovat jen s kone¢nymi sumami, dokud z nich nevytkneme, co chceme. Pak to odhadneme, posleme
N — 0o a nésledné w — z.

Necht |w|, |2| < r < R. Budeme vyuzivat identitu (w — 2)* = (w — 2) Zf;é w177,

N n N n—1
_ogapw — anz P m—1—i _
Zn_O Zn 0 E nan :E an 2 wl 2" 1—j — 2" 1 —
n=1

w—2z ,
7=0
N n—1 n—1 j—1 N n—1j—1
Z Z I (wd — 27) ZanZz" =3¢ —z)Zwlzl_l_l w—z Zanz whyn 27!
n=1  j=1 1=0 =1 j=11=0
(w — z) je venku, jdeme odhadnout tu hrizu za tim (pomoci absolutni hodnoty).
fw) = £z) S
2— 2
S | ) o) » SR M) W
j=11=0 j=11=0
|lw — 2| ks |w — z| |w z|
TZWV"ZZl— Z|n| s Z|n| b < Clu =),
n=1 j=11=0
kde jsme na konci vyuzili konvergence odpovidajici fady (lemma . Tedy lim,,_,, % = g(2). O
Dusledek 2.2. Pro viechna n € N plati f) =372 (kfi!n)!ak(z — zg)k ™,
. 2
Specidlné ™ (z0) = nlay, tedy a, = fni(,z") a ag = f(20).
To znamend, Ze >, an(z — 20)" je Taylorovou fadou funkce f.
Pouzitim lemmatu na fadu F(z) = 17 -2 (2 — 29)"*" dostavame integrovanim f(z) = 3777 g an(z — 20)"

¢len po ¢lenu, plati tedy F'(z) = f(z) a Rp = Ry.
Jiz vime, co se s fadou déje uvnitt kruhu daného polomérem konvergence. Nyni je vSak otazka, co mizeme
o Tadé€ Tict, jestlize z lezi na poloméru konvergence, tedy z = 2y + R - €*¥.

Véta 2.4 (Abelova). Necht fada f(z) = Y.~ an(z — 20)" md polomér konvergence R > 0. Ddle méjme

w = 29 + Re'?. Predpoklddejme navic, Ze ZZOZO an(w — 20)" konverguje a md soucet S. Potom

lim f(zo +7e™¥) = S.

r—R~

Tato véta funguje, jelikoz pfi limiténi se pohybujeme zevniti kruhu smérem k okraji. Limita je definovana
pouze zleva, jelikoz vné kruhu jiz fada diverguje a nelze ji tedy secist.
Pro pripomenuti. Cauchyho souéin rad fika, ze pro dvé absolutné konvergentni fady plati:

Zan an = Z Z aibj
k=0 \itj=k

Diikaz. BUNO necht zp =0, R =1 a ¢ = 0, tedy w = 1. (Toto miizeme udélat, protoze potom zvolime e(ze*¥).)
Vezmeme si fadu f(z) =Y.," janz™ a Y.~ ,a, =S. Chceme lim; ;- f(t) = S.



Déle si vezméme g(z) = *—. Potom

o (§e) (£)- 58] S

n=0 n=0 \i=

Nyni lim, 0 Sp, = S a f(2) = (1 —2) Y-, Snz". Spocitejme S jako jinou geometrickou fadu, specidlné
S=(1-2)Y",S="

Cili S — f(z) mzeme vyjadrit jako (1 —2) > °7 (S — Sp)z". Nyni |S — f(2)] = |1 — 2| |[>on (S — Sn)z"|.

Oznacme t, = S — S5, = ZZOZH_H ar, — 0, kdyz n — oo. Mame nyni prvni ¢ast sumy. Druh4a ¢ast jiz bude
konecna.

Dostévame tedy |S — f(2)] < |1 — 2| ’224:0 tn2"™| 4|1 = 2] 3202y [tall2|™ pro kazdé M € N.

Zvolme ¢ > 0. Nyni nalezneme M takové, Ze pro vSechna n > M + 1 plati [t,| < § (To je mozné, protoze
[t.| — 0).

1—
Potom [1 — z[ 3 °7 /0y <1 — 2[5 20 0 2" < L‘j% =5 pro z € (0,1).
].

Necht C' = |37 tnl, zjevné C' > [3°7° (t,2"| pro Vz € [0, 1]. Nakonec zvolme z tak, aby |1 — z| < 55,

potom |S = f(2)] < 55 [Shlotaz"| +5 <5+ 5 =

Pro dané ¢ nejprve zvolime M, podle né&j zvolime C. Potom pro z € (1 — 55 1) plati |S — f(2)| < ¢, tedy
lim, ,,- f(2) =S. O
2.2 Posloupnosti a fady funkci

Pfedstavme si, Ze mame f,(z) = 2", x € [0, 1], kde v8echny f,, jsou spojité. Potom mizeme vidét, ze:

lim, ,oox" =0 x<1

f(z) = lim f,(z) = {

lim, yeox™=1 =1
Vidime tedy, ze f(x) je nespojité, zatimco kazd4 f,, je spojitd. Vidime tedy, Ze limita spojitych funkci miize
dopadnout nespojité.
Definice 2.6. Necht (M, p) je metricky prostor a necht f,, : M — R(C) je posloupnost funkci. Rekneme, Ze f,,
konverguje bodové, pokud existuje f: M — R(C):
Ve e M Ve >03n. ¥n>ne: |fulz) — f(z)| <e
Reknéme, ze {f,} konverguje stejnomérné, pokud existuje f : M — R(C):
Ve >03n.Vn>n. Ve e M:|fu(x) — f(z)| <e
Bodova konvergence se znaci f, — f, stejnomérna konvergence se znaci f, = f.

Jaky je rozdil mezi bodovou a stejnomérnou spojitosti? Bodova konvergence fiké, Zze posloupnost néjakych
fixnich funkénich bodt konverguje k jinému. Zatimco stejnomérnd konvergence nam rika, ze vzdy bude cela
funkce dostatecné blizko. Jako ptiklad je posloupnost vyse.

Lemma 2.6. Definujme o, = sup{|fn(z) — f(z)| : x € M}. Potom (f, =2 f) & a, — 0.

Diikaz. Doptednd implikace je snadna. Z definice Ve In. Vn > n. Vo € M : |f,(z) — f(z)| < e. Vime, ze
supgear | fn(x) — f(z)| < e. Potom ale a,, — 0.

Nyni zpétna implikace. Vime, ze «, — 0, potom Ve dn. Vn > n. Vo € M : «a, < €. Jelikoz o, =
sup | fu(x) — f(x)], plati tedy f, = f. 0

Vratme se k ptivodnimu piikladu. Vidime, ze f,, — f, ale f,, & f, jelikoZz a,, = sup{a" : 2 € [0,1)} = 1.
Poznamka. Obdobné definujeme stejnomérnou konvergenci na mnoziné A C M. Potom f, = f na A, pokud
fnla = fla v (A, plaxa).

Poznamka. Necht B(M) je prostor vSech omezenych funkci, f: M — R(C) a f,, f € B(M). Potom f, = f <
p(fns f) = 0, kde p(f,9) = sup,enr |f(2) — g(z)| pro f, g € B(M).

Tato poznamka nam zavadi metriku na vSech omezenych funkcich. Vzdalenost dvou funkci je v podstaté to,
jak nejdal od sebe funkce nékde jsou.
1
Tato metrika je také efektivnéjsi pro zjistovani stejnomérné konvergence, nez tfeba metrika ( f |f— g|p) P,
U této metriky bychom potfebovali, aby tento integral existoval.



Definice 2.7. Posloupnost f,, nazveme stejnomérné Cauchyovskou, pokud:
Ve >0 3n. Ve € M Vn,m > ne: |fo(z) — f(2)| < e

Lemma 2.7. Posloupnost f, je stejnomérné Cauchyovskd, pravé kdyz f, stejnomérné konverguje.
Dikaz.

»=“ Vime, 7e { f,(z)} je stejnomérné Cauchyovska pro kazdé © € M, a tedy existuje jeji limita, kterou nazveme
f(x). Podle definice tedy Ve > 0 In. Vo € M Vn,m > n. : | fo(z) = fm(z)| < s5¢. Vime, Ze existuje limita
f(z). Tedy pro m — oo dostévame |f,,(z) — f(z)| < e <e = f, =3 f.

»=" fn = f, dostavame Ve > 0 In. Vo € M Vn > n. : |fu(2) — f(x)] < 5. Dale pro n,m > n. dostavame

[fn(@) = fm(@)] < |fu(2) = f(@)[ + [fim(z) = f2)| <5+ 5= O
Véta 2.5. Necht f,, je posloupnost spojitych funkci a necht f, = f. Potom [ je spojitd.

Dikaz. Zvolme si x € M a ukdzeme, ze Ve > 030 > 0: p(z,y) < d = |f(z) — f(y)| < e. VSimneme si:

vn | f(z)=fy)] = |f(@)= fu(@)+fo(@) = fa@)+ ()= F )] < [f (@)= ful@) |+ fulz) = fa @)+ fu(y) = F (W)
Protoze f, = f, mizeme Fict Ve In. Yy € M Vn > n. : |fu(y) — f(y)] < 5.

Zvolme n > n.. ProtoZe f, je spojitd, dostaneme Ve >0 30 > 0: p(z,y) < = |fu(z) — fu(y)| < 5.

Tedy [£(@) ~ f()| < 545 + 5 <. 0

Timto zndme nutnou podminku stejnomérné konvergence. Nyni si ukdzeme postacujici podminku.

Véta 2.6 (Dini). Méjme (M, p) kompaktni metricky prostor a f, : M — R, f, — f. Necht plati ndsledujict
podminky:

1. f, konverguje bodové k f a tato konvergence je monotonni (f,(x) \, f(z) nebo fn(x) / f(x))
2. fn i f jsou spojité
Potom f, = f.

Diikaz. BUNO f,(z) \ f(x). Necht a,, = sup{|fn(z) — f(z)] : ¢ € M} = max{f,(x) — f(x) : 2 € M}. Tedy
potom Vn Jx,, € M : v, = fu(xn) — f(zn).

Pfedpokladejme pro spor, ze Vn : ay, > C > 0. Tedy fn(xn) — f(x,) > C. AvSak zérovenl fn,(zm) < fu(@m)
pro n < m. Z toho vyplyva, ze fn(zm) — f(zm) > fm(zm) — f(z) > C pro m > n.

Podle kompaktnosti M existuje € M a vybrand posloupnost x,, — x. Vezméme si g = fn,, Yt = Tn,-
Potom gx(y;) — f(y;) > C pro I > k. Tudiz z Heineho véty gi(x) — f(x) > C pro vSechna k. Tedy v tomto bodé
fn(z) nekonverguje, coZ je spor. O

Definice 2.8. Necht f,, : M — R(C). Rekneme, Ze fada funkci > f,, konverguje stejnomérné, pokud s,, = s
pro néjaké s : M — R(C) a s, (z) =Y 1_o fe(z).

Lemma 2.8 (Nutnd podminka pro konvergenci fad). Pokud fada ZZOZO fn konverguje stejmomérné, potom
fn : 0.

Diikaz. Vime, ze posloupnost s, konverguje stejnomérné, potom s, stejnomérné Cauchyovska. Z toho vyplyva
specidlng, ze Ve In. Vo Vn > ne @ |spi1(2) — $n(2)] = |far1(2)] < &, tedy f, = 0. O

Véta 2.7 (Wierstrasstiv M-test). Méjme sp(x) = > p_o fe(@), supyepr [fr(@)] < o a Yo g o < 00. Potom
suma Y poo fr(z) konverguje stejnomérné.

Dikaz. Méjme t,, = >, _ ay. Ukdzeme, Ze pro m > n je [y () —sn(x)| = | D05, 11 fe(x)| < Dope i [fr(@)] <
ZZLHH ap = ty, — t,. Posloupnost ¢, je konvergentni, tedy Ve > 0 In. Vm,n > ng : |t, — t,| < . Tedy i
[$m(x) — sp(z)| < €, ¢imz jsme ukdzali Cauchyho podminky. O

Dusledek 2.3. Necht > " an(z—29)™ md polomér konvergence R > 0. Potom tato mocninnd fada konverguje
stejnomeérné na kazdé mnoziné B(zp,r),r < R.

Diikaz. Zvolme w, ze |w — zp| = r. Potom > °° vy, (w — zp)™ konverguje absolutné. Nyni sta¢i pouzit M-test s
ﬁk S Oékrk. O

Poznamka. Dusledek mizeme zformulovat i tak, Ze ZZOZO an(z — 2z9)"™ konverguje lokdlné stejnomérné na
U(Z(), R)

fr(z) konverguje lokalné stejnomérné, pokud pro kazdé z existuje €, > 0, ze fr = na B(z,¢.).
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2.3 Fourierovy rady

Mgjme funkci f : R — R, ktera je 2m-periodickd (f(z + 2kn) = f(z) k € Z). Takové funkci ptifadime formalni
trigonometricky polynom, tedy nekone¢nou kombinace sint, kosinti. Tedy f ~ 9+ a cos(kx)+by sin(kx).
Tato fada bude formalni trigonometricka fada funkce f. Koeficienty se potom rovnaji:

ar = = [T f(t)cos(kt) dt

b =2 [ f(t)sin(kt) dt

Ukazeme, ze funkce sin(kz) a cos(kx) tvoii ortonormalni bazi, tedy Fourierova fada zobrazuje f jako vektor

v tomto ortonormalnim systému.
Skalarni sou¢in u funkci potom bude mozny vyjadiit jako (f, g f fg.

Nasim cilem bude, aby se funkce f pfimo rovnala této trlgonometrlcke fadeé.

Definice 2.9. Funkci f : [a,b] — R nazveme po éastech spojitou, pokud existuje déleni a = xg < 21 < -+ <
zn = b, Ze f je spojitd na vSech intervalech (z,xgy1) k =0,...,n — 1 a zéroven existuji vSechny jednostranné
limity f v bodech x;.

Véta 2.8 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Necht f je po édstech spojitd na [a,b]. Potom

b
lim f( )sin(pt) dt =0
p—00
Diikaz. BUNO predpokladejme, Ze je funkce spojita. (Kdyby nebyla, provedeme diikaz po jednotlivych inter-
valech déleni.) Déle dodeﬁnujme okrajové body na intervalu jejich jednostrannymi limitami.
Ozna¢me I(p f f () sin(pt) dt. Pouzijme substituci u + ,dt = du. Potomt = a = u =a -2
Potom I(p) = f:7 ; flu+ %) sin(pu + 77) du = —f r f u+ %) sin(pu) du.

Potom 2I(p) = fb

a
2I(p) = f:_l fit+ E)Sin(pt ) dt + fb_l f(t)sin(pt) dt + ff_% f@&) — ft+ %) dt. Nyni ze spojitosti Ve >

036 >0: |z —y| <d = [f(z) — f(y)| <e.Z omezenosti |f(z)] < M, atedy 2|I(p)| = TM +FM+(b—a)e =0,

kde T < 6. O
P

f(t)sin(pt) dt — f 71’ fle+ )sm(pt) dt. Toto si rozdélime na t¥i integraly:

n "+
sin( )pmx;ﬁ%nr

Lemma 2.9. Rada { + Y, _, cos(kz) = —m

2k+1 ) (Qk—l

Dikaz. Vezmeme si vyraz sin( sin ). Vyuzitim souctovych vzorct ziskdme sin(kz + 5) —sin(kx —
5) = sin(kx) cos(§) + cos(kx) sin(5) — sin(kx) cos( ) + cos(kx) sin(§) = 2 cos(kx) sin(5).
2k+4 2k 1 (2n+1z) 2041,y

- o sin (=75 Lz)—sin x) _ sin —sin(%) _ sin(=3 1
Dostavame, ze 3y, cos(kx) =3 2sin(%) = 25m(%) = T2sm(Z) 2" O

Definice 2.10. Vyraz § + >, _, cos(kz) ozna¢ime D,,(x) a nazveme Dirichletovym jddrem.
Lemma 2.10.
1. Dy(t) = Dp(—1)
LT Dy(t)dt=1

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z definice.

Druhé tvrzeni ziskdme pfimou integraci. Integrél kosinu je sinus, to je lichd funkce. Suma se tedy navzajem
odecte. Zbyla polovina se integruje na 7, coZ se navzajem zkrati na 1. O

Vezméme si Sy, (z) = 4§ + > _, ag cos(kx) + b sin(kzx).

To je ekvivalentni s < (ffﬂ f(@) (5 + iy cos(k(t — x)) dt)) = %fww f(t)Dy(t — x) dt.

Pouzijme nyni substituci u = ¢ — x,t = x + u,dt = du a dostaneme + ["_ f(x + u) Dy (u) du.

Miizeme pouzit dalsi substituci —s = u, pak dostavame = f f(z = 8)Dy(s) ds.
Definice 2.11. Funkce f : [a,b] — R nazveme po Castech diferencovatelnou, pokud existuje déleni a =
Zo,T1,...,T, = b takové, Ze pro kazdé i = 0,...,n — 1 existuje f; diferencovatelna na [x;, z;4+1] a plati f; = f
na ({EZ‘, .CEZ‘+1).

Véta 2.9. f je 2m-periodickd a po édstech diferencovatelnd na [—7, ], potom S, (x) — % pron — 0o.
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Diikaz. Vime, ze S, (z) = < [ WD (u)du a také, ze = [T D, (u) = 1. Vyuzitim téchto vlastnost

Sp(z) — w _ % T f(atu) + [z —z;) — fws) = f@)

() du=...
Vsimnéme si, Ze tato funkce za integrdlem je sudd, jelikoz D, (u) je sudd a x + u,z — u jsou viéi sobé
symetrické. Miizeme tedy prepsat integral na

™

':l/w(f(x—ku)—f(x+)+f(73_“)_f(x—))D”(u)du:"'
0

Rozsifime si integral o u, dosadime za D, (u) a rozdé&lime jej na dva integraly 7, I

n? ’ﬂ'

A o) [ A ()

Nyni vyuZijeme po ¢astech diferencovatelnost, tedy ¥+ (u) = f(x+u)uff($+) bm“({L/Q) prou € (0,7] a ¢t (u) =

f'(z1) pro u = 0. Funkce T je po &istech spojitd na [0, 7]. Analogicky definujeme 1~
Tedy integraly I;7 + I, podle Riemann-Lebesgueneovo lemmatu konverguji do 0, pro n — oo. O

Poznamka. Ve vété dostavame jen bodovou konvergenci, stejnomérna konvergence vyzaduje silnéjsi piredpo-
klady.
Nutné vyzadujeme, aby minimalné byla f spojitd na celém intervalu. Tedy

laol

N
5 +Z|anc05nx+bnbmnm| < 20| +nz::1|an|+|bn|

n=1

a tedy pokud ZT]:/:I |an| + |bn| < 0o, potom M-test davé stejnomérnou konvergenci.
Tato podminka plati naptiklad, kdyz je f spojita a po ¢astech hladka.

Poznamka. Plati nasledujici trivialni, ale uZiteéné rozsifeni na 2p-periodické funkce pro p > 0:

- ;/i F(t) cos (nZt) dt

bn:;) I;f()sm( p)dt

a pro g + 220:1 ay COS ( ) + by, sin (n ) plati analogické tvrzeni.

3 Metrické prostory

(Pokracovdni z MA2) Pripometime dtlezité vlastnosti.

Prostor (M, p) nazveme uplny, pokud kazda cauchyovskd posloupnost v M je konvergentni v M.

Prostor (M, p) nazveme kompaktni, pokud z kazdé posloupnosti miizeme vybrat konvergentni podposloup-
nost.

Kompaktni prostor je také uplny. Obecné to vSak naopak neplati.

Véta 3.1. Ndsledujici podminky na prostoru (M, p) jsou ekvivalentni:
1. M je kompaktni
2. z kazdého pokryti M otevienymi mnoZinami existuje jeho konecéné podpokryti.

Definice 3.1. L C M je e-siti pokud M C |J,.; B(z,¢). (Pro kazdy prvek M najdeme prvek L, ktery je od
né&j vzdalen nanejvys .)

Definice 3.2. Systém mnozin U nazveme pokrytim M, pokud (J; ¢, U 2 M a otevienym, pokud vsechny
mnoziny v U jsou oteviené.
Podpokryti U’ je podpokryti U, pokud U’ CU a U’ je pokryti.
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Diikaz. Jednotlivé sméry.

1= 2: M je kompaktni, potom Ve > 0 existuje koneén4 e-sit v M.

Kdyby ne, necht pro néjaké € > 0 neexistuje zaddna konecéna e-sit. Tedy Jx; € M, pak Jzo € M \ B(x1,¢).
Takto budeme pokracovat induktivné pro 3X, 11 € M \ J;_, B(zj,c). Potom ale {z;} nema konvergentni
podposloupnost a M neni kompaktni, spor.

Tedy pro kazdé n € N existuje S, — %—sit’ v M. Necht U je oteviené pokryti M. Bud In Vz € S,, U :
Bz, %) € U. Potom existuje koneéné podpokryti U.

Nebo Vn 3z, € S, YU € U : B(z, 1)\ U # 0. Potom pro {z,} existuje podposloupnost, ktera je konvergentni
(BUNO je to piimo z,,). Pak X,, > X e M = 3U e :x € U= 3 >0: B(z,e) € U. Zvolime n: - < 5 a
zéroveli p(z,,x) < 5, potom B(xzy, L) C B(x,e) C U, co# je spor.

2 = 1: Pokud méme posloupnost z,, a chceme najit vybranou posloupnost zy,, kterd konverguje. Necht
takova podposloupnost neexistuje. Potom plati plati Vo € M Jr, > 0 : B(x,r,) obsahuje jen koneéné mnoho
prvka posloupnosti.

Kdykoliv Vo € M = € U(z,r,), potom U(z,r,;) tvofi oteviené pokryti M. Podle pfedpokladu existuji
y1,...,yn tak, ze (JU(y;,ry,) 2 M. To je ale spor, protoze pro kazdé y; existuje jen koneéné mnoho indexu j,
ze x; € U(yi,ry,). Cimz je porusend nekonecnost N. O

Definice 3.3. Mé&jme (M, p) metricky prostor, A C M nazveme hustou v M, pokud A = M. Jinymi slovy,
pokud pro kazdé x € M,r > 0 existuje a € ANU(x, 7).

Véta 3.2 (Baire). Bud (M, p) dplng metricky prostor a necht G;,i € N jsou oteviené a husté v M. Potom () G;

je husta v M, a tedy je specidlné neprdzdnd (pokud je M neprdzdny).

Diikaz. BUNO necht M je neprazdny. Vezméme si z € M a chceme dokazat, ze Vr > 0 Ja € (G, : A € U(z, 7).
Budeme konstruovat systém otevienych kulicek U(x;,r;),4 € Ny s nasledujicimi vlastnostmi:

1. U(zi,r;) CU(xi-1,7i-1) i € N (definujeme xg = 4,79 = 7)
2. U(xi,ri) - ﬂ;‘:l Gj i1 €N
3.1 < %
Kulicky budeme konstruovat indukei. Vyuzijeme hustotu a otevienost G;. U(zo, ro jiz méme, takze staci jen
indukéni krok.
~Podminky 1 a 2 plati az po 4, chceme najit x;11 a r;1. Vime, Ze G,y je hustd, tedy existuje z;41 €
m;zll Gj n U(!L‘Z, T'i) = Gi+1 M U(LEZ, Tz')~
Ale protoze je G;11 oteviend, existuje ;41 > 0, Ze U(%i41,7i+1) € Gip1 NU(z4,7;). Tim jsme dostali obé
podminky. Tteti podminka je trivialni.
Dokéazeme, ze z; je cauchyovskd posloupnost. Protoze pro € > 0 najdeme 2r; < &, dostavame, Ze pro
m >n > i platl &, x, € U(zi, 1) = p(@m, 2n) < p(@m, i) + p(Tn, ;) < 2r <e.
Protoze (M, p) je Gplny prostor, je x; konvergentni. Bud a € M tak, Ze z; — a. Chceme ukézat, Ze a €

(N2, Gi) NU(z,7). Jelikoz ale podle podminek 1 a 2 je z, € U(x;, ;) C (ﬂ;zl Gj) NU(z,r) kdykoliv n > i.
Potom i a je prvkém této mnoziny. To znamend, Ze a je prvkem i nekoneé¢ného pruniku. O

Dusledek 3.1. Méjme (M, p) neprdzdny uplng metricky prostor a F; C M,i € N. Necht |JF; = M, potom

existuje © € N, Ze F; md neprdazdny vnitrek.

Diikaz. Sporem. Necht F; ma prazdny vnitiek Vi € N. Potom M \ F; = G; je husta oteviena mnozina v M.

Kdyby G; nebyla husté, potom by existovala U(z, ) takova, ze U(z,r) N G; ﬂb Potom ale U(z,r) C F;.
Potom ale podle Baireovy véty je (|G je husty a neprazdny. Tedy (M \ F; = M \ () F; = 0, spor. O

Definice 3.4. Méjme (M, p) metricky prostor a ¢ : M — M nazveme kontrakei, pokud existuje 0 < R < 1, Ze
Va,y € m: p(p(x),0(y) < p(,y).
Véta 3.3 (Banachova o pevném bodé). Méjme (M, p) neprdzdnyg dplng metricky prostor a ¢ : M — M
kontrakce. Potom existuje prdvé jedno x € M, Ze o(x) = x.
Dikaz. Vime, ze je M neprazdny, tedy existuje x € M. Definujme z¢ = z a x,, = p(x,—1). Potom z,, = ¢"(z)
a zaroven je-li p(z) kontrakei s konstantou R, potom p(¢™(u), 9™ (v)) < R"p(u,v).

, . —1 =17 ; —1 1

Diéle pro n < m plati p(zn, 2m) < 370 p(aj, 2i01) = 2275, (97 (2),¢7 (0(2))) < 35, R p(z, () <
R"p(x, p(x)) - Z;io R7. To se ale rovna R"%.

Tudiz z,, je cauchyovskd posloupnost. Vime, Ze je M Gplny, takze x,, — x’. Vime, Ze ¢ je kontrakce a tedy
spojita, tedy zn41 = w(xn) — @(2') = 2/, Tedy p(@n, ¢(x,)) — p(a’,2’) = 0. Tedy mame existenci pevného
bodu.

Jednozna¢nost. Pokud =,y € M a ¢o(z) = z a ¢(y) = y, potom p(z,y) = p(p(x), ¢(y)) < Rp(x,y). Tedy
potom p(z,y) = 0. O
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4 Diferencialni rovnice

Vezmeéme si rovnici ve tvaru f'(z) = F(x, f(x)). Jde o obycejnou diferencidlni rovnici 1. #ddu. Dale F : U — R,
kde U je oteviena podmnozina R2?.
Resenfm této rovnice (s pocatecéni podminkou (zg, o)) nazveme funkci f definovanou na okoli I bodu g,

ze plati f/(x) = F(x, f(x)) prox € I a f(x0) = yo.
Reknéme, Ze méme néjaky (zg,yo) a okoli I = (zg — a,x9 +a),J = (yo — b,yo +b). M&jme F : [ x J — R.
Budeme po této funkci chtit nasledujici podminky:

1. Restrikce © — F(z,y), kde x € I, je spojitd pro y € J

2. Existuje konstanta L > 0 takova, Ze pro vSechna = € I,y,y € J plati

Poznamka. Funkce splitujici obé podminky na I x J je spojitd na I x J.

Diikaz. Kdyz méme € >0 a (z,y) € I x J, potom 3¢ : |z — Z| < 0 takova, ze |F(x,y) — F(Z,y)| < §.
Déle z podminek vime, ze |F(7,y) — F(Z,7)| < L|y — 7|, pfi zvoleni |y — 7| < 57 = ) dostavame omezeni
<

o

) < 8o, dostdvame |x —Z| < § a zéroveti |y —y| < 6, z

Kdy? si polozime 6y = min(d,d) > 0. Pokud (z,y) — (7,7
< |F(z,y)=F@y)+|F(@,y)-F@y)| < 5+5=¢ O

trojtihelnikové nerovnosti ziskavame |F(z,y)— (T Y)
Specidlné, M = max(, ,)erx | F(z,y)| < oco.

S nas{ diferencidlni rovnici A : f'(x) = F(x, f(x)) se pracuje docela neptijemné. Pojdme si tedy rovnici

prevést na jinou:
x

BJ@:m+/F%ﬂm&

zo
Jedna se ale skutecné o ekvivalentni rovnice? Kdyz mame G(x f g(t), potom G’ (x) = g(x). Zderivovanim

dostaneme f’(z) = F(z, f(x)) a dale pii dosazeni xy mame f(aco) =10+ f F = yp.
Jakakoliv rovnice spliiujici B tedy spliiuje i A.
Podobns, f/(z) = Flz, f(z) > [© f/(t)dt = [Z P(t, f(#)) dt - f(z) — f(ze) = [ F(t, [(£)) dt - B.
Jak tedy vidime, opravdu jsou obé rovnice ekvivalentni.

Lemma 4.1. Necht plati podminky 1 a 2 a necht a < min(M7 1) kde M je mazimum F(z, f(z)) na kompaktu
I x J a L je lipschizovskd konstanta z 2). Pak existuje prdvé jedno Feseni rovnice f'(x) = F(x, f(x)), f(zo) =
Yo,x € I.

Diikaz. Vezméme si mnozinu C(I) = X, déle p(f,g) = max,cr(f(z) — g(z)) pro f,g € C(I). Systém (X, p) je
uplny metricky prostor. Chtéli bychom najit takovou kontrakci, aby pevny bod fesil A = B.

Vezmeme si specidlni t¥idu funkei C(I, J), tedy vSechna f € C(I,J), pro kterad plati f(I) C J. Vidime, Ze
C(I,J) C C(I) uzaviena: kdyz f, € C(I,J) takové, ze f,, =, f € C(I), tak potom pro z € I, f,,(z) € J, fn(z) —
f(z) plati, ze f(z) € J

Tedy pro Y =C(I,J) a pr = p lyxy je (Y, pz) GUplny metricky prostor.

Nyni sta¢i najit potfebnou kontrakci 7': Y — Y. Definujme T(f)(z) = yo + f;o F(t, f(t)) dt. Je tato funkce
opravdu Y — Y?

Pro intervaly I = (x9 — a,z0 + a),J = (yo — b, yo + b) dostavame, ze ’T( - yo‘ = UIO F(t, f(t)) dt| <
M|z — 29| < a- M. Chtéli bychom, aby a - M < b, coz zaru¢uje podminka.

Dale |T(f)(z) — T(g)(z)| = U;O v| < f;; |F(t, f(t)) — G(t,g(t))| dt. To diky druhé podmince umime omezit
shora f;; Lif(t)—g®)|dt < L-p(f,g9)-a. Pro La < 1 dostavame omezeni < p(f,g).

Nase zobrazeni je tedy spravna kontrakce a existuje pravé jeden pevny bod. O
Jako dusledek dostavame:

Véta 4.1 (Picardova). Méjme F : U — R, (z0,y0) € U kde U C R? je otevrend. Ddle necht plati
1. Funkce © — F(zx,y) je spojitd pro vechna y

2. F je lokdlné lipschitzovskd v druhé proménné: Yo,y € I x J FJe > 0,AL >0: |z —T| < e |ly—7| <e =

Potom pro kazdé (x¢,yo) € U existuje okoli I bodu x, Ze rovnice f'(x) = F(z, f(x)), f(zo) = yo md na I
praveé jedno resent.
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Diikaz. Obé podminky véty implikuji podminky 1 a 2 v lemmatu. Déle si dopocitame M a L, zmensime a tak,

aby platila podminka a < min(%, %) Potom lemma plati a feseni je pevnym bodem. O

Poznamka. Je-li F' pouze spojita na U, potom FeSeni stéle existuje, ale nemusi byt jednoznacné.

i 8

Piikladem je rovnice f'(x) = 3f(x)3 a f(0) = 0. Funkce f(z) = 0 je FeSenim. Stejné tak f(z) = 23 je
feSenim, jelikoz f'(z) = 322 = 3(f(x))5.
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