Matematicka analyza II xmaross

Robert Samal (Paralelka Y)

Pokracovani z MA1

Véta 4.1 (Jensenova nerovnost). Pokud je f konverni na [a,b], x1,...,2n, € [a,b] a plati A\1,..., A\, €
[0,1], %, A; =1 (konvezni kombinace); potom f(>", Niz;) (vdZeny primeér) < 3. N f(x).
Pokud je [ konkdvni, plati opacnd nerovnost.

Specidlng, pro n = 2: f(Az1+ Aoxa) < A\ f(z1)Aaf(z2) = Bod [A121 4+ Aaxa, A1 f(21) A2 f(22)] lezi na tGsecce
z [z1, f(21)] do [z2, f(x2)] a graf f lezi pod touto tseckou, potom je f konvexni.

Dikaz. MI podle n:
n=1...trividlné: f(z1) < f(z1)
n = 2...podle definice konvexity.
n—n+1:

N D T e R NS 2] VA . . ; ; . .
Zavedeme si x;, = w a také A, = A\, + Apq1. Pro i # n mame 2z} = z;,\; = \;. Poté plati
n+1

S A =>"""" = 1. Z toho vyplyva, ze a'n lezi mezi x, a x,11 = 2, € [a,b]
Indukéni predpoklad:
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” Ant1

P "o "o "o__ An
NyIll si zavedeme T = Tp, Ty = Tpt1 Al = m,)\g = m

vychazi A{ + ) = 1.

. Ze specialniho pripadu pro n = 2

O

Dusledek 4.1 (AG-nerovnost). Pro x1,...,x, > 0 plati:

nml...xn§x1+ .+xn
n
K této nerovnosti je ekvivalentni pro \y = ... = A\, = %
Ltogr, + -+ loga,) < 3 Aslog(a)
—(logzy +---+logzy,) < i log(x;
, (081 g g

i=1

Véta 4.2 (Rolleova). Za predpokladi, Ze f(a) = f(b) =0 a f je spojitd a md vlastni derivace na [a,b], potom
existuje £ € (a,b) : f'(§) = 0.

Dikaz. Spojitd funkce na uzavieném intervalu nabyvd maxima M a minima m, proto Vz € [a,b] : m < f(x) <
M.

Kdyz m = M = 0 = f je konstantni ... ¢ lze zvolit libovolné.

BUNO pro M > 0 plati: 3¢ € (a,b) : f(§) = M ... f nabyva v ¢ maxima. Vyuzitim Fermatovy véty ziskdme
F1(€) = 0 pro € # a,b. 0

Véta 4.3 (Lagrangeova véta o stiedni hodnoté). Za predpokladi, Ze f md vlastni derivaci na intervalu [a,b] =

3¢ € (a,b) : f1(&) = f(bl)):ﬁ(a), Nebo-li na néjakém bodu funkce f nabyvd stejné derivace jako je smérnice usecky
z bodu a do b.



Dikaz. Zavedeme si velice magickou a specidlni funkci L(z), kterd je pfimka prochazejici body f(a) a f(b).
Pro tu plati L(z) = f(a) + (z — o) LO=L " 1(a) = f(a), L(b) = f(b).

Funkce f m4 vlastni derivace na intervalu a, b a z toho plyne, Ze f je na [a, b] spojité.

Déle si zavedeme funkei g(x) = f(z) — L(x). Poté plati, ze g(a) = g(b) = 0. Nyni mizeme vyuzit Rolleovy

véty . Takze 3¢ € (a,b), g'(§) = 0. Dostaneme ze f(§) — L(§) = 0. A tedy f/(&§) = L'(§) = W O
Dusledek 4.2. Pokud f'(x) > 0 Vx € (a,b), pak je f na intervalu J rostouct.

Diikaz. Sporem: f' > 0 na J a zdroveil f neni rostouci. Z toho plyne, ze Ja < b € J : f(a) > f(b) Vyuzijeme
Lagrangeovu vétu 1] ze které plyne: 3¢ € (a,b) : f/(€) = M <0 a to je spor. O

—a

4.1 Tayloruv polynom

Chceme aproximovat hodnotu f(a + h), pokud zname funkéni hodnotu i derivaci v bodé a. Tu mtZzeme apro-
ximovat timto zplsobem: f(a + h) = f(a) + f'(a)h. JenZe tato aproximace neni pfili§ presnd. Jak se toto da
vylepsit?

Definice 4.1 (n-t4 derivace). Znacime f() a je definovana takto: f(0) = f, f(n+1) = (),

Pro specialni pfipady, tedy prvni, druhou a t¥eti derivaci mtzeme pouzit zapis f/, f”, f'".
S vyuzitim této definice nyni mizeme vytvorit aproximacni vzorec, ktery se nazyva Tayloriv polynom.

Definice 4.2 (Tayloriv polynom). Taylortiv polynom funkce f v bodé a a fddu n je definovan jako:

TT{,a(z) = f(a,) "‘f’(a)(x _a) —|—f"(a)M 4o +f(n)(a)M

2 n!

Dal§i moznost, jak napsat TP je: T/%(a + h) = Y _, f* (a)%?.

Priklad. TP prvniho stupné je T%(z) = f(a) + f'(a)(z — a).
Taylortv polynom pro logaritmus je:

2 3 4 n

TlRel(1+h)=h—1 4+ b .. 4 (—1)n1hs

n

Také plati, ze pti derivaci TP n-tého stupné dostaneme: (T/:%(z))" = Tf,’a(aj)

n—1

Diikaz. Derivaci TP dostaneme:

" z—a)\ " z—a)k-1 = z —a)
Z(f(k)(a)( - ) ) _ f(k)(a)kgﬁ(k_)l)! :Zf(l+1)(a)( . )

O
Disledek 4.3. Pro kazdé k < n plati: (T{2)"™ (a) = £*)(a).
Dikaz. MI podle k:
1. k = 0: trivialni.
2.k=k+1:
f.a (k+1) f.a n (k) f.a (k) (k+1)
(Tn7 ) = ((Tn’ ) ) = (Tn ' ) =f (a)
O

Véta 4.4 (Taylortiv polynom s Peanovym tvarem zbytku). Pokud plati, Ze a € R, f(")(a) ezistuje a je vlastni,
potom:
f(@) =T (2) + o((z — a)")

Pokud plati, ze f) je spojitd v a, tak plati:



Dikaz. Z limity vyplyva, Ze podle spojitosti dostaneme f(a) = T'(a). Proto dostaneme limitu %. Miizeme pouzit
L’Hospitalovo pravidlo:

. @) = @@y 1 S = T )
g—a  (x—a)? esa  n(z—a)"!  nzsa nlr—a)!

Nyni budeme postupovat matematickou indukei podle n:

. _mfa
n = 0: Dostaneme lim W, protoze f = f(©) a je spojita v a.
n = n — 1 Vyuzijeme limity, které jsme dostali v L'Hospitalové pravidle a v§imneme si, Ze dostaneme tplné
to samé. Proto muZeme toto opakovat az do n = 0. O

Véta 4.5 (T.p. s Lagrangeovym tvarem zbytku). Necht f md vlastni (n + 1)-ni derivaci na intervalu I a plati
BUNO, %e a < z € I. Potom 3¢ € (a,7):
(x —a)™*!

(@) = T (@) + DO

Piiklad. Mé&jme funkei f(x) = sinz a Tayloriiv polynom Tzf’o(aﬂ) =2+ 0- 22, Potom plati, ze:
3

sin(x) =z — cosf%.

Vime, ze |cos§| < 1.
Vezméme si sin 0.1 = 0.1. Dostaneme tedy, Ze |sin0.1 — 0.1| < 1- 0'613, tedy chyba je nejvyse 2301,

Véticka 4.6 (Zobecnéna Rolleova). Nechf plati f(a) = f'(a) = ... = f™(a) = f(b) = 0 a f(2) je
na intervalu [a,b] definovand. Potom ezistuje takové & € (a,b) : f(TV(£) = 0.

Dikaz. Matematickou indukci podle n:
n = 0 je v podstaté Rolleova véta |4.2
n > 0 dostaneme dle Rolleovy véty 30’ € (a,b) : f'(b') = 0. Podle znéni véty vime, Ze plati f'(a) = (f') (a) =
= ()" V(@) =0=f'(t)).
Vezméme si (f)" = f(*1. Potom vime, 7e tato derivace existuje na [a,b] D [a,']. Podle indukéniho
piedpokladu pro f',n —1,a,b existuje takové & : (f)(™) (&) = 0= P+ (¢). O

Nyni jiz mame vse potfebné na to, abychom dokazali vétu 4.5

Diikaz véty [£.5 Nadefinujeme si funkci g(y) = f(y) — T (y) — c(y — a)™ .

Prvnim pozorovanim zjistime, Ze g(a) = 0 a po derivaci funkce g dostaneme rovnost ¢'(a) = f'(a) —
(T*) (a) = e(n+1)(y — a)" = 0 pro y = a.
Zopakujme tuto derivaci n krat, potom pro y = a ziskavame rovnost ¢ (a) = f™(a) — T (a) —

c(n+1)(n)(n—1)---2(y — a) = 0. Nyn{ mame pfedpoklady pro Rolleovu vétu. Proto zvolme konstantu ¢
tak, aby g(x) = 0.

Dle zobecnéné Rolleovy véty pro g,a,z existuje £ € (a,z) : gt (€) = 0. Po derivaci dostaneme
gt (y) = ftD(y) — 0 — ¢(n + 1)n(n — 1)---1, protoze Tayloriiv polynom je nejvyse stupné n, Z toho

AR ()
(n+1)! >

vyplyvéa, ze nase hledané ¢ = ¢imz mame, co potfebujeme. O

5 Primitivni funkce (neurdity integral)

Mgjme funkei f(¢), kterd se rovnd mnozstvi vyteklé tekutiny z nddoby v Case t. Vime, ze f(t + h) — f(¢) je
piibytek tohoto mnoZstvi v ¢ase od t do t + h. Z toho ndm vyplyva diky definice derivace funkce, ze f'(t) =

F@E+h)—F(0)
h

lim; g je prutok v case t.

Definice 5.1. Necht f je definovand na otevieném intervalu I. Potom F je primitivni funkce k f na I, pokud
F'(x) = f(x)Vz € I.

Piiklad. Mé&jme (sinz)’ = cosx na R. Potom primitivni funkce ke cos je funkce sin x.

Véta 5.1 (Jednoznac¢nost primitivni funkce). Necht F, G jsou primitivni funkce k f na otevieném intervalu I.
Pak ezistuje c € R: F(z) = G(x) + c.

Diikaz. Vime, ze F' = G’ = f. Tudiz musi platit, ze (F — G) = F/ — G’ = 0. Tedy rozdil téchto funkei musi
byt néjaka konstanta c. O



MnoZina vSech primitivnich funkei k funkci f je mnoZina {F'(z) + ¢ : ¢ € R}, kde F(z) je jedna primitivni
funkce. Znacime:
/f(x)dx:F(ac)—Fc

Véta 5.2 (Linearita primitivni funkce). Mdme funkce f,g, které maji primitivni funkce F,G na otevieném
intervalu I a o, B € R. Potom of + Bg mad primitivng funkci oF + BG.

Dikaz. Trividlni: (oF + 8G) = oF' 4+ G’ = af + Bg O
Véta 5.3 (Per-partes). Méjme funkce f,g spojité na intervalu I. Potom plati [ gF = GF — [ Gf MLPSS.

Diikaz. Chceme ukézat, ze (GF — H)' = gF, kde H = [ Gf. Vyuzitim véty o aritmetice derivaci dostaneme:
(GF — HY = (GFY —H' = G'F + GF' — Gf = gF + Gf — Gf = gF. 0

Piiklad. [ze® = ze” — [e"2’ = (z — 1)e” + ¢. Pro kontrolu ((z — 1)e*)’ = e” + (z — 1)e* = ze”

Véta 5.4 (1. O substituci pro primitivni funkci). Mé&me F' = f na (a,b) a ¢ : (o, 8) — (a,b)), existuje vlastni
derivace ¢ na («, ). Potom plati:

/ )¢ (t) dt = F(p(t)) + ¢ na (a, B)

Dikaz. Trividlni. Chceme ziskat, ze F(¢(t)) = f(p(t))¢'(t). To plati diky vété o derivaci slozené funkce. [

Véta 5.5 (2. O substituci). Mé&jme ¢ : (o, 8) — (a,b), kterd je na a ¢’ # 0. Pokud [ f(o(t))¢'(t) dt = G(t) na
(ar, B), potom plati:

/ f(z) dz = G(p™"(x)) na (a,b)

Diikaz. Ukézeme, Ze ¢ je monoténni. Necht SUNO je ¢ spojita. Potom na (a, 3) bude ¢’ > 0V ¢’ < 0. Kdyby
tomu tak nebylo, ¢'(t) = 0 pro né&jaké ¢ € («, 3), coz by byl spor. Tudiz miize ¢ na («, 8) byt pouze rostouci
nebo klesajici.

Protoze je ¢ na a je monoténni, uréité mé inverzi ¢! : (a,b) — (a, B).

Uzijme prvm vétu o substituci , dostaneme f; = f(p(t))¢'(t), F1 = G,p1 = ¢~ L. Derivace ¢}(z) =
(oY) = m # 0 existuje Vlastm Dosadime tedy a mame:

J fi( <ﬂ1 (t)ph dt = Fi(p1(t))
[ fle ))) (¢ (t))'()dt

PACE0))
J f(ele™ (D) Gromriy df o
y/ tohoto jiz dostaneme pozadovanou rovnici a véta je dokdzand. O

Priklad. M&jme [ sin(2t)dt. Vezmeme si f(z) = sinz a ¢(t) = 2t. Intervaly ( b) (o, ) (—00, 00).

Primitivni funkce je F'(z) = — cos . Vjraz upravime a dostaneme 3 [sin(2t)-2dt = 3 F(p(t))+c = —1 cos(2t)+
c.

Priklad. Mé&jme fte_tz dt. Vyjadifme si = x(t) = ¢?, derivaci dostaneme 2’/(t) = 2% = 2t. Z toho méme
dz = 2tdt.

Dosadime a dostaneme:
1 z) 1 z) 1 1
/teftz dt = 3 /e*t2 2t dt J fe) 3 /eﬂ”dac Flz) —5679” +c Fle®) —567# +c

Priklad. M&jme [ ———
méame sin = ¢ : (=5 7) (—1,1). Ovétime, ze ¢’ # 0. Substituce aplikujeme a dostaneme:

3 1m
dz = cost cost dt:/mtc’f)wc )

1
/m ~) Vi ) Teost]

= arcsinx + ¢

dz, poéitame na (—1,1) = (a,b). VytvoFime substituce « = sint, dx = costdt. Z toho




5.1 Integrace racionalnich funkci

Definice 5.2. Raciondlni funkce je R(x) = P(B, kde P, @ jsou polynomy a () neni identicky 0.

Fakta o polynomech:

1. P je polynom, a € R, potom:
P(a) =0 < Jpolynom Q : P(x) = (z — a)Q(x)

Urdcité existuje takovy Q,r takovy, ze pro & = a plati rovnost 0 = P(z) = (a — a)Q(a) +r =1 =10

2. (Zdkladni véta algebry). Polynom P(z) = apx™ + an_12" ' + - - - + ap, kde pro kazdé a; € C,a, # 0, pak
existuji takové x1,...,z, € C, pro které plati P(z) = an(z — x1) -+ - (v — z,).

3. Predchozi véta nemusi platit v R.
4. Polynom P ma4 redlné koeficienty, poté plati P(z) =0 = P(z) = 0.

5. (Disledek predchoziho faktu). Polynom P s redlnymi koeficienty lze napsat jako souéin linedrnich vyrazi
(z — z;) a kvadratickych vyrazi (2? + ajz + b;).

Véta 5.6 (Rozklad na parcidlni zlomky). Necht P,Q jsou polynomy s redlngmi koeficienty takové, Ze

1. degp < deg@

2. Q@) =TIy (= — 2)? [Timy (22 + aja + ), kde pi,q; € Nywg,a,b € R, S0y ps +2Y0_, g5 = deg @,
xi # (t # ), (aj.b;) # (a,b)(i # q)

Potom plati:

P(z) i Ay L& +r+Ct
00 = o T L e T

i=1 t=1 j=1t=1

Priklad.
172 — 1 A B c

@G- +22@ 1P @-1F  @-12 (@-1
D FE Fr+ G Hx+1 Jr+ K
e eyt @m T T

+

No jo, to vypada dost silené, jak se maji takové zlomky proboha hledat?

Prvni moznost je ,,tupé“ hledani, kde dosadime za x mnoho riznych hodnot, tim dostaneme soustavu S < R
pro A, B, ....

Dalsi moznost je roznasoben{ jingm polynomem, v nagem ptikladu polynomy (x—1)%,z = 1; (2 +2)%,2 = —2.

Treti moznost je rozndsobenim polynomem Q(x), dostanu rovnost polynomt a porovndm koeficienty.

Diikaz. Vezmeme si jen pifpad, kde Q(z) = [[;_,(z — x;). Chceme gg; = w_AIn
P(wn) _ P(wn)

H;:ﬁ (TW_T7) - Ql(zn) :

Vyuzijeme metodu roznasobeni. Tedy A = Z toho dostaneme

P)  AQ  _ P@)-@Q@)gs
Qlz)  (z—=zn)(Q1) Q(x)
Vytvoime si z ¢itatele funkei C(x,,) = P(x,)—Q1(xy) Ci(é"n)) = 0. Z toho dostaneme, 7e C(z) = (z—x,)C1 (z).

Z toho dostaneme, Ze rozdil je gi 8

Budeme pokracovat matematickou indukci podle n.

Pro n =1 mame deg P < deg @ = 1. Tedy Plz) _ Gislo tedy jsme hotovi.

Y Q@) = w—ar”
Pron > 1 méme 2&) — 4 — Cl(z) . Stupeni Q1 je mensi, nez deg @, tedy dle indukéniho predpokladu lze
Q(z) T—Typ Q1 (

rozlozit. O

Jak tuto funkci integrovat: % = R(z) + 1;1((;), kde deg P, < deg@. Potom Q(z) rozlozime na parcialni
zlomky, ale potfebujeme znét kofeny (. Nakonec zintegrujeme kazdy s¢itanec zvlast:

kL
k+1

1. [ R(z) dz trividlni, R(x) je polynom, pro kazdou slozku [ az* = +C.



2. ff_a dx =log |z — a| + C, toto nefunguje v a.
3. f (z— a)k d.r—f(x—a)_kdx:m+c

4. f%dmzlog|x2+px+62|+0

2x+ : 1
5. [ ipergr dwpro k> 1je qpompargrt +C

6. fﬁ%ﬂ dr = arctanx + C

7. I, = Im dr = ﬁ +2k [ (x2-::1)k+1 = (z2i1)k + 2k(Ix, — Ix41) pro k > 1 je tedy rekurentni
formule

Ik+1:i'ﬁ+(1—ﬁ)1k
8. f e ——— +pa: T pievedeme tipravou na ¢tverec na piedchozi ptipad, tedy pro = + & 24 C,y=z+5%
Priklad. Typické piiklady feSené substitucemi:
o [R(logz)ldx = [R(t)dt kde t =logz adt =1

o [R(e"®)dx = [ Bl geor gy = [ % dt, kde t = " a dt = ae dx

ae(L.Z'
e [ R(sinz,cosz) dx existuji 4 substituce:
— t =sinz pro R(sinx, — cosz) = —R(sinz, cos z)
— t = cosx pro R(—sinz,cosx) = —R(sinz, cos x)
— t =tanx pro R(—sinz, —cosx) = R(sinz, cos x)
— ¢t =tan 3 ... univerzalni.
Pokud mame integral néjaké periodické funkce, kterd je navic spojita, tak ji mizeme vyfteSit takovou

substituci na kazdé periodé zvlast a potom na kazdém intervalu periody zvolit konstantu tak, aby vysledny
integral byl také spojity (,,lepeni®).

e [R (x, (Z‘fis) ) J R(p ¢'(t) dt pro t = (%) azT= gf;ﬁ; = o(t)
e Eulerovy substituce - [ R(z, vaz? + bz + ¢)

Existuje tzv. Rischiv algoritmus, ktery umi zintegrovat, co se da.

Q=

Nyni se podivejme na jiny druh integralt.

Definice 5.3 (Urc¢ity integral). Necht f je funkce (a,b) — R, F je primitivni funkce k f na (a,b), F(b_) =
lim,_,,_ F(z) a F(ay) = lim, 4, F(x). Poté vyraz

b
N) [ 1) o= F(b) - Flay) = [P
je uréity (Newtontiv) integral.

Pozor, urcity integral f; f nemust existovat, protoze nemusi existovat primitivni funkce nebo limita v kraj-
nich bodech. Dalsi mozZnost je, Ze dostaneme nedefinovany vyraz. Ale pokud tento integral existuje, je jedno-
znacny.

Proc¢ néas zajimaji jednostranné limity misto funk¢nich hodnot? Ono se totiz muze stat to, ze funkce nebude
v krajnich bodech spojita nebo definovana. Pro priklad fol ﬁ = [2\/5](1) =2-1—2-0=2, pfestoze pro x =0
neni funkce definovana.

Pokud pro uréity integral f; f(z) plati, ze a > b, potom se tento ur¢ity integral rovna: — fba flx)

Ukézeme, ze pro urcité integraly plati podobné vlastnosti jako pro neurcité integraly.

Vé&ta 5.7 (per partes pro uréity integral). Necht f, g maji vlastni derivaci na (a,b). Potom

/a " f@)g () d = [£( / F(@)g(x) dv MLPSS



Véta 5.8 (1. substituéni pro ui¢ity integral). Méjme funkci ¢ : (o, 8) — I, kterd md vlastni derivaci a funkci
f: I — R. Potom plati:
b e(B-)
/ fle()e'(t) dt = / f(x) dv MLPSS
a p(oy)

Véta 5.9 (2. substituéni pro uiéity integral). Méjme funkci ¢ : (o, 8) — (a,b), kterd je NA a md vlastni
deriaci a funkci f : (a,b) — R. Potom plati:

b e~ (b-)
/ f(z)dx = / fe(t)¢'(t) dt MLPSS

~1(aq)

Uréité integraly nam umoziiuji definovat nové funkce, naptiklad chybovéa funkce erf(z) = % foz et dt,

coz je normdln{ rozdéleni (téz Gaussova kiivka) velmi vyuzivané ve statistice. Derivace chybové funkce je
2

erf (v) = e

_:E2

6 Riemannuv integral

Zatim jsme si zavedli Newtontuv integral, ktery funguje pomoci primitivnich funkci, coz je inverzni operace
k derivaci.

Integral ale mize také fungovat jako plocha pod funkéni kiivkou. Ta se historicky pocitala tak, ze se kiivka
aproximovala néjakymi geometrickymi tvary, u kterych obsah umime spocitat, a tyto utvary postupné priblizu-
jeme do nekonecna ke kfivce funkce.

Definice 6.1. Délent intervalu [a,b] je D ={x; : 5 =0,...,n} takovych, Ze a =z < 1 < z2 < ... <z, =b.
Také fikame, ze déleni D’ je zjemnéni D, pokud plati D' O D.

Definice 6.2. Méjme omezenou funkci f na intervalu [a,b] a déleni D. Potom horni a dolni soucty se definuji
nésledovne:

S(f;D) = |wj—xj1|sup{f(z) : @ € [w; 1, 2;]}

Jj=1

s(f,D) = Z |z; —xj_1|inf{f(z) : 2 € [z;_1, 2j]}

Jj=1

Definice 6.3. Riemannuv integral funkce f s délenim na intervalu [a, b] se definuje nésledovné:

b
(R)/ f(x) de = inf{S(f,D): D...dé&leni [a,b]}...horni integral

b
(R)/ f(z) dz =sup{s(f,D): D...déleni [a,b]}...dolni integral

Definice 6.4. Pokud plati, ze f; f= fab f, tak fekneme, Ze f je na [a,b] Riemannovsky integrovatelna, tedy
f € RJa,b] a definuje se jako

(R) / " fla) e = (R)/:f(w) da

Véta 6.1 (O zjemnéni déleni). Méjme f omezenou na [a,b] a D' D D délent [a,b]. Potom plati nasledugici:

s(f,D) <s(f,D") < S(f,D") < S(f,D)

Dikaz. Druhd nerovnost plati trividlné jelikoz plati, Ze inf(...) < sup(...).

Ukézeme si, jak na prvni nerovnost. Definujeme si D’ = DU {N}, necht N € [x;_1,x;].

Tato nerovnost plati, protoze infimum intervalu [z;_1, ;] je nejvyse tak velké, jako infima na intervalech
[l‘i_l, N] a [N, J,‘l]

Budeme tedy postupovat matematickou indukci. Nyni si déleni D’ rozlozime na Do =D C D1 C Dy C --- C
Dy, = D’ tak, aby platilo |D; \ D;_1| = 1. Jiz vime, ze s(f, D;_1) < s(f, D;). Takto se postupuje pies vSechny
D; az po D'.

Posledni nerovnost analogicky. O



Véta 6.2 (O dvou délenich). Mé&jme f omezenou na [a,b] a D1, Dy délent [a,b]. Potom plati ndsledugici:

s(faDl) SS(f7D2)

Diikaz. Zavedeme si ,,Spolecné* zjemnéni D = D1 U Ds. Podle véty dostaneme, zZe s(f,D1) < s(f,D) <

Definice 6.5. Norma déleni D je v(D) = max{|z; —x;_1|:j=1,...,n}
Véta 6.3 (O aproximaci R. integralu). Méjme f omezenou na [a,b] a D,, délent [a,b] takové, Ze v(D,) — 0.

Pak

b
(R) / f = sup{S(f, Dy) : n € N}

T b
(R)/ F = inf{S(f,D,) : n € N}

Specidlné, pokud lim,_, S(f, Dy) = lim,, . s(f, D,) = A, potom je funkce R. integrovatelnd a (R) ff f=

A.
Priklad. Vezmémessi f(z) = 22 a interval [a,b] = [0, 1]. Déleni D,, bude uniformni s krokem %, tedy v(D,,) = .
Potom z; = 2(j =0,...,n).
. 1
Potom horni soucet je S(f, D) = 22:1 |z; —x;—1|sup(f) =" %f(%) = % Z?:l j% = #w — %

Dolni soudet vyjde analogicky stejné, tedy fol 2% = 1.

Véta 6.4 (Kritérium R. integrovatelnosti). Méjme f omezenou na [a,b]. Potom ndsledugici tvrzend jsou ekvi-
valentni:

1. f € R[a, ]
2. Ye > 03D... déleni [a,b] takové, Ze S(f, D) — s(f,D) < e.
Diikaz. Nejprve 1= 2. Vime, 7e A= [ f= [f= [f Poté 3Dy : s(f,D1) > A— 5 a3Dy: S(f, D2) < A+ £.

Dale si vezmeme D = D;UDs. Pro néj poté plati A—5 < s(f, D1) < s(f,D) SQS(f,D) <S(f, Do) < A+5.
Z toho nakonec dostaneme S(f, D) — s(f,D) < (A+5) — A— § = ¢, ¢imz mame implikovanou 2.

Nyni ukdZeme -1 = —2. Aby 1 neplatila, musi platit B = [f > Tf =CneboB= [f< Tf =C.

Vezméme si prvni p¥ipad. Dostavame nasledujici tvrzeni: 3D : s(F,dy) >B—aa 3D, : S(F,dy) < C+ .
Pokud si vezmeme o = BT’C, dostaneme S(f, D2) < s(f, D1), spor.

Nyni druhy p¥ipad. Vime, %e VD plati vyrazy sup(s(f, D)) > s(f, D) a inf(S(f, D)) < S(f, D). Zvolme si
e= [f— [f. Pak dostaneme S(f, D) — s(f, D) > [f— [f =e. A toto jiz implikuje negaci 2. O

Véta 6.5 (Monotonie a R. integrovatelnost). Méime f omezenou a monotdnni na [a,b]. Potom f € R[a,b].

Diikaz. Uzijeme ptedchozi vétu, tedy Ve > 03D . ... Zvolime si D,, = {z; = a + b_T“j : 43 =0,...,n}. Potom
dostaneme S(f, D) — s(f, Dn) = 3_5_, [xj — xj-1|(sup; f — inf; f).

Necht je f BUNO neklesajici. Po dosazeni D,, mame rovnost >=% S (flag) = fxj-1)) = w.
Tedy Ve > 03n : % < e. Proto monotoénni funkce je R. integrovatelné. O

Definice 6.6. Méjme funkci f, pro kterou plati: Ve > 0 36 > 0 Va,y € [a,b] |z —y| < 0 = |f(z) — f(y)] < &,
kde 0 zavisi pouze na €. Potom f je stejnomérné spojitd na [a,b].

Kazd4 stejnomérné spojitd funkce je také spojitd. Obecné to ale plati naopak, pokud interval [a, b] je uza-
vieny.

Véta 6.6 (Vztah spojitosti a R. integralu). Pokud funkce f je spojitd na |a,b], potom f € Rla,b].

Dikaz. Vime, 7e Vy € [a,b] Ve > 035 > 0Vz € [a,b] |z —y| < d = |f(x) — f(y)| <&, tedy f je na [a, b] spojita.
Uzijeme definici stejnomérné spojitosti na intervalu [a, b]. Dostaneme € > 0, hleddme déleni D. Zavedeme si
¢’ = 7= . Poté najdeme § > 0 takové, ze Vz,y € [a,b] : |v —y| < = |f(z) — f(y)| <€'. D je libovolné déleni,
kde v(D) < §,D = {zo,%1,...,Tn}
Funkce f na intervalech [z;_1, ;] nabyva extrémt, tedy minimum v bodé d; a maximum v h;. Nyni se po-
divame, jak vypada rozdil horniho a dolniho souctu.
S(f.D) = s(f. D) = 30—y f(hy) (x5 — @j—1) — 25 fdy)(wy —wjmn) = 25, (f(hy) — f(dy))(zj — 2j-1).
Prvni ¢len je mensi, nez ¢’, nebot h; —d; < z; —x;_1 <v(D) < 6.
Proto plati: S(f, D) —s(f,D) <& Y7 (v; —xj-1) =€'(b—a) =e. O



Véta 6.7 (Vlastnosti R. integralu). Ndsledujici vlastnosti plati:
Linearita. f,g € Rla,b],a € R. Potom (R)f:(f +g) = (R)f;f—l— (R)f;g a (R)fabaf = a(R)fabf.
Monotonie. f < g, f,g € R[a,b]. Potom (R) fabf < (R) f:g.
Aditivita vzhledem k intervalu. a < b < c. Potom (R) fac = (R) f; +(R) fbc

Podivejme se, jak se hodnota integralu, tedy plocha pod kfivkou, zméni, pokud spojité budeme ménit b.

Véta 6.8 (Derivace R. integralu podle horni meze). Méjme neprdzdny otevieny interval J, a funkci f : J — R.
Dadle necht plati proVa < g € J: f € Rla, B8] a c € J. Ddle jesté plati, Ze pro Vx € J

[T (=0
F(x)_{—(R)fif (¢ <c)

Potom plati ndsledugici:
1. F je spojitd na J
2. f je spojitd v xg € J = F'(x0) = f(x0)

Priklad. M&jme interval J = (0,1), f(z) = 1. Poté plati Va < 8 € (0,1)f € R|o, 8], avSak neplati integrova-
telnost v okrajich J, tedy f ¢ R[0,1]

Diikaz. Vezméme si bod zy € J. Chceme ukizat, ze I je v bodé xq spojita. BUNO pfedpokladejme zq > c.

Zvolme né&jaké a < zo < 3, kde a, 3 € J. Potom f € R, 8] = f je omezend na |a, 3]. Tedy IM € RT
takové, ze —M < f(x) < M.

Chceme pro € > 0 najit § > 0 tak, aby |z — x| < 0 = |F(z) — F(x0)| < e. Pro zg < z plati |F(z) — F(zo)| =
[(R) f;o fI < M(x — x0). Staci volit § = 7. Potom je rozdil mensi, nez M = ¢.

Nyni chceme dokazat druhou vlastnost. Vime Ve > 030 > 0Vz € J|x — zo| < 0 = |f(z) — f(x0)| < €. Nebo
také jinak f(zo) —e < f(xo) < f(zo) +¢€

R x
Chceme, aby platilo F' (zg) = limy_4,, %ﬂxo) = limg 4, ( x)f;O Pro € > 0 najdeme ¢ > 0 tak, Ze
pro = € (zg,zp — 0) plati nerovnost f(zg) —e < ® fzo ! < f(zo) +&.
Tim jsme pfimo z definice ovérili to, Ze nase hledana limita se rovna f(xo). O

Dusledek 6.1.

Véta 6.9 (Vztah spojitosti a existence primitivni funkce). Méjme J neprdzdny otevieny interval, a f spojitd
na J. Potom f md na J primitivnt funkct.

Diikaz. Uzijeme vétu
Vo < B € J: f je spojité na [a,b], tedy podle véty [6.6] je f € R[a, 8]. Definujme F : J — R stejné, jako
ve vété Nahlédneme, %e podminky této vty plati. O

Dusledek 6.2.
Véta 6.10. Méjme f spojitou na [«, 8], o, 8 € R. Potom:

(®) / /= F(B_) - Flay)

kde F je primitivni funkce k f na (

6.1 Aplikace integralu

1. Vypoditani plochy pod kiivkou. Tedy mame f [a,b] — R a plochou kiivky se mysli obsah mnoziny
{(z,y) R 0<y < f@)}jew [ f=m [, [

2. Vypocitani délky kiivky danou funkeci.
Definice 6.7. Mé&jme spojitou funkci f : [a,b] — R a déleni D[a, b]. Potom

Z¢ )% + (f(g) = Foj1)?

je délka lomené ¢ary aproximujici k¥ivku f a L(f) = sup{L(f, D)} je délka ki¥ivky.



Véta 6.11 (Délka kiivky). Necht f md na [a,b] spojitou proni derivaci. Potom

b
L(f, [a.b]) = / N

Véta 6.12 (Délka kiivky v R™). Méjme spojitou funkci ¢ : [a,b] — R™ se spojitou pruni derivaci. Délka
kiivky {p(z) : « € [a,b]} je potom

/ AW+ @+ g do

3. Vypocet objemu a povrchu rota¢niho télesa daného kiivkou.

Véta 6.13. Méjme f : [a,b] — R spojitou a nezdpornou a mnoZinu T = {(z,y,2) € R® : z €
[a,b], Vy? + 22 < f(x)} vsech bodi rotacniho télesa daného kifwkou f(x). Pak plati:

Objem T = Wf: 12
Povrch T = 2 fab /14 f? bez podstavy, pokud je f' spojitd.

4. Moznost odhadovani sou¢tu funkénich hodnot pomoci integrala.

Véta 6.14 (aproximace sou¢ttt pomoci integralid). Méjme f nerostouci na intervalu [a — 1,b] (respektive
[a,b+1]) a na tomto intervalu existuje R. integrdl. Potom

b

[Crexams] s

=a
Pokud je f neklesajict, plati opacnd nerovnost.
Diikaz. Integrél (r) f;H f mé horni soudet pro déleni D = {a,a+1,...,b+1} rovny S(f, D) = ZZ:(L f(k).
Z toho tedy vyplyva S(f, D) < [7*' f.
Opacna nerovnost analogicky. O
Nyni si ukdzeme souvislost konvergenci fad a integrald.

Véta 6.15 (Integralni kritérium konvergence fady). Méjme f nerostouct, nezdpornou a spojitou na intervalu
[no — 1, 00|, potom

o0 o0
Z f(n) konverguje < Eln()/ fz)der < o0
n=1 no—1
Bez dikazu.
Tato suma je vlastné spodni soucet funkce f(n) pro rovnomérné déleni D =ng — 1,n9,n0 + 1,...,00.

P#iklad. Mé&jme sumu > 7, -1 a chceme védét, kdy konverguje. K tomu vyuzijeme integraly. Dostdvame

n=1 no
integral fooo n% Primitivni funkce pro o = 1 je [logx]3° = oo, tedy fada nekonverguje. Pro a # 1 dostévame
1—a 1

o, . ppmatl . . .
primitivni funkci [I_(H_l] =lim; o 5= — 71— Tato limita je rovna 0 pro o > 1, oo pro a < 1.

Tedy tato suma konverguje pravé pro o > 1.

Priklad. Mé&jme funkci I,, = fog sin™ x dz. Potom:

s
—(Z_=x

Iy = fow 1=73 .
I = [ sinz =[—cosz|] =1
I, = [7 sin" ' —sinaz do = [sin"z(—cosz)]§ — [F(n—1)sin" Pz —coswdr = =211,
Po vyfeseni této rekurence dostaneme zajimavy vztah:

C@n=Dll g _
I2n - onll §;I2n+1 =€ Q

. LT o e o] 4n?
Wallisova formule: 3 =[]~ 17—
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7 Funkce vice proménnych

Podivejme se na vektorové prostory a také na normy, tedy zobrazeni z VP do R, které spliuje trojuhelnikovou
nerovnost. Vektorovy prostor s normou se také nazyva normovany linedrni prostor.
Vezméme si normy na R™: maximova norma |||/« a eukleidovskd norma ||z||2

Definice 7.1. Uplné okoli U(a, ) definujeme jako {z € V : ||z — a| < ¢}.
Prstencové okoli P(a,e) definujeme jako U(a,¢) \ {a}

Pozorovani. Vz € R" : ||z]|c < |z]l, < ¢/n]z||

Dikaz. |xj| = {/a;P < ¢/Clzilr < ¥/n- ([2llo)? = /nllzll =

Definice 7.2. Mé&jme x,, posloupnost bodi ve VP (V, || - ||), potom posloupnost (z,) mé limitu « € V, pokud
lim,, o ||2n — 2|| = 0. PiSeme lim,, o, z,, = = nebo x,, — x

Dusledek 7.1. Pro kazdou posloupnost (x,) v R? pro Vo € R? plati:
2=z v (R o) & 20— 2 v (RE - ]]p)

Diikaz. Ukéazeme na implikacich:
0< [lzn — 2floc <[l — 2, =0
0 < ||an — x|, < Vd||z, — x| ,(— 0), podle véty o straznicich konverguje.

Definice 7.3. Posloupnost (v,,) je omezend pravé, kdyz posloupnost ||v,|| je omezena.
Véta 7.1 (Vlastnosti konvergence v R9).

1. KaZda posloupnost md nejvyse 1 limitu

2. vy, = v = v = vl

3. v, = v = (v,) je omezend

4. Pokud vy, = 3% vib; (pro libovolnou bdzi) by, ..., bg) av= " vb;, pak v, — v < Vi: vl — v

zln

Dikaz.

1. Sporem: Necht v, — v a v, — u # v. Zvolme si tedy ¢ = ”“;”H. Podle definice limity mame pro
e InVn > ny v, € U(v,e) AIng¥n > ng : v, € Uu,e) = Jz € U(u,e) NU(v,e). Toto ale je spor

s trojuhelnikovou nerovnosti, tedy ||u — v|| < ||lu — z|| + ||z — v|| < 2¢ < ||Ju — v|| a mame spor.

2. Podle trojihelnikové nerovnosti mame 0 < |[[v]| — [|vn]|| < [[v — va| — 0 dle predpokladu, tudiz |||v]| —
[vall] = 0, z toho [l ]| — [lv]].

3. Vime, Ze v, — v. Podle pfedchoziho bodu plati ||v,|| — ||v||, coz podle véty ze zimniho semestru implikuje,
7e posloupnost (||v,]|) je omezend.

4. Pro jednoduchost jen pro kanonickou bézi. v, — v odpovida tomu, ze an—vHoo — 0, coz je max{|vi —v?| :
i=1,...,n}, tedy i-ta souradnice. Z toho vime, Ze |l — v — 0 a proto v — v'. v, miiZzeme zapsat
lineérnl komblnac1 vt

O
Nyni se podivejme na zobrazeni z vektorového prostoru do jiného.

Definice 7.4. M&jme zobrazeni f : D C R™ — R™ (pro n = 1 nazyvame funkci m proménngch), déle
a € R™ A € R™ s maximovou normou. Potom definujme limitu f(z) v a jako:

lim f(z) = A< Ve > 035 > 0Vx € P(a,d) : f(x) € U(Ae)

Tr—a

Také definujeme limitu f(x) v a vzhledem k mnoziné D:

(lgr)l flx)=AeVe>036 >0Vz € P(a,0)ND: f(x) e U(A,¢)
zeD)—a
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Priklad. Vezméme si funkei f(z,y) =
Podivejme se na lim,_, oy f ().

Vsimneme si, ze v daném bodé bude existovat nejvyse jedna limita.

Také si vSimneme, Ze limecp)—a f(2) = A = limgepcpysa f(2) = A, pokud pro D' C D plati Vo >
0P(a,8)ND" #0

Zvolme si tedy D' = {(z,y) : x = y}, potom lim(, )0 % = %

%. Tato funkce ma D = R?\ {(0,0)} a velikosti prostortim = 2,n = 1.

Nyni si zvolme D" = {(z,y) : * = —y}. Tim ziskdvime lim, ,)_,o ETI; = —%.

Toto ale znamenad, Ze limita pro danou funkci f neexistuje.

Pro limity zobrazeni plati obdoby vét o limitach funkci z R — R, a to konkrétné véty o aritmetice limit,
véta o straznicich, Heineho véta a véta o limité slozené funkce.

7.1 Derivace
Definice 7.5. Méjme zobrazeni f : D C R™ — R™ a a € D. Potom Parcidlni derivace f v bodé a podle i-té

proménné je
Of(@) _ . filath) - f(a)
8(Ei h—0 h

= fi(a) = (fYi(a), ..., f"i(a)),

kde f;(t) = f(a1,a9,...,a;-1,t,ait1,.-.,an), tedy nahradime i-tou slozku.

V podstaté si mizeme predstavit, ze f; je fezem daného zobrazeni podle i-té soufadnice a tato derivace
funguje pravé na tomto fezu.
P¥iklad. Mé&jme funkci f(z,y) = 2y*. Potom parcilni derivace vypadaji nasledovné: % = fl =92 % Iy =
2xy. V tomto piipadé je a = (z,y).

P¥iklad. M&jme zobrazeni g : R — R? které nam zobrazi t — (¢,t2,t3). Potom zobrazeni g = (g%, g%, ¢°).
V tomto piipadé méame, ze g’ (t) = t/. Potom dostaneme derivaci (¢’)" = jt/~1. Tedy derivace tohoto zobrazeni
je g'(t) = (1,2t,3t2).

Definice 7.6. Mé&jme funkci f: D CR™ — R,a € D. Potom f ma v a lokdlni minimum, pravé kdyz
36 >0:Vx € DN P(a,d) : f(z) > f(a)
Lokalni mazimum analogicky.

Véta 7.2 (Nutnd podminka pro lokalni extrém). Pokud md funkce f md v a lokdlni extrém, potom plati jedna
z podminek:

1. Vi=1,...,m: agg(:) = 0 nebo neexistuje
2. bod a je na okraji D, to znamend V6 > 0: D 2 U(a,d).

Diikaz. Pokud plati, Ze a je na okraji, je v8e v pofddku. Pokud ne, potom 36 > 0: D D U(a,d). Tak zafixujeme
4. (Predpokladame, Ze toto okoli existuje.)

Mame a € D. Podivame se na okoli pro maximovou normu: Na D N[~ (a; — 6, a; + §) ma f v a extrém,
potom na (a; — d,a; + ) mé f; extrém v a;.

Potom podle nutné podminky pro lokdlni extrém funkce jedné proménné dostaneme, Ze f/(a;) = 0 nebo
neexistuje, nebo a; je na kraji definiéniho oboru (toto nelze, jelikoz Dy, C Ul(a,,9)). O

Priklad. Méjme funkci f(z,y) = 2y?, kde D = [—1,1]?. Podivejme se na lokalni extrémy.

Podle prvni podminky musi platit f; = f, = 0. To plati, kdyz y = 0. Podle druhé podminky jsou lokalni
extrémy na okrajich, tedy |z| =1V |y| = 1.

Naopak, v bodé (0, %) neni extrém, jelikoz fI # 0. Stejné tak bod (0,0) neni extrém.

Jsou tu ale takové potize véty [7.2] Tim, jak se divAme pouze na parcidlni derivace, pozorujeme pouze
m ,paprski®, mimo tyto derivace se muze funkce chovat vselijak divoce. Tim padem vZdy ten extrém nemuzeme
urcit jednoduse.

Definice 7.7. Mé&me f: D CR™ — R a a € D. Potom Druhd parcidlni derivace je parcialni derivace néjaké
parcialni derivace, konkrétneé:

2f@) 9 0

8901-8:5]- - 8.’El 8mj “
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Priklad. Mé&jme funkci f(z,y) a pro |z| < |y| : f(z,y) = |
af ;(0,0) =0, a (x 0) = z. Druh4 parcialni derivace aﬁﬂ(o, 0) = 2 ()

poraudl7 dostaneme 0.95(0,0) = 0.

> |y| = xy. Potom parcidlni derivace
= 1. Ale kdybychom to udélali v jiném

oy Ox
Pokud a 81 i afjafmi jsou spojité v bodé a, tak %6(2 = oz, g;) Pokud 7 # j, potom se tato derivace
nazyva smisena.
Definice 7.8. D?f(a) je matice z R™*™ takov4, Ze
0% f(a)
D? i = .
( f(a))uj axzazj

Definice 7.9. Matice A je pozitivné definitni pravé, kdyz jsou jeji vlastni ¢isla kladna. Podobné je A negativné
definitni pravé, kdyz jsou jeji vlastni ¢isla zdpornd. Nebo matice A je indefinitni praveé, kdyz existuje dvojice
vlastnich ¢isel, kde je jedno kladné a jiné zaporné.

Véta 7.3 (Postacujici podminka pro extrém). Méime f: D CR™ — R, a je wvnitiF D (36 >0:U(a,0) C D a
8f(a) _

ddle plati, Ze anaz je spojité v a, a =0, (a je podeziely z extrému), potom:

1. Pokud D?f(n) je pozitivné definitni, pak f v a nabyvd lokdiniho minima.
2. Pokud D?*f(n) je negativné definitni, pak f v a nabyvd lokdlniho mazima.

3. Pokud D?f(n) je indefinitni, pak f v a neni lokdlni extrém.

Tato matice D? se nazyva Hessova matice H.

Piiklad. Vezméme si funkci f(z) = z1,R™ — R. Na R” nem4 globalni extrémy, na (0,1)" (oteviena krychle)
taky nema extrémy.

Véta. Méjme f: D C R™ — R, kterd je na D spojita a D je kompaktni. Potom [ nabjvd na D mazima a

minima.

Definice 7.10. Kompaktni mnoZina je takova, Ze je uzaviena a omezena.
Omezenost mnoziny D se definuje tak, ze IM : D C [-M, M]™.
Uzavienost mnoziny znamena, ze pro kazdou posloupnost x; v D, kterd ma lim,,_,o, x,, = =, potom x € D.

Piiklad. Vezméme si uzavieny kvadr [aq,b1] X [ag,ba] X - -+ =[]¢ = 1"[as, b;]. Ten je kompaktni.

P¥iklad. Pro P C R uzavienou mé&jme f : D C R™ — R spojitou. Potom f~!(P) je uzaviena.
Mégjme funkci f(z1,...,2m,m) = Y. z7. Tato funkce je spojitd. Inverzni zobrazeni f~1({1}) je jednotkova sféra,
inverze ([0, 1]) je jednotkova koule. Oboji je kompaktni.

Definice 7.11. Méjme funkci f : D C R™ — R”. Bod a je uvnitt D, tedy 36 > 0 : U(a,d) € D. Necht
L :R™ — R” spliwyje f(a+ h) = f(a) + L(h), tedy:

[f(a+h) = fla) = L(h)]

(h€R™)—0 12l

=0« f(a+h)— f(a) = L(h) + o(||A])

Potom L je totdlnd diferencidl f v a a piSeme L = df (a) = Df(a).

Zatim jsme si ukazali, jak parcialné derivovat podle proménné, tedy podle vektoru kanonické baze. Nyni si
zobecnime derivaci podle jakéhokoliv vektoru.

Definice 7.12. Mgjme funkci f: D CR™ — R"™, @ uvnitt D a v € R". Potom derivace f v a ve sméru v je

dyf(a) = %i—%w =

Véta 7.4 (Souvislosti riaznych derivaci).
1. de,f(a) = $L(a).
2. dy,f(a) = df(a)(v) MLPSS, kde df je linedrni zobrazeni.

3. df(a)(e;) = 853(;) ..df (a) je jednoznaéné urdeno, pokud df (a) existuje.
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i\ T
4. df(a) md matici (ngj) o
i=1,7=1

Diikaz. Ukéazeme jednotliva tvrzeni:

1. Z definice f(a+te;) = f(ar,...,a;—1,a; +t, 0411, .., Qm) = ggﬁ:.

2. Necht existuje df(a). Potom limj_,q Hf(a'*'h)_‘l%a)_L(h)H = 0. Specidlné pro h = tv, kde t € R,t — 0

dostaneme lim, o 1L L= 7 6 se da zkratit [t] a mame limy o || L= — 1()]| = 0. To

w — L(v) = o a dozvime se, Ze d, f(a) = L(v).

je ekvivalentni s tim, ze lim;_,¢

3. Plyne z pfedchozich dvou bodi pro v = e;. Pokud df(a) existuje, tak mé dané hodnoty na kanonické bazi,
tedy df (a) je jednoznacna.

4. 7 ptedchoziho bodu, matice zobrazeni vzhledem k bazim e;, € mé na pozici (i, j) souradnici L(e;) pfislu-
Sejici k e].

i n
Pro L = df(a) vime, ze df(a)(e;) = 85:57) = (%z@) . Z toho vyplyva, Ze matice vypada podle znéni
J J i=1

vety.
O

Poznamka. Diky této vété nyni vime, ze f(a + h) = f(a) + df(a)(h). Protoze df (a) je linedrni zobrazeni,
miizeme jej nahradit jako Jh, kde J je matice z véty.

Definice 7.13. (Operéatorova) norma linedrniho zobrazeni je definovana jako ||L|| = sup{||L(u)]| : |lu]| < 1}.
Je mozno zavést vice variant norem, napiiklad pro p-normy méme ||L||,—, = sup{||L(v)|lq : Jul, < 1}.
Typicky bereme p = g = 2.

Pozorovani. ||[L(v)| < |IZ] - ||v||-
Diikaz. Vezméme si u = qir. Potom norma |lu]| = 1. Z toho dostaneme, 7ze ||L(u)|| < ||L||. A tedy L(u) =
L(wy) =1 =

[ [

Pozorovani. Pro libovolné L : R™ — R™ linedrni existuje ||L|| € [0, 00).

Diikaz. Vezméme si vektor u tak, ze |ju|| < 1. Potom Vj : |u;| < 1.
Dostaneme podle i-té slozky: | Z?:1 Liju;| < > |Lijl|lus| < > |ujl|. Z toho dostaneme:

|Zull < /S0 (27 1)) € R O

Véta 7.5 (Totélni diferencidl dava spojitost). Necht f md v a totalnd diferencidl. Pak je f v a spojitd.

Dikaz. Ukézeme, ze limy,_,o W = 0. Nadefinujeme si L = df (a).
Méme vyraz 0 < || f(a+h) + f(a) — L(h) + L(h)|| < || f(a+h) + f(a) — L(h)|| + || L(h)||. Z definice totalniho

diferencialu ale vime, ze 1 (a+h)m£(“a)7L(h)H

— 0 pro h — 0, a tedy pokud rozsifime prvni séitanec ||k, tak

i ||p) Wt @=LOL o Také vime, ze [|L(h)|| < [ L||R]| — 0. Tedy 0 < | f(a+ k) — f(a)]| < |A] - (—
0) + [IR] 1L

Podle véty o straznicich dostaneme, Ze se to celé rovna 0, tedy dokézano. O
Véta 7.6 (C! — totélni diferencial). Pokud f md parcidlni derivaci spojitou v a, tak f md v a totdlni diferencidl.

Poznadmka. C"(D) = {f : D — R : n-té parcidlni derivace spojité na D}
Specidlng, C° je mnozina spojitych funkei na D.

Jak se d& totalni diferencial vyuzit?

Piiklad. Spoctéme 1.1°9.

Tento piiklad si mizeme prevést na funkci f(z,y) = 2¥ a £(1.1,0.9) = f(1,1) + L(0.1,—0.1) + chyba, kde
L =df.

Dostaneme, ze L(p,q) = 8f(1 l)p + ( )q Pro konkretnl hodnoty dostaneme, ze L(1,1) = 1p + 0g.

Ziskdvame priblizny vysledek f(,1) = 1 + 0.1 = 1.1. Kalkulackou mame vysledek = 1.089, tedy chyba je
~ 0.01.

Véta 7.7 (Aritmetika totalniho diferencidlu). Méjme f,g: D CR™ — R™, a uwniti D, ¢ € R. Pak
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1. d(f + g)(a) = df (a) + dg(a) MLPSS

2. d(cf)(a) = ¢ - df (a) MLPSS

8. (n=1):d(fg)(a) = g(a) - df(a) + f(a) - dg(a) MLPSS
4. (n=1,g(a) #0) : d({)(a) = L2l Hedota) ppy pgg

Diikaz. UkaZeme pouze pro prvni bod.

Vime, ze f(a+ h) = f(a) + L(h)=gf(a) + E(h)-o0, stejné mizeme vyjadiit g(a + h) = g(a) + M(h)—gqq(a) +
F(h) 0.

Potom mutizeme Fict, ze (f+g)(a+h) = (f+g)(a)+(L+M)(h)+E(h)+F(h). Chceme, aby d(f+g)(a) = L+M.
Naopak chceme, aby E(h) + F(h) bylo dostateéné malé.

Z trojiihelnikové nerovnosti dostavame 0 < LECHEEMIL < IR 4 LRI pougitim vety o straznicich

dostavame, ze E(h) + F(h) — 0. Proto je opravdu L + M (h) = d(f + g)(h). O

Véta 7.8 (Totalni diferencial slozeného zobrazeni). Méjme R® 2 R™ ER R", a uwonitr R®. Pak

d(f o g)(a) = df (g(a)) o dg(a)

Totalni diferencial odpovida néjakému linedrnimu zobrazeni, takze v tomto pripadé je sloZeni pravé strany
nasobenim matic.

Diikaz. Podle definice g(a + h) = g(a) + M (h)=qq(a) + F(h) 0

Pro slozenou funkci je f(g(a) + k) = f(g(a)) + L(k)=af(g(a)) + E(k) =0

Nyni chceme, aby f(g(a+h))=fog(at+n) = f(9(a))=fog(a)FLM(h)—a(fog(a)+G(h)mala chyba- Nynisi f(g(a+h))
aproximujeme podle definice: f(g(a) + M (h) + F(h)) a jako k si vezmeme k(h) = M (h) + F(h).

Vsimneme si, ze || M(h) + F(h)|| < [|M(h)[| + [F(h)]| < [M] - [|h]l + L5 [[1]). Z tobo vyplyva, ze k — 0,
kdyz h — 0.

Dostavame, ze f(g(a) + M(h) + F(h)) = f(g(a)) + L o M(h) + [L(F(h)) + E(M(h) + F(h))|=g()- Zbyva
ovéfit, ze G(h) je malé:

IG(M)]] I L(EB)IHIE(M (h)+F (R)) || IF(h)H IE(MR)+EODI | IMMB)+FR) _
0< T < e < IEI- S + e wr = (2 0+
0) - (% . + % 0)' Podle véty o strazmcmh to je tedy malé. O
=const. —

Tento dtikaz funguje jen v piipadé, 7e g(a + h) # g(a)Vh € P(a,d), jinak je potieba zévér udélat silensji.
Véta 7.9 (Retizkové pravidlo). Pro funkci f : R™ — R plati:

of — f 9g;
G (01(2). o gml@) = D (1) g(0) - 52 () MLPSS
% j=1 j %
Diikaz. Vime, ze M = dg = (ggi) , a L =df(g(x)) = (g—y{, . 8‘? ) Protoze LM je matice totalniho
i) j=1,i=1
diferencialu d(f o g), podle véty 7.8 dostavame, ze (LM)i; = aax (g1(x),...,gm(x)) nebo mizeme roznasobit
matice a dostaneme vyraz na pravé strané z véty O

Véta 7.10 (Piirtstek funkce vice proménnych). Mé&ime D C R™ a tsecku ab € D. Potom

Fp € ab: f(b) — f(a) = df (¥)(b—a)

Diikaz. Zavedeme si funkei g(t) = a + t(b — a), kde a,b € R™. Potom g : [0, 1]
Nyni si zavedeme h(t) = f(g(t)). Dostaneme, ze f(b)— f(a) = f(g9(1))— f(g

(0)) = h(1)— h(0) = K (v)(1-0).
Vyuzijeme vétu a mame h(v) = (fog)(v) = %(u) = Z;r;l 88—% g(v)) - %( ). Uréime si v = g(v).
Pokra¢ujeme dale. h(t) = > 7", %(w)(bj —a;) =df(¥)(b— a). O
Definice 7.14. Gradient funkce f : D C R™ — R v a € D je Vf(a) = vektor parcidlnich derivaci
(oo )™

Poznamka. Plati, Ze:
1. df(a)(h) = (VF(a), h), tedy skaldrni soucin gradientu a vzoru.
2. Podle véty f(b) = fla) =(Vf(¥),b— a). Tedy gradient f(a) mi¥i smérem nejvétsiho rastu f.
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3. Pro plochu {(z, f(x)),x € R™}, kde f : R™ — R uvazme te¢nou rovinu v bodé€ (a, f(a)). Normalovy
vektor této nadroviny je n(a) = (Vf(la)) € Rt

Gradient mtzeme vyuzit k tomu, abychom dokazali vypocitat minimum ¢i maximum funkce numericky, a
to tak, Ze se postupné pohybujeme proti/ve sméru gradientu, dokud to je mozné.

7.2 Implicitné zadané funkce

Vezméme si rovnici kruznice 22 + 32 — 1 = 0. Potom grafem funkce je {(x,v) : f(z,y) = 0}.
Kdybychom tento graf chtéli zapsat funkcemi, museli bychom explicitné napsat rovnice grafu jako y =
+v/1 — 22 a specidlni body (+1,0).

. - n
Definice 7.15. Mé&jme zobrazeni f : R™ x R™ — R". Potom zapis (%) je matice (g—gf)
i/ ij=1

Véta 7.11 (O implicitni funkci). Méjme a € R™,b € R”, apiné okoli U = U((a,b),n) (n > 0) a zobrazent
f:U = R™ takové, zZe

1. f(a,b)=0
2. feCkU)

3. det ((%)) £0

Potom existuje §, A > 0 takovd, Ze

Ve € U(a,0)INy =g(z) e UD,A) : f(z,y) =0

—1
Navic funkce g € C*(U(a,d)) a specidlné % =— (%) . <%)
Specidlné pro n =1 dostdvdme:

of
ag — _ ox;

Diikaz. Ukazeme jen pro n = 1.
Podminka 3 plati, ¢islo g—g(a, b) # 0, BUNO nechf je kladné. Z podminky 2 dostaneme, ze 3V ... okoli (a,b) :

L>oev.

Zavedeme si nyni F(t) = f(a,b+t), tedy funkci proménné ¢, potom F’(t) > 0. Z toho vyplyva, ze IA > 0:
fla,b—A) < 0= f(a,b) < fla,b+A)naUNV.

Ze spojitosti funkce f(z,b+ A) v okoli z = a
304 >0:Vr € U(a,d4) : f(z,b+ A) > 0. Analogicky
- >0:Vz e U(a,0-): f(z,b—A) <0.

Nyni si zvolme § = min{d_, d; }. Pro z € U(a, §) uvazime F(t) = f(z,b+t). O té vime, Ze je spojitd, rostouci
a F(—A) <0 < F(A). Vyuzijeme vétu o nabyvani mezihodnot, proto 3t : F(t) = 0). Z monoténnosti funkce
ziskdvame jednoznaéné urené t a g(x) =y =b+t.

Cast véty, kde g € C* vynechame.

Nyni si vezmeme funkci h(z) = f (xa,fg(;v)) Vime, ze h(z) = 0 Va € U(a, §). Potom podle Fetizkového pravidla

dostaneme Vi € 1,...,m : 0 = a;ﬁ =3 T %]yc : 8%' Odecteme a vydélime a dostaneme hledany zlomek. O

7.3 Vazané extrémy
Nasim cilem je hledat extrémy néjakého zobrazeni f(x) na néjaké omezené mnoziné {z : g(z) = 0}.

P¥iklad. Mé&jme g(x1,72) = 22 + 23 — 1. Slo by zvolit x5 = v/1 — 22. Potom bychom hledali extrémy na funkci

f(x1,4/1—2%) a f(z1,—/1 — 2%). Na bodech (£1,0) se ale nic nedozvime.

Dalsi moznost by bylo vyuZiti goniometrickych funkci: 1 = cost, o = sint. Potom bychom hledali extrémy
na f(cost,sint).

Véta 7.12 (Vazané extrémy / Lagrangeovy multiplikdtory).
Méjme funkei f :R™ =R, a € R", g: R™ — R¥(k < n) takovd, e g € C' v okoli a, ddle rank (%) =k.

Pokud a je lokalni extrém na mnoZiné {x € R™ : g(x) = o}, potom plati:

1. g(a) =0
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2. 3\, e Vi(a) = X0 MiVgi(a).

Specidlné pro k = 1 dostdvame V f(a) = AVg(a)
Dikaz. Jen pro k = 1.
Prozkoumame f na mnoziné {g(z) = 0}. Vyjaddfeme x,, = h(x1,...,z,_1) tak, ze g(x1,...,2,-1,h) = 0.

Zkouméame f(z’, h(x')) bez omezeni
Potom vime, Ze rank (Ey—)(gl(au)7 S

i (a) # 0.

(a)) =1, tedy alespon jedna derivace je nenulova. BUNO

S
0,29 (a) #0=30,A:3h:U(d,8) = Ulan, A).
an—1) je lokalni extrém funkce F'(a’)

Dale vime, ze g € C', g(a) = 0, Bas
Na U(a) U {g(z) = 0} je a lokalni extrém prave, kdyz o/ = (ay,
. P of o ) 9 i
i gt ()

f', h( )(; Vime, ze tato funkce je urcena jednoznacné
To je ekvivalentni s tim, ze Ve = 1,...,n — 1 plati 0 = 9. = 9. T Par  Br
znamena, ze g lf = i . Oznacme si A = druhy vyraz.
Z toho tedy dostavame ze Vf = AVyg, tedy dokazano. O
7.4 Tayloruv polynom vice proménnych
2211 o; aal =alag! o).

Definice 7.16. Multiindez je definovan Jako aeN™, kde la] =
Navic, pokud mame x € R™, potom z* = []\" 1 xy
f . 3\ al
Navic si definujme jesté parcidlni derivaci Jako rll s

Definice 7.17. Taylortv polynom pro funkci vice proménnych definujme nésledovné

1) o

Th =Tt = ¥ 3 T

k=0" |a|=k

Véta 7.13 (Taylorav polynom pro vice proménnych). Méjme funkei f : D — R, D 2 U(a, ), f € C™(D)

Potom f(z) = T}*(z) + o(f|z — al|").
Dale existuji specidlni pripady

f(a)+0(1), f spojitd v a

n=0 f(x)=
n=1 f« +Za a) +o(||lz — al)
%,_/
af () (2 a)

m 2
@)+ 50— )T (o) @ =)+ ol —alP)

n=2 f@)=fla)+ Y L+
i1 ' . ,
H=D2§f
97 (a) = 0, H pozitivné definitni. Potom

Dusledek 7.2 (Postacujici podminka pro lokalni extrémy). Méjme
md f v a lokdln? minimum. Tedy:

f(@) = fla) +

all*) > f(a)

mln”m - (l||2 + O(H.T

Lokalni mazimum analogicky.
f(a+tv) prov € R™\{0},t € R. Podivame se na Taylortiv polynom

Ndznak dikazu. Definujme si funkei g(f)

)
g, coz je Y. 2 (0) h* = g(h) = f(a +th).
Tedy zkoumame jak se v daném bodé chova g a chceme se podivat na jeho derivace
Plati, ze ¢(®) (t) = %k = gzz( ). Pokrac¢ovani nebude. O

8 Metrické prostory

Co je to vlastné vzdalenost? Ne, toto neni filozoficks otazka. No dobfe, vzdalenost je relativni. Clovék by musel
yi|, zatimco takovy ptacek se proleti vzdusnou

chodit méstem pres pravoflhlé ulice, kde d(m y) = > |z —
Z'L 1V xl yl

¢arou, tedy d(zx,y)
Definice 8.1. Zobrazeni d: X x X — R je metrika, pokud jsou splnény nésledujici podminky
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, tedy nezapornost
Sr=y

d(y,x), tedy symetrie

—  — =
\ \

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), tedy trojihelnikova nerovnost
Priklad. Ruzné metriky:
1. Metrika dp(z,y) = (>0, |2 — yi|P) 7, existuje na R™ pro p > 1.
2. Grafova metrika v neorientovanych grafech
3. X =C([0,1]),d1(f,9) = fy |(2) = 9(x)], doo = max | f(z) — g(x)
Definice 8.2. Mnozinovy systém (X, d) je metricky prostor, pravé kdyz X # 0 a d je metrika.

Definice 8.3.
Otevrend koule je B(x,r) =U(z,r) ={y € X : d(x,y) <r}.
Uzaviend koule je B(x,r) =U(x,r) ={y € X : d(z,y) < r}.

Definice 8.4. Mnozina G C X je oteviend, pravé kdyz Vo € G306 > 0: B(x,d) C G
MnozZina F C X je uzaviend, pravé kdyz X \ F je oteviena.

Piiklad. Mé&me X =R ad=d; a a,b € X. Potom (a,b), (a,00), (—00,b), (—00,00) jsou oteviené mnoziny,
[a,b] je uzaviend mnozina.

Véta 8.1 (Oteviené mnoziny). Ndsledujici tvrzeni jsou pravdivé:

1. 0 i X jsou oteviené mnoZiny

2. Gy,...,G, C X jsou otevrené, potom (|G, je také oteviend.

3. Ya € A: G, je oteviend, potom |J,c 4 Ga je také oteviend. (Umoziiuje nekonecné A)
Véta 8.2 (Uzaviené mnoziny). Ndsledujict tvrzeni jsou pravdivé:

1. 0 i X jsou uzaviené mnoZiny

2. Gq,...,G, C X jsou uzaviené, potom | JG; je také uzaviend.

8. Va € A: Gy je uzaviend, potom (e Ga je také uzaviend. (UmoZiiuje nekonecné A)
Dikaz. Nejprve véta

1. §...Vz € 0¢(z) je vzdy pravdivé.
X..VeeX36=1:B(z,0)CX

2. x € (G = Viz € G; = 39; > 0B(x, ;) C G;. Potom vezméme § = min{d;} > 0 a podle definice plati.
3. € Upen Ga = Jag : 1 € Gy, oteviend = 30 > 0: B(x,6) C Goy € Uyca Ga
Vétam 8.2 se d4 dokdzat pomoci pouziti G’ = X \ G ve vété O

Definice 8.5. Pokud (z,,) je posloupnost bodt v (X, d), potom feknéme, Ze (z,) konverguje k = € X, pokud
lim;, o0 d(zy, ) = 0.
Piseme, ze x = lim,,_,, x,, nebo x,, — x.

Poznamka. Tato podminka je ekvivalentni k tomu, ze Ve > 0 Ing Vn > ng : d(z,,z) < €, nebo jinak také
ZTn € B(z,¢€).

Véta 8.3. Pokud limz,, = z Alimy, =y, potom limd(x,,y,) = d(z,y).
Toto specidlné znamend, Ze posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Dikaz. Podle definice:
Ve > 03ny : Vn > ny t d(zg,,7) <
Ve > 03ng : Vn > na : d(yn,y) <
Z toho dostaneme: 3In > ng : d(zp, yn) < d(zp, )+d(z, y)+d(yn,y) < d(z,y)~+e. Z trojuhelnikové nerovnosti
dostavame d(z,y) < d(z,z,) + d(@n, Yn) + d(Yn, y) < d(Tn,yn) + €.
Kombinujeme a dostaneme d(z,y) — ¢ < d(zy,yn) < d(z,y) + €. O

[SJRINITY
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Definice 8.6. Méjme A C X, (X, d) metricky prostor.
Potom iiltA =Ugca,qg ot.G je vnitiek A.
Potom A = Np5a,F us F je uzévér A.

Déle, A = bd(A) = AN (X \ A) je hranice.
Definice 8.7. Metriky d;, d2 na mnoziné X jsou ekvivalentni. pravé kdyz Ja,b € (0,00) : Va,y € X : adi(z,y) <
da(z,y) < bdi(z,y).
Pozorovani. Pokud jsou di a do ekvivalentni, potom

1. (X,dy) a (X,d2) maji stejné oteviené mnoziny.

2. (X,d1) a (X,ds) maji stejné uzaviené mnoZiny.

3. Pro libovolné (z,) v X Xy, =g, TS Tp —d, T

Poznamka. Topologicky prostor je (X,G), G C P(X), kde X je libovolnd mnoZina a G je mnoZina vSech
otevienych mnozin spliujici vlastnosti

Véta 8.4 (Charakterizace uzavienych mnozin). Necht (X,d) je metricky prostor a F C X. Potom F je uza-
viend, pravé kdyz kaZdd posloupnost (x,) v F konverguje do x, tak x € F.

Diikaz. Nejprve obracena implikace, tedy — = —.

X\ F neni oteviend, potom 3z € X\F Ve > 0: B(z,¢) € X\F. Zvolmesie = 1/n, potom z,, € B(z,1/n)NF.
To znamend, 7e z, — x, tedy d(z,,z) < 1/n, ale proto = ¢ F.

Nyni obracena zpétna implikace, tedy — < —.

Necht existuje posloupnost x,, v F takovd, ze ©, — = ¢ F. Potom z € X \ F, tedy Ve > 03ng¥n >
nod(Tn,x) < €, neboli z,, € B(x,e). To vSak znamena, 7Ze z,, € B(z,e) N F, coZ porusuje otevienost X \ F' a
tedy i uzavienost F. O

8.1 Spojité zobrazeni

Definice 8.8. Mé&jme metrické prostory (X,d) a (Y, p). Dale mé&jme zobrazeni f : X — Y, jinak také ((X,d) —
(Y, p)).
Potom je toto zobrazeni spojité v ¢y € X pravé, kdyz plati:
Ve >0 30 > 0:Vx € Bg(xo,0) : f(x) € By(f(x0),¢)
Daéle je toto zobrazeni spojité, pokud je spojité v kazdém bodé, tedy Va € X : f je spojité v x.
Véta 8.5 (Vztah spojitosti a konvergence posloupnosti). Pokud x, — x v (X, d) a zobrazent f : (X,d) — (y, p)
je spojité v x, potom f(x,) — f(z) v (Y, p).

Diikaz. Chceme, aby p(f(z), f(x,)) — 0, takze musi platit Ve > 0 3n > ng : p(f(x), f(zn)) < e.
Z definice spojitosti 36 > 0, proto Ing Vn > ng : d(x, z,) < 4. Tedy z,, € Ba(x,0) = f(zn) € B,(f(z),¢).
O

Véta 8.6 (Charakterizace spojitosti). Méjme zobrazeni f : (X,d) — (Y,p). Potom ndsledujici turzeni jsou
ekvivalentni:

1. f je spojité

2. VG CY je G oteviend v (Y, p) = f~1(G) je oteviend v (X, d).

3. VF CY je F uzaviend v (Y, p) = f~1(F) je uzaviend v (X,d).

Diikaz. Ukéazeme pouze implikaci 1 = 2:
G oteviena v (Y, p). Chceme, aby f~1(G) byla oteviena v X. Z definice oteviené mnoziny Vo € f~(G) 35 >
0: By(z,0) C f1(G), coz je ekvivalentni s f(Bg(z,d)) C G.
Tedy f(x) € G, z otevienosti G Je > 0: B,(f(z),e) C G, ze spojitosti f 36 > 0: f(Bq(z,6)) C B,(f(x),€),
coz jsme chtéli ukézat.
O

Definice na odreagovani YAY. Uz bylo na case.

Definice 8.9. Mé&me (X, d), (X', d’) metrické prostory. Reknéme, ze (X', d') je podprostor (X,d) prave, kdyz
XI g X a d/ :d|X/><X’~

Pozndmka. A C X' je oteviend v (X', d’) pravé, kdyz 3U C X oteviend v (X, d) takova, z7e A=U N X.
Déle méjme spojité zobrazeni f. Potom f|x: je také spojité.
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8.2 Kompaktnost

Definice 8.10. Mé&jme A C X . Potom A je kompaktni v (X, d) pravé, kdyz V(x,,) € A 3 vybrana podposloupnost
(zn, ) takovd, ze x,, — = € A.

Véta 8.7 (Spojité funkce na kompaktni mnozing). Méime K C (X,d), kterd je kompakini a spojitou funkci
f: X = R. Potom f na K nabyvd mazima a minima.

Dikaz. Zavedeme si mnozinu S = f(K) = {f(z) : © € K} a s = sup S. Existuje posloupnost s,, — s, kde
Sn € S. Vime, Ze s, = f(z,) pro néjaké =, € K.

Protoze K je kompaktni, existuje vybrand podposloupnost y, = z,, takova, ze y, — y € K.

Vyuzijeme konvergenci a spojitost, tedy f(yx) — f(y) A f(yr) — s. Posloupnost méa nejvyse jednu limitu,
tudiz f(y) = s, nase tak dlouho hledané maximum.

Minimum analogicky. O

Mame tedy krasné vlastnosti kompaktni mnoziny. Jak ale poznat, zda je mnozina kompaktni?

Véta 8.8 (Nutné podminky pro kompaktnost). Necht je mnozina K kompakini v (X,d). Pak je K uzaviend a
omezend.

Diikaz. Podle véty [B4] staci ovéfit, ze posloupnost z;,, € K, ktera ma limitu x plati z € K. Podle kompaktnosti
existuje yp = zp, -y € K.

Déle si zvolme libovolny s € X. Pokud K neni omezena, tak Vn € N 3z,, € K \ B(s,n), tedy d(s,z,) > n.
Ale diky tomu, 7e K je kompaktni, existuje vybrana posloupnost z,, — x. Podle véty d(xp,,s) = d(z, s).
Jenze nj — oo, mame spor.

Véta 8.9. MnoZina (X,d) metricky prostor, K kompakini, A C K je uzaviend. Potom je A kompaktni.
Véta 8.10 (Kompaktnost kvadru). MnoZina [ay,by] X [az,ba] X -+ X [ag, ba] je kompaktni v (R?, do.).

Diikaz. Mé&jme x, = (zl,22,... x%). Uzijeme Bolzano-Weierstrassovu(?) vétu pro posloupnost (xl),cr, C

[a1,b1]. Potom existuje vybrana posloupnost s limitou x!. Takto pokracujeme pro kazdou slozku s malym
rozdilem, 7e (z%),c;,_,. Dostaneme posloupnost N D I; D Iy D --- O I;. Kompaktnost tedy plati. O

Dusledek 8.1. Mnozina A C R? je kompaktni prdvé, kdyZ A je uzaviend a omezend.

Dikaz. 7 véty a z toho, Ze tu mnoZinu mtzeme uzaviit kvadrem (8.10)). O
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