Kombinatorika a Grafy I npwron

1 Odhad faktorialu

Prvni odhady:

Horni odhad:

Dolni odhad:

(2 =(1-2-3-n)2=1-n)2 - (n—1)B-(n—2))--(n-

Véta 1.1 (Stirlingova). Faktoridl lze odhadnout pomoci funkce

n
n! = \2mn (E)
e

Nebo-li
i V2 (E)

n— 00 n!

Véta 1.2 (Jednodussi varianta). Pro ¥n > 1:

n n n n
e<7> §n!§e-n-(f)
e e

Diikaz. Horni odhad matematickou indukei.
Pron =1:

=1

Indukéni krok:

Zbyva dokazat, ze:




Dolni odhad se dokéze podobné:

n—1
n\"m" n—1
n!26(7> -e< >
e n

Nakonec staci dokéazat, ze posledni vyraz > 1. O

Diikaz puvodni vety. D4 se odhadnout pomoci integralu. Pomoci pfirozenych
logaritmu ze soucinu ziskdme soucet logn! = log1 + log2 + - - - 4+ logn. Tento
soudet 1ze omezit plochou pod kifivkou log  na intervalu [1,n + 1]:

n+1
log(n!) < /1 log(z)dz = (n+1)log(n+1) —n

Z toho potom vyplyva:

n+1
n! = n(n — 1)' =n - elog((nfl)!) < enlog(n)f(nfl) — n T
> on—

Dolni odhad se provede analogicky:

log(n!) > /1" log(x) dx

Odhady kombinacnich cisel

n\ n! B n! _k—i—l_ n k+1
k) klln—k)! (k+Dn—k-1)! n—k \k+1/n—k

Z toho vyplyva, Ze pro k < 7 plati (Z) < nk + 1, naopak pro k > 3 plati,
ze (3) = nk+ 1.

Taky vime, ze > _, (i) = 2". Proto poté musi Vk,n: (}) < 2.

Dale diky odhadim relativni velikosti binomti mizeme odhadnout nejvétsi

Clen:
(1) 7
15]) ~n+1

Zavedeme si substituci 2m = n.

Véta 1.3. Pro m > 1 plati:

A

22m < (Zm) 22m
2vm ~ \m ) = \2m

Diikaz. Zavedeme si P:

P71~3~5~~~(2m—1)7 em)! ()
2.4-6---2m  2mml.2myp!  22m

Ptvodni odhad je ekvivalentni tomu, ze

‘ -

<P<

;
-



Horni odhad:

() (o w) (w) (@)

Tento vyraz se da roznasobit a ziskdme:

(;2) (3 5) (2 Z) ' ((2m(;n1l§g:)+1)> = P*(2m +1)

7 toho nakonec vychazi, ze P <

7
i

Dolni odhad analogicky:

=(w) (w) (0 2) ( )~

Z toho je P > 5 \F O

2 Vytvorujici funkce

Méame-li posloupnost (6‘)7 (711), (;‘), R (Z)7 e (Z), tuto posloupnost nalezneme jako

posloupnost koeficienttt #* v mnohoélenu (1 + x)".

Definice. Vytvorujict funkce posloupnosti (a;)52,,a; € R je mocninnd fada:

o0
= g a;x’
i=0

Priklady:
(a:)$2y = (1,1,1,1,1,0,0,...), potom a; = 1 pro i < n, 0 jinak. Z toho
2 n 1—gnt?!
a(z)=1+x+x°+- +2" = F—
(@)% =(1,1,1,1,1,...), potom a(z) =1 + z + * + 23 + 2* + .- - = =

a; = (), potom a(z) = (1 + z)"

Timto jsme schopni pfejit z posloupnosti na fadu a z fady na funkci (né-
kdy). Obrécena otazka je ale, d4 se nékdy z funkce odvodit posloupnost, ktera
odpovida této funkci?

Vé&ta 2.1. Pokud pro posloupnost (a;)$2, existuje k € R takovy, Ze Vi : |a;| < k¢,
potom plati, Ze fada a(x) konverguje absolutné pro x € (—%, %)
Vytvorugict funkce a(x) na dostatecné malém okoli 0 navic uréuje koeficienty
a;, protoze:
a(i)(O)

i!

a; =

J ednoduché posloupnosti ke kter}'lm se zjisti jednoduché vytvofujici funkece,
funkci ur¢i netrividlni posloupnosti.
Ne vsechny posloupnosti daji vytvorujici funkci, naptiklad ty, co rosou prilis
rychle. Stejné tak ne véechny posloupnosti daji pé€knou funkci. Piikladem je
a(z) =320 + 1zt + 4% + .. a(55) =7



Operace s vytvorujicimi funkcemi.

Operace Efekt na funkci
Efekt na posloupnosti
Soucet (a+b)(x) = a(x) +b(z) = > ioy(a; + b;)z’

(ag,a1,...)+ (bo,b1,...) = (ap + bo, a1 +b1,...)

Vynasobeni a  (aa)(z) = aa(z) = Y 1o, ca;z’
alag,ay,...) = (aag,aay,...)

Vynésobeni z  za(z) = Y ooy a;z’™t
(ag,a1,...) — (0,a9,a1,...)

a(z) _ YEyaiz’—ao

Vydéleni x - -

(ag,a1,...) = (a1,a9,...)

Dosazeni az a(az) = .o (a;a")z’
(ag, a1, as,...) — (ap, aar, a’as, . ..)

Dosazeni 2%  a(z*) = 372 a;z*
(ao,a1,...) — (ap,0,0,0,a1,0,0,0,...)(k—1nul)

Derivace a'(z) = Y o aiiz’™?

(agp, a1, az,...) — (a1, 2a2,3as,...)

Integral — a(x) — [ a(t) dt = Y272 Aga™t!

(ao,al,ag,ag,...) — (0 ap, (121,%2,...)
Soucin  c(x) = a(z)b(z) = 3272, X5 ajbi—jz’
Konvoluce

Priklad:

Najdéme vytvorujici funkci pro posloupnost (2,1,4,3,6,5,8,7,...)

Rozlozime posloupnost na (1,2,3,...) + (1,—-1,1,—1,...). Pro prvni funkci
méame odpovéd derivaci posloupnosti (1,1,1,...) = 4= — ﬁ Do druhé
funkce miZeme pro posloupnost (1,1,1,...) dosadit —z, z toho dostaneme

(L=1,1,-1) = =t = -

7 toho dostanerne vytvorujici funkci (= 1)2 + 1= +x

Definice. Pror € R a k € Z§ definujeme kombinacni ¢islo

(T) r(r—1)(r—2)(r—k+1)

k)~ k!

Véta 2.2 (Zobecnénd binomickd véta). Funkce (1 + x)" je pro kaZdé r € R
vytvorujici funkci pro posloupnost

()G

Navic fada konverguje pro vsechna x € (—1,1).

Diikaz. Aplikujeme Taylorav rozvoj (1 + x)" pro x = 0. O



Jak vypada (1 — x)™ pro zdporné celé n? Podle zobecnéné binomické véty
mizeme napsat dany ¢len jako fadu:

-ar =3 ()t =y et )

k=0

i (—n-i—k‘—k'l)u-(—n)xk _ i (—n—i—kk— 1)xk _ i (—n-i—k— 1>$k

k=0 k=0 k=0

Nyni jsme se dostali k vytvorujicim funkcim. Jak se ale vratit zpét k ptivod-
nimu problému?

Rekurentni posloupnosti

Méjme ku prikladu Fibonacciho posloupnost. Pro tu plati nasledujici vlastnosti:
Fo=0,F =1,F, = F,_1+ F,_2, budeme hledat jeji vytvorujici funkci F(z) =
> Fya®. Tabulkou:

F, B F Fy F,
F(x) 0 1 W+ F B+ F, Fy+Fs

z | 0 1 0 0 0

$2F($) 0 0 FO F1 FQ

I’F(I) 0 O—Fo F1 F2 F3

Z toho dostaneme vytvorujici funkci a nakonec posloupnost:

F(z) ‘"C V&) V)

:l—x—xz_l—%(l—i—\/g)x 1—%(1—\/5)33

negs | () ()

Méjme bindrni strom, to jest zakofenény strom, v némz ma kazdy vrchol
nejvyse dva potomky — pravého a levého. Kolik takovych stromt o n vrcholech
je?

Oznacme si b, jako pocet binarnich stromi na n vrcholech.

Pozorovani: Ozna¢me si syny kofene jako vrcholy T7,7T5. Pokud 77 méa k
vrcholti, tak To mé n — k — 1 vrchol. Z toho dostaneme posloupnost b, =
bobp—1 +b1bp_2 + -+ br_1bo.

Zavedeme-li vytvoiujici funkci b(z) = > byz¥, tak b, je koeficient u x" f
b(z), ale také koeficient u "~ ! jako soucin b(z) - b(x). Z toho dostaneme vztah
b(z) = x(b(x))? + 1. Tabulkou:

b(l‘) bo =1 bl b2
(b(x))2 bg b1b0 + b0b1 bgb() + b% + bzbo
$(b(l‘))2 0 b% blbo + b0b1

Nakonec resime jako kvadratickou rovnici z neznamé b s parametrem x a

dostaneme nésledujici:
1+v1—4x

bi12(x) =
1,2(7) 5
Vylouéime moinost v 1=42 w, protoze lim,_,q+ = 00, takze neplati by = 1.



Dopocteme b,: Vyuzijeme zobecnénou binomickou vétu a dostaneme, ze

VI—dz = (1 —4a)? =3 (2)(—4)kat.

Z toho jiz dostaneme

b@) = 2z
(3 w1 _ 1300232 =35) (0 =3) i _
bn:_2<n—2|-l>( =3 (n+1)! =
1:3.5..(2n—1)2-4-6---2n 1 (2n
N (n+1)! n! n+1<n)

3 Konecné projektivni roviny

Jakou strukturu maji mnozinové systémy, ve kterych povolime pruniky? Takové
mnoziny se mtizou chovat vselijak nepredvidatelné.

Proto bychom radi pfidali pravidla moznych prunikt, kterd popiSou velmi
pravidelny mnozinovy systém:

1. Kazdé dvé mnoziny se protinaji v jednom prvku

2. Kazdé dva prvky se nachézeji ve spole¢né mnoziné.

3. Existuji ¢tyfi prvky v obecné poloze — nejsou vSechny v jedné mnoziné.

Nyni formalné:
Definice. Konetnd mnozina X spolu s mnozinovym systémem S C P(z) tvofi
projektivni rovinu (X, S), pokud jsou splnény axiomy:

1.VPQeS: |PUQ|=1

2. Ve,ye X,xe#y: IIPeS:{z,y} CP

3. ICCX,|C|=4: YPeS: |[PUC|<2

Prvky X nazveme body, prvky p nazveme primky.

Priklad: Fanova rovina — X = {a,b,c,d,e, f}
S={P,Ps,P5, Py, P5,Ps, P} =

{{a7 C’ 9}7 {a7 d7 f}7 {a’ b’ e}?

{ba d, 9}7 {07 d, 6}3 {ea f>g}a {ba ) f}}

Véta 3.1. V projektivni roviné obsahuje kazdd primka stejny pocet bodi.

Diikaz. Necht jsou dany dvé pfimky P, Q € S. Nejprve ukdzeme, Ze existuje bod
x mimo P, Q.

Pokud C Z (P UQ), potom zvolime z € C'\ (PUQ)

Pokud C C (P U Q), potom ozna¢ime BUNO C = {a,b,c,d}, a,b € Q,
c,d € P, pak se podivame na piimky ad (tedy pf¥imky uréené body a,d podle
axiomu 2) a be. Potom x = (ad Nbc) lezi mimo P, Q. Kdyby totiz x € P, potom
Pncb>2... spor.

Necht nyni P = {21, 29, ..., 2, }, potom p¥imka Tz; protind () v jednom bodé
y, dostavime zobrazeni z; — y;; které je prosté. Stejné tak najdu zobrazeni
Q — P, tedy obé zobrazeni jsou bijekce, tudiz |P| = |Q)|. O



Nyni si ukdZzeme, Ze mezi poc¢tem bodt na pifimce, poctem piimek a poc¢tem
bodt existuje vztah.

Definice. Rdd projektivni roviny (X,S) je |P| — 1 pro libovolnou P € S.
Véta 3.2. Je-li (X,S) projektivni rovina Fddu n, potom:

1. kaZdym bodem prochdzi n + 1 primek.
2. 1 X|=n*+n+1
3. S| =n?+n+1

Diikaz. 1. Déno z, najdeme P € S takovou, ze © ¢ P. Potom je-li P =
{z1,...,2n+1}, dostaneme n + 1 pfimek Tz; a to jsou vSechny pfimky
prochazejici x.

2. Kazda pfimka xz; ma n + 1 bodt, vSechny jsou navzajem rizné az na X,
tedy | X|=1+n+1)n=n>+n+1

3. nechame na pozdéji.
O

Definice. Pro mnozinovy systém (X, S) je definovany dudlni mnozinovy systém
(S, {{S €S8: =z € S}z € X}) (vSechny mnoziny ze S obsahujici pfedem
zvoleny bod x)

Véta 3.3. Dudlni mnozinovy systém z projektivni roviny je opét projektivni
TOVING.

Dikaz. Musime ukazat, ze v dudlnim systému jsou splnény vSechny axiomy:

Dva body urcuji ptfimku v dudlu pravé tehdy, kdyz dvé piimky se protinaji
v jednom bodé v puvodni projektivni roviné. Podle axiomu pro P, @ plati Jla :
a=PNQ. Piimka z dudlu {R: a € R} 3 P,Q a je jednoznaéné. Kdyby nebyla
jednoznacéné urcend, potom by {a,b} C PN Q, spor.

Dvé pfimky se protinaji v jednom bodé v dudlu pravé tehdy, kdyz dvéma
body prochézi jedina primka z ptivodni projektivni roviny.

Je-li C = {a,b,c,d} v ptivodni projektivni roving, potom {ab, b, cd, da} je
C" v dudlu, protoze kazd4 trojice z C’ obsahuje dvojici s prinikem v C' a dvojici
s prunikem mimo C. O

Dikaz 3. bodu. Dudlni projektivni rovina k (X,S) m4 také ¥ad n, podle véty
mé dual n? + n + 1 bodi, tedy ptvodni rovina mé tento pocet piimek. O

Uz zname vlastnosti projektivnich rovin. Ale kolik jich vlastné existuje? Jak
je sestrojit?

Véta 3.4. Projektivni rovina tddu n existuje, pokud existuje algebraické téleso
K o n prvcich.

Vime, Ze algebraicka télesa existuji pro vsechny mocniny prvocisel, to jsou
napriklad télesa Z,.



Diikaz. Je dano K, sestrojime (X,S). Na K3\ (0,0,0) zavedeme ekvivalenci
(x,y,2) ~ (az,ay,az) pro a € K\ 0. Potom X jsou tiidy ekvivalence ~. Pocet

téchto t¥d je | X| = 2=L = n2 4+ n+ 1.

n—1
Pi{mky pro kazdou trojici (a,b,c) € K?\ (0,0,0) definujeme jako P, . =
{(z,y,2) : ax + by + cz = 0}. Pozorujeme, ze ekvivalence (z,y,z2) ~ (2/,y,2’)
nam zpusobi ekvivalenci (x,y,2) € Pyp. < (2',y,2) € Pypec. ..
Pokracovani priste. O

Prednaska 1.4.2016 chybi. ..

4 Pocitani dvéma zputsoby

Pocet koster uplného grafu

Definice. Kostra souvislého grafu G je podgraf takovy, Ze obsahuje vSechny
vrcholy a je strom.
Znaceni: k(n) = pocet koster K,

Pro piiklad, vezméme si pocet koster malych grafi:
e (1) =1 trividlné, jeden vrchol
e k(2) = 1, protoze mame pouze jednu cestu
e x(3) = 3, jedina kostra je cestag, t¥i moznosti.
e x(4) = 16, mame dvé moznosti koster — vidlice nebo cestas.
Doplnit spravné oznaceni cesty. ..
Vé&ta 4.1 (Cayleyho formule). Pro Vn > 2 plati k(n) = n" =2
Véta 4.2. Necht (dy,...,d,) je posloupnost kladnych cisel se souctem 2n — 2,

potom pocet stromu na vrcholech 1,...,n, kde vrchol i md stupen d; je
(n—2)!
(di — D(de — D)+ (dp, — 1)!

Diikaz. BUNO uvazujme, ze d,, = 1. Z MI predpokladame, ze véta plati pro

n— 1.

Pokud (1,n) € E, dostaneme @) (4 =T

Pokud (2,n) € E, dostaneme (d171)!((05::21))!12()0;717171)!

Timto zptsobem rozebereme vSechny pfipady aZ po (n—1,n). Celkovy pocet
stromt je soucet vSech zlomkd, protoze vrchol n musi byt urcéité pfipojen k jed-
nomu z ostatnich vrcholi.

Vsechny zlomky maji velmi podobny jmenovatel, chybi tam pouze ¢len d; —1.
Proto kazdy zlomek rozsifime timto ¢lenem, ¢imz ziskame spoleény jmenovatel.
Dohromady dostavam souétem zlomek

(n—=3)(dy — 1)+ (dp — 1) 4+ + (dp_1 — 1)]
(dr — (s — 1)l (dp_y — 1)1

Zbyva tedy secist Citatel. dy + - - - + d,,—1 nam dava soucet 2n — 2 — 1. Z néj
jesté odeéitdme n — 1. Z toho tedy dostaneme v citateli (n — 3)!(n — 2), coz je
puvodni vyraz. Ve jmenovateli ndm sice chybi ¢len (d,, — 1)!, ale jelikoz jsme
zvolili d,, = 1, 0! = 1, tedy tento ¢len muZzeme beztrestné pripsat. O

((n—1)—2)!




Diikaz Cayleyho formule. RozepiSeme si vyuzitim predchozi véty:

B (n—2)!
)= (dr —D)l(dy — D)~ (dy, — 1)

dy,...,dp2>1
> di=2n—2
Nasledovné nahradime ¢leny dy,...,d, ¢leny kq,...,k, tak, ze k; =d; — 17
(n—2)!
)= Y =
ol .o ko 1
0 kilka! - k!
Zki:n72

Nyni si v§imnéme, zZe tento vyraz odpovidd multinomické vété:

-2
K(n) = Z ( n k >1]€1 1k2 . 1kn — (1 + 1 + . + 1)7L—2 — nn—2
n N— e’

k>0 1 )
Z k}i:an

O

Diikaz Cayleyho formule II.. Predstavine si, ze dand kostra 7' je zakofenéna a
v8echny hrany smétfuji ke kotfeni a téze ocislujeme hrany 1,...,n — 1 ... Do-
staneme trojici (Tkostras Tkoten, f : V — [n — 1] Dvéma zpusoby uréime
pocet téchto trojic:

1. #(T,r, f)=k(n) -n-(n—1)!

2. Postupné pfidame hrany s ¢isly 1,...,n — 1. jakym zpiisobem lze pridat
Sipku s ¢islem 37

Cislovani ) .

Les ma n — i + 1 komponent, kazda je zakofenény strom. Zpozorujeme, ze
Sipka muze vést z kofene do libovolného vrcholu z kostry jiné komponenty. Toto
dava v i-tém kroku n(n — i) zplsobi.

Z toho tedy # (T, f) = [1=," (n(n — 1)) = n*~1(n — 1)!. Dostali jsme tedy
rovnici, ze které plyne x(n) = n"2. O

Podle véty o dlouhém a Sirokém |z| < aw, kazdé ¢asteéné uspofadani zle
reprezentovat inkluzi, mtizeme se tedy podivat na (P([n]), C). Mé&me A, B ne-
zévislé vzhledem k C, tedy A ¢ BA B ¢ A.

Kazd4 vrstva usporadani tvoii antifetézec. Mizeme nahlédnout, ze nejvetsi
nezavisla mnozina je v prstfedni vrstve.

Véta 4.3 (Spernerova). Kazdy mnoZinovy systém md nejvyse (LZJ) nezdvisljch
2
mnoZzin vzhledem k inkluzi.

Ale opravdu nam tato véta rikd néco o velikosti jednotlivych mnozin?

Diikaz. Necht je ¢len antifetézce M = {My,..., My} v uspoiddani (X,9), kde
X C P([n]). Dvéma zpusoby odhadneme pocet (M, R), kde M € M a R je
maximélni Fetézec patiici do (P(X), Q):

1. #(M,R) < R = n!, jelikoz kazdé M patii do nejvyse jednoho R a kazdy
Fetézec odpovida postupnému pridavani prvki.



2. Pozorujeme, Ze je-li ddna M, potom ji lze doplnit |M|!(n — |M|)! zptsoby
na maximalni fetézec.

#(M, R) = 3 pepq [M](n = [M])!

Kombinovanim téchto dvou zpiisobii dostavame n! > 3, [M!|(n—[M])!.
Vydélenim n! dostaneme:

h M%lM'(n”TlMD' S QAZ')I * 2 (ﬁ) - |M<LZJ>1

Diky tomuto vztahu nakonec dostaneme | M| < (LZ J) O
2

Véta 4.4. Pokud graf G na n vrcholech neobsahuje Cy jako podgraf, potom md
3
nejvyse 1(n2 +n) hran.
Diikaz. Dvéma zpusoby spocitame pocet vidlicek u—w—v v G.
1. Pocet vidlidek < #(u,v) = (}), u, v lze rozsiiit na nejvyse jednu vidlicku,
jinak dostaneme Cjy.

2. Pocet vidlicek =3 (de%(")), kazdi dva sousedé u tvoii s w vidlicku.

SloZenim rovnic dostaneme (degQ(“)) < (%), tedy >°, (deg(u) —1)% < n?.
Vyuzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost (x|y) < ||z|| - ||y|l:

Méjme x = (deg(vy) — 1,deg(ve) — 1,...,deg(v,) — DT ay = (1,1,...,1)T.
Dostavame:

Z deg(vi) — 1 < v/(deg(v1) — 1) + -+ + (deg(vn) — 1)2-V/n

v €V

3
2 .

Z toho dostavame > deg(v) — 1 < vn?y/n, tedy 2|E| —n < n O

Nyni uz zndme pocet koster pro tiplny graf: x(K,) = n"~2. Jak se ale tento
pocet zméni, kdyz jednu hranu vynechame, tedy hledejme x(K,, —e),n > 3.

Pii urcovani kostry K, si tento pocet rozdélime na kostry obsahujici nebo
neobsahujici e. Spo¢teme pocet (e,T'), kde e € Ex, a T je kostra grafu takova,
ze e € Ep.

1. Pro pevnou hranu je k. (K,) koster T" obsahujicich e, tedy p = (5)re(Ky)
2. Pro vybranou kostru 7' lze najit n—1 vhodnych hran, tedy p = n"~2(n—1)

7 toho jsme dostali rovnici, ze které jsme schopni vyjadrit hledany pocet
koster obsahujicich e:

(Z) Ke(Kn) = n""2(n — 1)
ke(K,) = 2n™73

Nyni miZeme vypocitat pocet koster neobsahujicich e: k(K,, —e) = k(K,,) —
Ke(Ky) =n""3(n — 2).

10



5 Grafy

5.1 k-souvislost grafia

Méjme néjaky graf Zeleznicni sité, ktera obsahuje néjaké mosty a dulezité vy-
hybky. My chceme védét, kolik mostti by se muselo sesypat nebo kolik vyhybek
by se muselo pokazit, aby nam tato Zeleznice prestala byt souvisla.

Méjme né&jaké operace na grafu G = (V,E),v e Ve € E, ¢’ € (‘2/) \ E:

Odebrani vrcholu G —v = (V\ {v}, En (*7§*)) = G[V \ {v}]
Odebrani hrany G —e = (V, E'\ {e})
Piidani hrany G + ¢’ = (V, E U {e})
Rozdéleni hrany pro e = (u,v) je G +~ e =
Definice. Graf G = (V, E) je:
e urcholové 2-souvisly, pokud |V| >3 a Vv € V je G — v souvisly

e hranové 2-souvisly, pokud E # () a Ve € E je G — e souvisly

Obecnéji mizeme Fict, ze graf G je k-souwvisly, jestli po odebrani vrcholu nebo
hrany (k — 1)-souvisly.

Definice. Méjme souvisly graf G = (V, E'), potom:
Vrchol v € V takovy, ze G — v jiz neni souvisly, se nazyva artikulace.
Hrana e € F se nazyva most, graf G — e neni souvisly.

Most nebo artikulaci nemtize obsahovat hranové, respektive vrcholové 2-
souvisly graf.

Je-li G souvisly a e je most, odebranim této hrany ziskame pravé dvé kom-
ponenty souvislosti. AvSak pokud je v artikulace, G — v se miZe rozpadnout i
na vice komponent.

Lemma 5.1. Md-li graf G s |V| > 3 most, md také i artikulaci.

Dikaz. Mé&jme most e = (u,v). Jeho odebranim se G rozdéli na komponenty.
Vime, ze alespoii komponenta BUNO za vrcholem v« bude mit vice vrcholtl, ne
jeden. Potom je tento vrchol u artikulaci. O

Dusledek 5.2. Méjme graf G, ktery je vrcholové 2-souvisly. Potom je G i
hranové 2-souvisly.

Tvrzeni 5.3. Méme graf G = (V,E) a e € E. Potom je G (vrcholove) 2-
sowvisly pravé tehdy, kdyz G = e je (vrcholové) 2-souvisly.

Diikaz. Ukédzeme implikace:

»,=“: Oznalme si e = (u,v) a novy vrchol w. Potom se podivejme (G+e)—zx.

Prvni moznost je w = x, potom (G + e) — x = G = e a vrcholova souvislost
implikuje hranovou, proto G — e je souvisly, implikace splnéna.

Dalsi moznost je BUNO 2 = u, potom (G =€) —u = (G —u) + (v, w). Tento
novy graf je souvisly.

Posledni moznost je = ¢ {u,v,w}, potom (G +e¢e) —x = (G — ) + e a tento
graf je souvisly diky 2-souvislosti.

,<=“: Ukdzeme obménou, tedy G neni 2-souvisly, tedy ma artikulaci x,
podrozdéleni hrany nas této artikulace nezbavi, tedy G + e neni 2-souvisly. [
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Véta 5.4. Meéjme graf G. Ten je vrcholové 2-souvisly prdve, kdyz G lze vytvorit
z kruznice priddvdnim cest, které magi s touto kruznict spolecné koncové vrcholy.

Ekvivalentné: Graf G je vrcholové souvisly prave, kdyz G lze vytvorit z Cs
opakovanym délenim a priddvanim hran.

Diikaz. 2-souvisly graf G musi obsahovat kruznici Cjy, jelikoz strom obsahuje
artikulaci.

Vytvatime Gy = Cy, G1, G, . .. tak, ze G;y1 vznikne z G; pfidavanim ucha.
Skonc¢ime s Gy, jakmile nelze pfidat dalsi ucho, a chceme, aby Gy, = G.

Pro spor G C GG. Predpokladejme hranu e, ktera neni v Gy, ale je v G.

Pokud méa e v G, oba konce, je to ucho, spor.

Pokud mé e v Gy, jen jeden konec, e = (u,v),u € V(Gy),v ¢ V(Gg). Graf
G — u je souvisly, existuje cesta z v do V(Gy,), tedy je to ucho.

Pokud nema e v Gy zadny konec, a G je souvisly, potom existuje cesta z
jednoho jejiho konce do V(Gy). €' je posledni hrana pied Gy, kterd v ném mé
jeden konec. Proto je e ¢asti ucha.

Takovému postupu se nékdy fika usaté lemma, tedy Ze néco plati pro kruznici a pridanim
ucha se vlastnost zachova.

Z toho vyplyva, ze Gy, = G. O

Véta 5.5. Graf G je vrcholové 2-souvisly prdve, kdyz kazdé dva vrcholy lezi na
spolecné kruznici.

Diikaz. Zpétna implikace plati, jelikoz na kruznici nemuze existovat artikulace.
Méjme usatou dekompozici Gg, G1, ... Gy grafu G. Podle MI ukazeme:

e k=0, potom G = C,

e i—1— 4, v G;_1 jsou kazdé dva vrcholy na kruznici, v G; chceme ukézat,
Ze jsou také.

Mé&jme u,v € V(G;). Potom mizou nastat situace:
e u,v € V(G;_1), potom existuje kruznice dle IP.
e u,v na uchu, potom ucho vytvoii s GG;_; novou kruznici.

e u na uchu a v € V(G;_1). Oznacme si z,y jako kone¢né vrcholy ucha.
Podle IP z,v lezi v G;_1 na spole¢né kruznici C,. Najdu dale cestu z y do
V(C,). Tim najdeme kruzmici s vrcholy x,u,y, v a mame vyhrano.

O

Toky v sitich

M¢jme néjakou poditacovou sit, kde jsou dvojice pocitaci propojeny rtizné kva-
litnim spojenim, tedy kazdé propojeni jsou omezené $irkou pasma. Opticky ka-
bel protdhne mnohem vice dat, nez stary wifi router. Nyni chceme pretahovat
spoustu dat z pocitace z do jiného pocitace s.

Chceme najit optiméalni komodaci dat, tedy takovou konfiguraci, abychom
mohli najednou protahnout co nejvice dat ze z do s.

Martin MareS méa pékné napsand skripta zrovna k tokim v siti, kde je vétSina
informaci.
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Definice. Sit je orientovany graf s nezdporné ohodnocenzmi hranami a dvéma
vyzna¢nymi vrcholy: z, s, tedy zdroj a stok.
Formélné: (G, ¢, 2,8),Eg CV xV,c: E, =R,z # s € Vg

Definice. Tok v siti je f: By — Ry takové, Ze plati:

1. Ve € E; : f(e) < c(e), tedy hodnota toku na kazdé hrané nepresahuje
kapacitu.

2. Vv € Ve # 2,8 X uweng [ (W) = 22, wen, f(vu), tedy do kazdého
vrcholu ptitece stejné, jako od néj odtece. Zdroj a spotfebic¢ jsou vyjimka.

Pro f(e) budu taky pouzivat pro danou hranu tok f(uv), coz znamend hodnota
toku na hrané z vrcholu v — v.

Definice. Velikost toku w(f) je definovand jako:

Do fv) = > flv2),

(z,v)EE (v,2)EE
tedy soucet toku na hrandch vychazejicich ze zdroje.

Nagim cilem je tedy najit v nasi siti tok co nejvétsi velikosti.
Nyni zkusime odhadnout, jak m@izeme omezit velikost nejvétsiho toku. Na-
priklad tok nebude vétsi, nez soucet vSech hran vedoucich do stoku.

Definice. Rez v siti (G,c,2,s) je mnozina hran R C Eg takova, ze kazda
orientovand cesta z — s ma neprazdny prunik s R. Kapacita fezu je ¢(R) =
ZGGR c(e).

Elementdrni fez ureny mnozinou A C Vig,z € A, s ¢ A je mnozina hran
Ra={(u,v):ueAv¢ A}

Mizeme si vSimnout, ze R4 je Tez, protoze kazda orientovana cesta z — s
musi alespon jednou hranou opustit A, tato hrana patii do Ra.

Stejné tak kazdy rez obsahuje néjaky elementarni fez. .. Je-li dino R, uré¢ime
A=wv:3z = v e G\ R tedy vrcholy dosazitelné ze z ve vrcholech mimo fez.

Tedy R4 C R.

Drtisledek 5.6. Rezy, které jsou minimdini vzhledem k inkluzi, jsou elementdrnd.

Lemma 5.7. Je-li [ tok v siti (G,c,z,s) a Ra je elementdrni tez, potom pro
u€ Av ¢ A plati:

w(f)= Y fluw)= D flvu)
(u,w)eE (v,u)EE

Diikaz. Podle definice velikosti toku w(f) = >_, ,yer f(20) = X 2 ep f(02).
Pro vrcholy v A pouzijeme k. zdkony, kde v € A,u # 2z je dohromady

0= Z(u,v)eE fluw) — Z(v,u)eE f(vu)
Z toho dostaneme, ze w(f) =D e 4 (X4, f(uV) = 32, ) fou)). O

Nejsem si jisty, zda je tento diikaz napsany spravné.

Véta 5.8. Pro kaZdou sit plati, Ze mazimdini velkost toku je rovna minimdlnimu
kapacité tezu. Tedy maxw(f) = minc(R).
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Dikaz. Nejprve ukdzeme, ze plati nerovnost <. Nechtf f, R jsou libovolné, na-
jdeme minimalni R’ C R, z toho vypozorujeme, Ze R’ = R4 pro n&jaké A. Nyni
vyuzijeme predchozi lemma a dostavame:

w(f)= > flzo)= Y flwa)< > f(zv) =c(Ra) < C(R)

(z,v)EE (v,2)EE (z,v)€E

Nyni ukdZeme, Ze mé-li leva strana smysl, plati rovnost. Pro kazdou neori-
entovanou cestu P = (z = ug, ug, . .., ux) a tok f definujeme ¢, jako

min (c(e) — f(e),e = (uuiy1) € E'; f(e),e = (uip1,u;) € E).

Pokud existuje cesta P : 2 — s, kde €, > 0, nasli jsme zlepSujici cestu, lze
najit f’ veétsi velikosti takové, ze

fle)+ep e=(uj,uiq1) €P
flle)y=1fle)—ep e=(uiy1,u) € P
f(e) e¢ P

Z toho w(f") = w(f) + €p. Nyni mizeme zpozorovat, ze pokud neexistuje
zlepsSujici cesta, je tok f maximalni.

Necht f je maximélni tok, potom volime A = {z}U{u:3P: 2 — u: e, > 0}.
V takové mnoziné neni s z maximality. R4 je Fez, Ve € R, : c(e) = f(e). (Jinak
bychom rozsifili A o konec hrany, kde c(e) > f(e)).

Podle lemmatu mame

wify=" Y flw)— Y flou)=c(Ra)-0.
(ueAwgA)EE (vE¢AueA)
Nyni musime ukézat existenci maximalniho toku.

e Pro celociselné kapacity 1ze udrzovat celociselné toky a celociselné ¢,,. Za-
¢neme nulovym tokem a zlepSujeme, dokud miizeme. Tento proces je ko-
necny.

e Pro racionalni kapacity si pfevedeme sif na celo¢iselnou vynasobenim spo-
leénym jmenovatelem.

e Pro iracionalni kapacity se musi pouZzit véta z MA o nabyvani maxima na
kompaktu.

O

5.2 Mira souvislosti grafu

Definice. A C Vg je vrcholovy ez souvislého grafu G, pokud G — A je nesou-
visly. Podobné F' C FE¢g je hranovy tez, pokud G — F' je nesouvisly.

Vrcholova, respektive hranova souvislost &, je tedy velikost nejmensiho vr-
cholového, respektive hranového fezu v tomto grafu. Jen uplné grafy tvori vy-
jimku, kde je vrcholova souvislost rovna |v| — 1.

Nesouvislé grafy lze definovat jako grafy, jejichz k, = 0.

Pokud mé G alesponi 2 vrcholy, potom k, < k. < mindegu.
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Lemma 5.9. Pro kazdy graf G a hranu e € Eq plati: K,(G) < k,(G —¢€) +1

Dikaz. Necht A je minimélni vrcholovy fez v G — e. MiiZou nastat nasledujici
pripady:

1. Je-li G — A+ e stale nesouvisly, potom vrcholova souvislost k, (G) < |A| =
ko(G—e) < k,(G—e)+1.

2. Je-li G — A + e souvisly a alespon jedna z komponent ma > 1 vrchol,
BUNO komponenta |Cy| > 2, potom oznacime AU (e N Cs) je fez mezi C;
a Cq \ (e N Cy). Proto tedy k,(G) < |A+1| =k, (G —e) + 1.

3. G — A+ e je souvisly a obé komponenty jsou jednovrcholové, potom je
graf Uplny, takze k,(G) < mindeg =n — 2 = |A]|.

O

Tento vztah ve skuteCnosti plati i pro hranovou souvislost, tedy k.(G) <
ke(G — €) + 1. Minimalni fez F' v G — e pridanim e déva fez v G, ne nutné
minimalni.

V kazdém grafu G také existuje hrana e, kde plati k.(G) = k.(G —e) + 1.
Staci vzit hranu na nejmensim Fezu.

Véta 5.10. Pro kaZdy graf G plati: k,(G) < k(G).

Diikaz. Indukci podle poctu hran, staci pro souvislé grafy. Jinak mame k, =
ke = 0.
Zvolime hranu e z minimélniho fezu. Z IP vyplyva, ze pro G—e plati rovnost.
Sikovné si zvolime e tak, Ze plati k.(G) = ke(G —e) +1 > k(G —e) + 1 >
ko (G). O

Nyni si ddme do souvislosti souvislost graf a toky v sitich.

Véta 5.11 (Mengerova). Pro kaZdy graf G a kazdét € N plati, Ze G je vrcholové
t-souvisly, praveé kdyz mezi kaZdymi dvéma riznymi vrcholy vede t cest, které
jsou aZ na koncové vrcholy navzdjem disjunktni.

Véta 5.12 (Ford-Fulkerson). Pro kaZdy graf G a kazdé t € N plati, Ze G je hra-
nové t-souvisly, prave kdyz mezi kazdymi dvéma riznymi vrcholy vede t hranové
disjunktnich cest.

Diikaz. Ukédzeme pro obé véty zpétnou implikaci. Dokézeme sporem:

Pro spor pfedpoklddejme existenci cest a zaroveil, Ze k,.(G) < t. Tedy exis-
tuje prislusny fez s < t vrcholy ¢i hranami. Zvolime u,v z ruznych komponent
po odebrani fezu. Mezi u, v vede navzajem t cest, které musime prerusit a mame
fez < t. Takze mtizeme rozpojit <t — 1 cest, tedy graf zistane souvisly.

Nyni si ukdzeme dopfednou implikaci pro F-F vétu. Pro graf G s vrcholy
u, v sestrojime sit (G, u,v) s jednotkovymi kapacitami. Vime, ze t < k.(G) =
min |F| = maxw(f), tedy t je nejvySe velikost maximdalniho toku. Proto bude
existovat tok mezi u, v, ktery ma hodnotu > t.

Postupné t-krat hleddme cestu z v do v v grafu, kde f(e) = 1. Jejich po-
stupnym odebiranim se zmensi tok o 1, nakonec dostaneme ¢ disjunktnich cest.

Pro Mengerovu vétu si sif zkonstruujeme podobné, navic kazdy vrchol riizny
od u, v nahradime dvéma tak, ze jeden obsahuje vSechny vstupni hrany, druhy
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obsahuje vystupni hrany a tyto dva vrcholy jsou propojené hranou s kapacitou
1.

Toky v nové siti odpovidaji systému vrcholové disjunktnich cest. Nyni si
vezmeme nejmensi fez, u néj lze BUNO predpokladat, ze obsahuje jen ,,vrcholové
hrany* vzniklé tpravou sité. Postupujeme stejné, jako v predchozim pripadé,
dostaneme t vrcholové disjunktnich cest. O

5.3 Systémy ruznych reprezentantii

Méjme péar skupin lidi, kde se néjaky clovék miize vyskytovat ve vice rlz-
nych skupinach. Chceme z kazdé skupiny vybrat jednoho reprezentujiciho tak,
abychom nikoho nevybrali pro vice, nez jednu skupinu.

Definice. MnoZinovy systém M = {M;,i € I,M; C X}, kde I a X jsou
kone¢né mnoziny a M; nemuseji byt nutné rizné.

Nase skupiny lidi tedy tvofi mnozinovy systém, kde X je mnozina lidi, a M;
jsou jednotlivé skupiny.

Definice. Systém razngych reprezentanti (SRR) pro M je prosté zobrazeni f :
I — X takové, ze Vi € I : f(z) € M.

Jak 1ze takovy mnozinovy systém reprezentovat? Muze se to udélat graficky,
ale to nemusi fungovat pékné pro slozité systémy. Misto toho vyuZijeme graf.

Definice. Incidencni graf M je bipartitni graf Gaq na vrcholech V.= X U I,
kde (i,2) € E < x € M;.

Parovani bipartitniho grafu je podgraf stupné max. 1, je to tedy mnozina
disjunktnich hran.

Pozorovani. Mnozinovy systém M ma SRR praveé, kdyz G oq ma bipartitni
parovani velikosti |1].

Kdy urcité toto parovani nemutzeme najit? Urcité, pokud je vice skupin, nez
prvki.

Véta 5.13 (Hall). Pro kazdy mnoZinovy systém M plati:

Ju

icJ

M ma SRR, prdvé kdyzVJ C I : > |J|

Diikaz. Ukéazeme jednotlivé sméry implikace:

»=": Existuje néjaké parovani F' C Eg,, které je prosté. Proto musi nerov-
nost platit.

»<=“: Doplnime G na sit toku tak, Zze vSéem hrandm nastavime kapacitu
1, potom jesté pridame zdroj, ktery spojime s celou prvni partitou, s druhou
partitou propojime stok. VSem novym hranam také nastavime kapacity 1.

Necht g je maximdlni tok a R je jemu odpovidajici minimalni fez.

Pozorovani. BUNO mutizeme ptedpokladat, 7e kazda hrana R vychazi se
zdroje nebo ze stoku. Kdyby ne, mizeme jednoduse fez pfesunout na vedlejsi
hranu.

Nyni definujeme A = {i € I : (2,i) € R}. Analogicky si definujeme B =
{r € X :(x,s) € R}.
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Pozorovani. Mezi I — A a X — B nevede zadna hrana.

Z toho vyplyva, ze vSechny hrany z I — A vedou do B, tedy zvolime J = T— A
a aplikujeme Hallovu podminku. Dostaneme, ze |J| = [I—A| < ’UieJ Mi’ <|B].

Vime, Ze velikost toku je rovna kapacité fezu |R| = w(g) = |A] + |B| >
|A+ 1 — A| = |I]. Velikost toku v8ak nemiize byt vétsi, nez |I|, protoze hrany
vychézejici ze zdroje jsou davaji fez velikosti |7].

Z toho plyne, ze w(g) = |I|. JelikoZ jsou kapacity celociselné, je i tok celoéi-
selny. Nage hledané parovani jsou ty hrany e = (i,2) : g(e) = 1. O

Dusledek 5.14. Kazdy k-reguldrni bipartitni graf je hranové k obarvitelny,
neboli E lze rozlozit na k disjunktnich pdrovdni.

Diikaz. Ovérime Hallovu podminku. Vime, Ze z kazdého vrcholu vychazi k£ hran.
Diky tomu VJ C I : z J vychézi k - |J| hran, které vedou do | .. ; M;. Kazdy
vrchol z této mnoziny ma stupen k. Podminka tedy plati.

Graf mé tedy parovani F'. Z toho plyne, ze G — F' je (k — 1)-regularni. Podle
IP m4 G — F rozklad na (k — 1) parovani, tedy G m4 rozklad na k parovani. O

ieJ

Nyni se podivame, jak lze aplikovat tyto znalosti.
Prvni aplikace je doplnéni latinskych obdélnikt na latinské ctverce.

Definice. Latinsky obdélnik typu k x n je mfizka velikosti £ X n vyplnéné
symboly 1,. .., n tak, Ze zddny symbol se neopakuje v zadném fadku ani sloupci.

Tvrzeni 5.15. Kazdy latinsky obdélnik k x n lze doplnit na étverec.

Diikaz. Sestavime bipartitni graf na mnoziné vrcholdt V. = S U [n], kde S je
mnozina sloupcu Si,...,S, a v .5; jsou prvky vyplnéné v i-tém sloupci. Zave-
deme si mnozinu hran E = {¢,5;) : i ¢ S,}, tedy hrany spojujici symboly se
sloupci nevyskytuji.

Tento graf je (n — k)-reguldrni, tim padem existuje n — k parovani a kazdé
parovani nam da zpusob, jak vyplnit jeden Fadek. O

Jina aplikace se dotyka pravdépodobnosti.

Definice. Matice A je permutacéni, pokud A € {0,1}"*" takovd, Ze v kazdém
fadku i sloupci je !1 jednicka.

Matice A je bisochastickd, pokud A € (0,1)"*™ méa Ffadkové i sloupcové
soucty rovny 1.

Véta 5.16 (Birchoff-von Neumann). KaZdd bisochastickd matice je konvernt
kombinact permutacnich matic. Formdlne

k k
VB bis 3Aq,..., Aq perm :Hal,...,ak:ZaiAi :B,Zai =1
i=1 i=1

6 Uvod do Ramseyovy teorie

Pokud mame dostatecné velky objekt, najdeme v ném néjakou homogenni ¢ast?

Definice. Ramseyovo ¢islo R(k,l) je nejmensi n takové, Ze pro kazdy graf na
alespori n vrcholech plati bud a(G) > k nebo w(G) > 1
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Jinak: Obarvime-li krany K ;) dvéma barvami, tfeba ¢ervenou a modrou,
pak v ném nalezneme bud ¢erveny K nebo modry K;

Napriklad déa se ukéazat, Ze na vecirku stac¢i najit Sest lidi, a urcité se bude
celd trojice navzdjem znat, nebo neznat vibec. Tedy R(3,3) = 6.

Pozorovani. R(k,1)= R(1,]) =1

Tvrzeni 6.1. Pro kazdé k,1 > 2 plati R(k,1) < R(k — 1,1) + R(k,1 + 1)

Diikaz. Dén graf G na R(k—1,1)+R(k,1—1) vrcholech, zvolime u € V libovolné.
Oznacme A = N(u), B = Vg \ (N(u) U{u}), kde N(v) je mnozina sousedi.
Potom plati: bud |A| > R(k,l — 1) nebo |B| > R(l,k — 1).
Plati-li prvni ptiklad, potom A obsahuje bud nezavislou mnozinu velikosti k&
nebo kliku na [ — 1 vrcholech, kterou lze pomoci u doplnit na K;. Druhy pfipad
symetricky. O

Dusledek 6.2. R(k,l) < (kzif), lze vidét z Pascalova trojuhelniku.

Nyni ukazeme, Ze se toto Cislo da zobecnit na vice barev pro grafy.

Véta 6.3. Pro kaZdé prirozené k,r ecistuje prirozené n takové, Ze obarvime-
li hrany K, pomoct r barev, tak potom existuje k-tice vrcholi, kterd indukuje
jednobarevny K.

Dikaz. Indukci podle poctu barev r. Znac¢me n,. .

Pro r = 2 mame dokdzanou vétu. Pro r = 1 zvolime n,; = k.

Pro 7 > 3 ur¢ime n, , < R(k,n,—1x). Mame obarveni K n,_, ) pomoci r
barev. Pfevedeme na obarveni dvéma barvami, a tak, Ze prvni barva reprezen-
tuje ptvodni 1 a druha barva zbytek barev.

Upraveny graf bud obsahuje K} v prvni barvé, nebo K, ,, v barvach riz-
nych od prvni barvy. I v tomto ptipadé dle IP nalezneme jednobarevnou K. [

Pro zajimavost, hodnoty nékterych cisel:

e R(3,3)=6,R(3,4) =9,..., zndmo az po R(3,9)
e R(4,4) =18,R(4,5) =25

o 43 < R(5,5) <49

e Pro 4 barvy se vi: n3 3 =17

Konstrukce z dikazu dava jen horni odhad, nikoliv pfesnou hodnotu.
Neni tieba barvit jen dvojice v grafu, mizeme ukizat, ze Ramseyova véta
plati i pro jakoukoliv p-tici.

Véta 6.4. Pro kaZdé prirozené k,r,p existuje prirozené n takove, Ze obarvime-li
([z]) pomoci r barev, potom ezistuje k-prvkovd podmnoZina A takovd, Ze (;1) je
jednobarevnd.

Diikaz. Indukci podle p.

Pro p = 1 plati princip holubniku, p = 2 mame z véty pro grafy.

Pro p = 3 budeme znacit n,,(k) jako hledané nejmensi n. Zavedeme si
pomocné lemma:
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Lemma 6.5. Pro kazdé obarveni (f), kde |B| > nyp—1(k) +1 a kaZdé € B
existuje B C B\z, kde |B'| > k takové, Ze (Blpuz) je jednobarevné na mnozindch
obsahugicich x.

B\z

p—l) a to tak, Ze

Diikaz lemmatu. Z obarveni ¢ = (f ) vytvoiime obarveni ¢/ = (
d(D)=c¢(DUx)
Potom |B\z| > n, p—1(k). Tedy existuje A’ C B\z takova, ze ¢’ je konstantni

na (p’ill). Potom ale vSechny DNz, D € (p‘i/l) maji stejnou barvu, c. O

Ukézeme, ze ny (k) < 141, p—1(1+n0p—1(...np—p—1(p—1))). Polet téchto
iteraci je t pro t = 7(k — p) + 1. Tuto mez si oznacime jako n; ;.

Vezmeme By takovou, Ze |Bo| = nj ,,, dané obarveni c : (l;;’) — [r] a
aplikujeme predchozi lemma t-krat, v i-té iteraci volime z; € B;_1 a polozime
B; = Bj_,. Oznadime b; barvu nalezenych p-tic.

7 konstrukce plyne, ze B; lze zvolit o p — 1 prvcich. Podivame se na po-
sloupnost bq,...,b:, podle principu holubniku se nékterd barva vyskytla ale-
spont (k — p) + 1-krat. Prvky x; odpovidajici této barvé tvor! mnozinu B” =
{ziy,.. .} |B"|=k—p+ 1

Potom B” U B, je hledand monochromatickd mnozina A.

Aplikace

Véta 6.6. Pro kaZdé k existuje n takové, Ze pro kaZdjch n bodi z R% v obecné
poloze lze najit k boddi v konvexni poloze.

Diikaz. Kazdych 5 bodt obsahuje konvexni ¢tyfahelnik. Zvolime n = ng4(k),
pouZijeme vétu pro ¢tvefice a 2 barvy. Ctvefice, které tvoii konvexni ¢tyithelnik
obarvime Cervené, ostatni ¢tvefice jinak.

Potom existuje k-tice takova, Ze kazda ¢tverice je Gervena. Proto je celd A v
konvexni poloze, sporem. .. O
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