9. cviceni z PSt — 17.4.2025

Distribucé¢ni funkce a nezavislost

1. Necht X; ~ Exzp(\;) pro i = 1,...,n jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. Ozna¢me M = min(Xy,...,X,).
Ukazte, ze M ~ Exp(A1 + -+ 4+ A\p).

2. Bud Y maximum z n uniformné ndhodnych ¢&isel z intervalu [0, 1].
(a) Najdéte distribuéni funkei Fy-.
(b) Odsud urcete hustotu fy.
(c) Spoctéte E(Y').
(d) Jak je to pro minimum téch ¢&isel?
(e) * A co pro k-té nejmensi ¢islo?
SdruZena hustota

3. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(x,y) =e 7Y pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete marginalni hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribu¢ni funkce Fx, Fy, Fxy.
(c) Jsou X, Y nezavislé?
(d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).

4. (Buffonova jehla) Na nekoneénou podlahu hodime néhodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejichz
okraje tvori rovnobézné piimky ve vzdalenosti d > ¢. Urcéete pravdépodobnost, Ze jehla bude presahovat
okraj nékterého prkna.

Celkova pravdépodobnost

5. Pronnv. X ~U(0,2) aY ~ U(0,1) zkoumame P(X < Y). Reste
(a) Pfimo z obrazku.
(b) Rozborem moznosti n.v. Y pomoci vzorce (analogie véty o celkové pravdépodobnosti)

POX<Y) = [ F)PX <Y |Y =)y

(c¢) Rozborem moznosti n.v. X pomoci vzorce

P(X<Y)= /02 fx(@)P(X <Y | X =z)dx.

Konvoluce

6. Budte X,Y, Z ~ U(0, 1) nezavislé ndhodné veli¢iny.

(a) Jaké je rozdéleni X + Y? Urcete hustotu (dvéma zpusoby) — podle konvolu¢niho vzorce i ,,podle
obrazku*.

(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z? Pro jednoduchost urcete hustotni funkeci jen na intervalu [0, 1].

(c) Jak vysledek ovérit samplovanim?
7. Budte X,Y, Z ~ Exp(\) nezéavislé ndhodné veli¢iny.
(a) Jaké je rozdéleni X + Y7 (b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7



Napovéda
1: Vyjadiete P(M > m) pomoci P(X; >m) proi=1,...,n.
2: a) Jaka je distribuéni funkce Y pomoci distribu¢nich fci téch uniformné ndhodnych ¢éisel? b) f = F’
3d: Jedna cast je lehkd. Pro druhou nakreslete, pres jakou mnozinu se ma integrovat. Pak piripadné
vyjadiete jako dvojny integral se spravné zapsanymi mezemi. Pokud zvlédnete to, zbytek je lehky.
4: Nakreslete obrazek a popiste polohu jehly pomoci dvou nahodnych proménnych (posun a thel).
6, 7: Pouzijte vzorec na konci dalsi stranky.

K procviceni

8. Volme uniformné nahodné bod z polokruhu o poloméru 1, se stfedem v pocatku a v horni poloroviné.
(Uniformné znamené, %e pravdépodobnost kazdé podmnoziny je tmérna jejimu obsahu.) Ozna¢me X, Y
soutradnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fy a spo¢téte pomoci ni E(Y).

(c) Pro kontrolu spoé¢téte E(Y') pfimo (pomoci pravidla PNS).

9. Metrovy klacek rozlomime na dva kusy — lomem v uniformné ndhodném bodé. Bud D délka delsi ¢asti.
(a) Jaké je rozdéleni D? (b) Urcete E(D).
Bonus

10. Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechame si levy kus. Jeho délku oznac¢ime Y.
V ném opét vybereme uniformné nahodny bod, kde klacek zlomime, a délku levého kusu oznac¢ime X.
(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. Mize vim pomoci tzv. podminéna hustota fxy = fx,v/fy.
(b) Najdéte marginalni hustotu fx.
(c) Pomoci fx spoctéte E(X).
(d) Spoctéte E(X) pomoci vztahu X =Y - (X/Y).

Soupis vzorecki

e Vztah sdruzené hustoty a sdruzené distribu¢ni funkce

x y
Fxy(z,y) = / / fx.y(s,t)dtds

. 82FX,Y(’T73/)
fxy(z,y) = T owdy

Marginalni hustota ze sdruzené

fx(z) = /_OO fxy (@, y)dy

Frt) = [ 7 v (@ y)de

e pro ,rozumnou“ mnozinu A plati P((X,Y) € A) = [, fx vy (z,y)dzdy.
e nezavislost: X 1 Y <= Fyxy(z,y) = Fx(2)Fy(y) <= fxy(z,y) = fx(z)fy(y)
PNS: E(9(X)|B) = |7 9(z) fx|p(z)dz

Konvoluéni vzorec: Pro spojité nezavislé n.v. X, Y mé velicina Z = X 4+ Y hustotu

fz(z) = /_oo fx(x)fy(z — z)d.



