6. cviceni z PSt — 27.3.2025

Poznavacka ndhodnych veli¢in

1. Pravdépodobnost, ze do naseho serveru pronikne hacker je béhem kazdého dne 0.01, nezavisle pro kazdy
den. Ozna¢me T pocet dni do prvniho priniku. Jaké je rozdéleni T', E(T), var(T')? Jaka je pravdépodobnost,
Ze server zustane bezpecny po cely rok?

2. Kazdy test programu miize skonéit bud’ nalezenim chyby (tispéch) nebo ne (netispéch). Predpokladame, ze
pravdépodobnost nalezeni chyby pfi jednom testu je 0.05 a vyvojar provede 20 nezavislych testii, oznac¢ime
X pocet nalezenych chyb. Jaké je rozdéleni X, E(X), var(X)? Jaki je pravdépodobnost, Ze nalezne pravé
tti chyby?

3. Historickd data ukazuji, Zze nas server obdrzi prumérné 30 zadosti za minutu. Pouzijte Poissonovo rozdéleni
k urceni pravdépodobnosti, Ze server obdrzi presné 40 zadosti v néasledujici minuté.

Nazev Pravdépodobnostni funkce Rozsah (ImX)  Stfedni hodnota  Rozptyl
Bernoulliho Ber(p)  px(1) =p, px(0)=1—-p  {0,1} D p(1—p)
Binomické Bin(n, p) x(k)= (A —p*  {0,1,...,n} np np(l —p)
Geometrické Geo(p) px (k) = (1 —p)k~ip {1,2,...} % %
Poissonovo Poi(\) x (k) =e A ’\k {0,1,...} A A
Uniformni Unif(a,b) px(k) = =5 a+1 {a,a+1,...,b} =t %

Rozptyl

Pfipomenuti:

e definice var(X) = E((X — E(X))?)

o véta var(X) = E(X?) — E(X)?

o véta var(aX + b) = a? var(X)

e véta var(X +Y) = var(X) + var(Y) (pokud X 1Y)

e odvozené veli¢iny: smérodatna odchylka ox = /var(X)

o varia¢ni koeficient CVy = ox/E(X) (pokud E(X) > 0)
4. Necht X ~ Bin(100,0.5),Y = 10X a Z ~ 10Bin(100,.05) (tedy Z/10 méa binomické rozdéleni Bin(100,.05)).
Spoctéte (vyuZitim vzorct z prednasky) E(X), var(X), ox, CVx a totéz pro Y, Z.

5. Necht X ~ Poi()). Pfipomeiite si odvozeni E(X) = A. Odvod'te obdobné var(X) = A. [Navod: je uZite¢né
napied spocist E(X(X —1)).]



Nahodné vektory

Sdruzena pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem px y (z,y) = P(X =2 &Y = y). ,,Jednoroz-
mérné funkce” px, py se v tomto kontextu nazyvaji margindlni pravdépodobnostni funkce. Pfipomente si,
jak je zjistit z px y.

6. Ozna¢me X, Y vysledky dvou nezavislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s ¢isly 1, ..., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z; = max(X,Y)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce Zy = X + Y?
(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z3 = XY?
[Napovéda: Jakych hodnot nabyva vektor (X,Y"), pokud max(X,Y) = k7 Resp. v dalsich ¢astech, pokud
X +Y =k, resp. XY = k7]

7. (a) V pfedchozim piikladu: je vétsi E(Z2) nebo E(X) 4+ E(Y)? Spoc¢téte oboji podle definice.
(b) V predchozim piikladu: je vétsi E(Z3) nebo E(X?2)? Spoététe oboji podle definice.

8. Nezavislé n.v. Xy, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry p1, ..., p,. Jaké je rozdéleni n.v.
M =min(Xy,..., X,,)?

K procvicéeni

9. V tabulce je sdruzena pravdépodobnostni funkce nahodnych veli¢in X, Y 0 1 9
Y. Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veli¢iny nenabyvaji. T
(a) Najdéte marginalni rozdéleni X i Y. Spoctéte E(X), E(Y). 0 1/4 1 1/6 | 1/12
(b) Jsou X a Y nezavislé? Neboli: plati px vy (z,y) = px (x)py (y)? 1 1/6 | 1/4 | 1/12

(c) Popiste rozdéleni X + Y — tj. naleznéte pravdépodobnostni funkci
n.v. X +Y. Spoc¢téte odsud E(X +Y') — ovéite, zda se to rovna E(X)+E(Y).
(d) Popiste rozdéleni X - Y. Spoc¢téte odsud E(XY') — ovéite, zda se to rovna E(X)E(Y).

10. Hodime tiikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubi v prvnich dvou hodech a Y pocet lici v poslednich dvou
hodech.

(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkei py y a také marginalni pravdépodobnostni funkce px,
Dy -

(b) Jsou X a Y nezévislé?

(c) Urcete P(X <Y).

(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkci pxy, tj. ¢isla P(X = = [ Y = y) pro vSechny
hodnoty x, y.

11. Na kostce padne ¢islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro ¢ = 1,...,6. Hodime n-krat a oznac¢ime X; pocet
hodt, kdy padlo i.  (a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkei pro n.v. Xy, ..., X,,.
(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;7

Bonus

12. Uvazme skupinu m manZzelskych para (tj. celkem 2m osob). Pfedpokladejme, Ze po deseti letech bude
kazdy z téch 2m lidi stale nazivu s pravdépodobnosti p, nezavisle na ostatnich. Moznosti rozvodu apod.
neuvazujeme, tj. pary jsou neménné.

Ozna¢me L mnozinu lidi, ktefi budou po deseti letech nazivu a A jejich pocet (tj. A = |L|). Dale bud B
pocet pari, kde budou nazivu oba; tj. A, B jsou ndhodné veli¢iny spliujici 0 < A <2m a 0 < B <m. Pro
kazdé a = 0,...,2m urcete E(B | A = a).



