10. cviceni z PSt — 24.4.2024

Jesté nezavislé vektory

1. (Buffonova jehla) Na nekone¢nou podlahu hodime nadhodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejichz
okraje tvori rovnobézné primky ve vzdalenosti d > ¢. Urcete pravdépodobnost, Ze jehla bude presahovat
okraj nékterého prkna.

Celkova pravdépodobnost

2. Pronn.v. X ~U(0,2) aY ~ U(0,1) zkoumame P(X < Y). Reste nekolika zpiisoby:
(a) Pfimo z obrazku.
(b) Rozborem moZnosti n.v. Y pomoci vzorce (analogie véty o celkové pravdépodobnosti)

1
PX<Y) = [ [@PX <Y Y =y)y
0
(c¢) Rozborem moznosti n.v. X pomoci vzorce

P(X<Y)= /02 fx(@)P(X <Y | X = z)da.

Konvoluce

3. Budte X,Y, Z ~ U(0, 1) nezavislé ndhodné veli¢iny.

(a) Jaké je rozdéleni X + Y? Urcete hustotu (dvéma zpusoby) — podle konvolu¢niho vzorce i ,,podle
obrazku.

(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z? Pro jednoduchost urcete hustotni funkeci jen na intervalu [0, 1].

(c) Jak vysledek ovérit samplovanim?

Aplikace nerovnosti

4. Hazime kostkou, za 1 a 2 dostaneme bod. Ozna¢me X pocet bodu, které dostaneme po n (nezavislych)
hodech. Odhadnéte pravdépodobnost, ze X > n/2.

(a) Pomoci Markovovy nerovnosti.

(b) Pomoci CebySevovy nerovnosti.

(¢) Pro konkrétni n, jak lze tuto hodnotu ur¢ité presné?

5. Statistik chce odhadnout pramérnou vysku h (v metrech) lidi v néjaké populaci, pomoci n nezéavislych
vzorku X1, ..., X, které vybirame uniformné nahodné se vSech moznych lidi. Pro odhad pouZije vybérovy
pramér X, = (X1 + --- + X,,)/n. Odhaduje, Ze smérodatna odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n ma volit, aby smérodatna odchylka X,, byla nejvyse 1 cm?

(b) Pro jaké n zajisti Cebyéevova nerovnost, ze X,, se lif od h nejvyse o 5 cm s pravdépodobnosti
alesponit 99 %? (Neboli P(|X,, — h| <5) > 0.99.)

(c) Statistik si v8imne, ze v8ichni méFeni lidé maji vysku v intervalu (1.4,2.1). Jak ma upravit odhad
smérodatné odchylky? Jak se zméni odpovédi na pfedchozi otazky?

Soupis vzorecki
e Konvoluce: Necht X, Y jsou spojité n.n.v. Pak S = X 4Y maé hustotu fs(s) = ffooo fx (@) fy(s—x)dx.
e Markovova nerovnost: P(X > aE(X)) < 1 pro X > 0.

e Cebysevova nerovnost: P(|X —E(X)| > tox) < 5.



Napovéda

1: Nakreslete obréazek a popiste polohu jehly pomoci dvou ndhodnych proménnych (posun a thel). Lze
fesit jako tlohu na obsah, nebo pomoci sdruzené hustoty.

3: Pouzijte vzorec na konci prvni stranky.

4: Jaké je rozdéleni X? Pamatujete si vzorecek na jeho stfedni hodnotu a rozptyl?

5: Jak se zjisti rozptyl souctu nezavislych ndhodnych veli¢in? Rozptyl nasobku veli¢iny konstantou?

K procviceni

6. Budte X,Y, Z ~ Exp()) nezavislé nahodné veli¢iny.
(a) Jaké je rozdéleni X + Y7 (b) Jakeé je rozdéleni X +Y + Z7

7. Poéitani obsahu kruhu ndhodnym samplovanim. Vygenerujeme ndhodny bod ve ¢tverci (obé soutradnice
budou mit rozdéleni U(0,1)). Ozna¢ime X; indikator jevu ,,i-ty bod lezi ve vepsaném kruhu®.

(a) Urcete E(X;), var(X;).

(b) Polozte X,, = (X1 + -+ + X,,)/n. Uréete E(X,,) a var(S,).

(c) Pro jaké n ¢ekate, ze dostaneme vysledek spravné na jedno desetinné misto? Na dvé, tii, ... 7

(d) Jiny vypocet obsahu kruhu: Y; = /1 — U2, kde U; ~ U(0,1). Uvédomte si, ze E(Y;) je obsah

¢tvrtkruhu, tedy /4. Jaké je var(Y;)? Jaké je var(Y;,)?
(e) Ktera metoda je presnéjsi?

8. Vime, ze pramérny pocet bodu z pisemky byl 40 (ze 100). Odhadnéte odsud podil studentii s alesponn 80
body. VylepSete odhad, pokud vite, ze smérodatna odchylka poc¢tu bodi je 10.

9. Metrovy klacek rozlomime na tfi kusy jednim z nize popsanych zptisobti. Pro kazdy z nich spocitejte, jaka
je pravdépodobnost, Ze ze ziskanych tii kust jde sestavit trojuhelnik. (Napovéda: napied si rozmyslete, kdy
jsou tii kladna ¢isla se souc¢tem jedna stranami néjakého trojuhelniku.)

(a) Vybereme uniformné nahodné dva body zlomu.

(b) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s kusem klacku v pravé ruce.

(¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s vétsim kusem klacku.

10. Volme uniformné ndhodné bod z trojahelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [0,1] a [1, 0], tj. pravdépodobnost
kazdé podmnoziny je tmérna jejimu obsahu. Ozna¢me X, Y soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fy .

(c) Najdéte podminénou hustotu fx|y-.

(d) Spoctéte E(X | Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spo¢téte E(X) (pomoci E(Y)).

(e) Spoctéte E(X) pomoci predchozi ¢asti a symetrie.

11. Oznaéme S = Ziozo (120). Oznac¢me dale X = Zjﬂﬂ X;, kde X; je +1 s pravdépodobnosti 1/2 a veli¢iny
X1, ..., X, jsou nezavislé.

(a) Vyjadriete S pomoci pravdépodobnosti P(X < x) pro vhodné x.

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(c) Pripadné vy¢islete S vhodnym softwarem a srovnejte.

Centralni limitni véta

Necht X1, ..., X, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stiedni hodnotou p a rozptylem o2. Ozna¢me Y,, =
(X1 4+ Xn) —np)/(Vn - o). Pak Y,, % N(0,1). Neboli

lim Fy (z) = ®(x) pro kazdé z € R.

n—oo
12. Odhadnéte (13000) pomoci CLV. Néapovéda: pouzijte CLV pro odhad P(29.5 < X < 30.5) pro vhodnou

100

n.v. X. Na druhou stranu pro P(X = 30) méme vzorec (5,

ruce vhodny stroj, vycislete.

)/2'% z binomického rozdgleni. Pokud méte po



