KG1 Jiri Kalvoda: Cviceni 9

Informace k cvicent jsou na https: //kam.mff.cuni.cz/~jirikalvoda/vyuka/24z/kg1.

Parovani v grafu G je podmnozina hran takova, ze zadné dvé nesdili spolecny
vrchol.

1 Hallova véta

Pripomenme grafovou verzi Hallovy véty: V bipartitnim grafu G s partitami A a
B existuje parovani velikosti |A|, pravé kdyz pro kazdou mnozinu X C A plati
IN(X)| = [X].

Také muzete predpokladat, ze plati aktualné zadany domaci tkol:

Do materské skolky prisel Mikulas s velkym pytlem hracek. Kazdé dité ukazalo
na deset hracek, které se mu libi. Ukézalo se, ze kazda hracka se libi nejvyse péti
détem. Ukazte, ze je mozné kazdému ditéti dat jako darek dvé hracky, které se
mu libi.

a) Necht G = (V, E) je graf. Predpoklddejme, zZe pro kazdy podgraf H
grafu G plati |E(H)| < |V(H)| Ukazte, ze je mozné hrany G nahra-
dit orientovanymi hranami tak, ze do kazdého vrcholu bude vstu-
povat nejvys jedna hrana.

b) Necht G = (V, E) je graf. Pfedpokladejme, Ze pro kazdy podgraf H
grafu G plati |[E(H)| < 10|V(H)|. Ukazte, ze je mozné hrany G
nahradit orientovanymi hranami tak, ze do kazdého vrcholu bude
vstupovat nejvys deset hran.

¢) Méjme dvé prirozena ¢isla k < n. Pojmem latinsky obdélnik tvaru
k x n oznacujeme matici s k Tadky a n sloupci vyplnénou c¢isly
1,...,n tak, ze v kazdém radku se kazdé cislo vyskytuje pravé
jednou a v kazdém sloupci se kazdé ¢islo vyskytuje nejvys jednou.
Dokazte, ze pokud k < n, tak ke kazdému latinskému obdélniku
tvaru k x n lze pridat n — k radka tak, aby vznikl latinsky obdélnik
tvaru n x n, neboli latinsky ¢tverec.



2 Hranova souvislost grafii

Pripomerime, Ze hranova souvislost grafu G, znacend k.(G), je nejvétsi cislo k
takové, ze G je hranové k-souvisly, nebo ekvivalentné, k.(G) je velikost nejmensiho
hranového rezu v gratu G.

Mengerova véta: graf je hranové k-souvisly, pravé kdyz mezi kazdymi dvéma
riznymi vrcholy existuje k hranové disjunktnich cest.

a) Cemu je rovno k.(K,) — tj. tplny graf? Cemu je rovno ke(Kp,) —
tj. uplny bipartitni graf?

b) Necht G je graf, jehoz kazdy vrchol ma stupen pravé d. Co lze Fici
o hodnoté k.(G)?

¢) Necht G = (V, E) je graf, jehoz hranova souvislost je rovna k. Pfed-
pokladejme, Ze vytvorime novy graf G tak, Ze ke grafu G pridame
novy vrchol z a spojime ho hranami s néjakymi k rtznymi vrcholy
Y1, ..., yr grafu G. Co lze ici o hranové souvislosti grafu G*?

d) Necht G je hranové k-souvisly graf. Zvolme v ném k + 1 rtiznych
vrcholii u, v1, ve, . . ., vk. Dokazte, ze G obsahuje k hranové disjunkt-
nich cest Pi,..., Py , kde cesta P; spojuje vrchol u s vrcholem wv;.

3 Vrcholova souvislost grafii

Vrcholova souvislost, znacena k,(G), je nejvétsi k takové, ze graf G je vrcholové
k-souvisly. Pro netiplny graf G je k,(G) rovno velikosti nejmensiho vrcholového
rezu a pro K, mame k,(K,) =n — 1.
Mengerova véta: graf je vrcholové k-souvisly, pravé kdyz mezi kazdymi dvéma
riznymi vrcholy existuje k vnitrné vrcholové disjunktnich cest.

a) Existuje graf G, pro néjz je ky(G) < ke(G)?

b) A co ky(G) > k.(G)?

¢) Muze byt rozdil |k, (G) — k.(G)| libovolné velky?

d) Necht G je graf, jehoz kazdy vrchol ma stupen nejvys 3. Plyne
z toho, ze ko(G) = ky(G)?

e) Necht G je vrcholové k-souvisly graf. Zvolme v ném k + 1 rtiznych
vrcholl u, v1, va, . .., vk. Rozhodnéte, jestli G musi obsahovat k vr-
cholové disjunktnich cest Py, ..., Py , kde cesta P; spojuje vrchol u
s vrcholem v;.



