KG1 Jiri Kalvoda: Cviceni 8

Informace k cvicent jsou na https: //kam.mff.cuni.cz/~jirikalvoda/vyuka/24z/kg1.
Tokova sit (V, E, z, s, c) je usporadand 5-tice, kde (V, E) je orientovany graf, z je
zdroj, s je stok a c: E — Ry je funkce kapacit hran.
Tok v této siti je f: E — Rg tz:

1.Vee€ E: f(e) < c(e)

2.Ve e V—{z,s}: f[In(x)] = f[Out(x)].

Velikost toku je f[Out(z)] — f[In(z)] = f[In(s)] — f[Out(s)].

Rez R v takovéto siti je podmnozina R C E tz. v grafu (V,E — R) neexistuje
orientovana cesta ze z do s.

Zlepsujici cesta pro tok f je takova cesta ze z do s slozena z doprednych i zpétnych
hran takova, ze pro kazdou doprednou e na ni plati f(e) < c¢(e) a zpétnou €' plati
f(e) >o.

Péarovani v grafu G je podmnozina hran takova, ze zadné dvé nesdili spolecny
vrchol.

Vrcholové pokryti v grafu G' je podmnozina vrcholii takova, ze pro kazdou hranu
G plati, ze obsahuje alesporil jeden vrchol pokryti.

1 Algoritmické aplikace tokti podruhé

Ukazte, jak 1ze nésledujici ulohy efektivné, tj. v polynomidlnim case, vyfesit (na-
ptiklad prevedenim na standardni ilohu pro nalezeni nejvétsiho toku v siti).

a) Mame danou tokovou sit s jednotkovymi kapacitami. Najdéte nej-
vétsi tok takovy, ze pres kazdy vrchol krom z a s tece nejvyse jedna
jednotka toku.

b) Mdme dén (neorientovany) graf G = (V, E) a dva razné vrcho-
ly x,y. Cilem je najit co nejmensi mnozinu vrchold C' C V —
{z,y} takovou, ze x a y jsou v ruznych komponentéich grafu GC =
<V —C,EN (V;C)) Predpokladejme, ze mezi x a y neni hrana.

¢) Méame dan graf cilem je najit jeho minimélni hranovy fez, tedy pod-
mnozinu hran takovou, Ze po jejich odstranéni graf neni souvisly.

d) Mame dén graf cilem je najit jeho minimélni vrcholovy fez, te-
dy podmnozinu vrchola takovou, ze po jejich odstranéni graf neni
souvisly.

e) Mame danu matici M, jejiz prvky jsou nuly a jednicky. Cilem je
najit v.M co nejvétsi mnozinu jednicek takovych, ze zadné dvé
nejsou ve stejném radku ani ve stejném sloupci.



2 Parovani a pokryti v obecnych grafech

Ozna¢me m(G) velikost nejvétsiho parovani a ¢(G) velikost nejmensiho vrcholo-
vého pokryti v grafu G.

Vime, Ze pro kazdy graf plati m(G) < ¢(G) a Ze pro bipartitni grafy plati rovnost.
a) Najdéte graf G, pro ktery plati m(G) < ¢(G).
b) Existuje graf G, pro ktery plati m(G) + 100 < ¢(G)?
c) Ukazte, ze pro kazdy graf plati m(G) < ¢(G) < 2m(G).

3 Hallova véta a spol.

Pripomenme grafovou verzi Hallovy véty: V bipartitnim grafu G s partitami A a
B existuje parovani velikosti |A|, pravé kdyz pro kazdou mnozinu X C A plati
IN(X)| > [X].

a) Necht G je bipartitni graf s partitami A a B. Predpokladejme, Ze
pro néjaké k € N7 plati, Ze vSechny vrcholy partity A maji stuper
aspon k a vsechny vrcholy partity B maji stupen nejvys k. Ukazte,
ze G mé parovani velikosti | A|.

b) Dokazte, ze kazdy (nenulové) regularni bipartitni graf ma perfektni
parovani. (Graf je reguldarni, pokud maji vSechny jeho vrcholy stejny
stupen. Parovani P je perfektni, pokud kazdy vrchol patii do néjaké
hrany v P.)

¢) Do matefské skolky prisel Mikulas a ptinesl pytel plny hracek. Kaz-
dé dite ukazalo na pét hracek, které se mu libi. Ukazalo se, ze kazda
hracka se libi nejvyse péti détem. Ukazte, ze je mozné kazdému di-
téti dat jako darek nékterou z hracek, kterd se mu libi (pfirozené,
kazdé dité dostane jinou hracku).

d) Do materské skolky zase prisel Mikulds s novym pytlem hracek.
Kazdé dité tentokrat ukazalo na deset hracek, které se mu libi.
Ukéazalo se opét, ze kazda hracka se libi nejvyse péti détem. Ukazte,
ze je mozné kazdému ditéti dat jako darek dvé hracky, které se mu
libi.

e) Necht G = (V, E) je graf. Pfedpokladejme, Ze pro kazdy podgraf H
grafu G plati |E(H)| < 10|V(H)|. Ukazte, ze je mozné hrany G
nahradit orientovanymi hranami tak, ze do kazdého vrcholu bude
vstupovat nejvys deset hran.



