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1 Projektivni roviny

Pripomerime, Ze projektivni rovina byla definovand jako hypergraf (X, P) spliu-
jici trojici axiomni:
1. Pro kazdé dva riizné vrcholy x,y € X existuje pravé jedna hy-
perhrana p € P, ktera je oba obsahuje.
2. Pro kazdé dvé riizné hyperhrany p,q € P plati [pNgq| = 1.
3. Existuje c¢tyrprvkova mnozina vrcholi C, jejiz Zadné tri vrcholy
nelezi ve spolecné hyperhrané.

1.1 Konstrukce

Necht p je prvocislo a [p] = {0,1,...,p — 1}. Uvazme mnozinu trojic [p
{(0,0,0)}. Na této mnoziné zavedeme ekvivalenci (z1,y1,21) ~ (22, Y2, 22) prave
tehdy kdyz existuje o € {1,2,...,p — 1} takové, ze:

]3

1= Ty Y1 =y 1= 2y (mod p).

Mnozinu vsech tiid ekvivalence ~ ozmacime X.
Definujeme P = {{(z,, 2) | (x,y, 2) € [p|*,az +by+cz =0 (mod p)} | (a,b,c) €
[p]> = {(0,0,0)}}.
a) Ovéfte, ze ~ je skutecné relace ekivalence.
b) Ovérte, ze (X,P) je projektivni rovina. Nejprve nahlédnéte, Ze
vnitini mnozina v definici P se sklada vzdy z celych trid ekiva-
lence ~. Dale si rozyslete, ze pro rizna a, b, c ze stejne tridy ekvi-
valence ~ dosteneme stejnou mnozinu bodu (tedy pro jednu t¥idu
ekvivalence méame jen jednu primku). Nakonec ovéite axiomy pro-
jektivni roviny.

1.2 Aplikace

Ukazte, ze existuje graf s nejvyse n vrcholy s alespon Q(n3/ 2) hranami, ktery
neobsahuje cyklus na ¢tyrech vrcholech.



2 Toky

Tokova sit (V, E, z, s, c) je usporadand 5-tice, kde (V, E) je orientovany graf, z je
zdroj, s je stok a ¢ : E — R{ je funkce kapacit hran.
Tok v této siti je f: E — Ry tZ:

1.Ve e E: f(e) < c(e)

2.Ve e V—{z,s}: f[In(x)] = f[Out(x)].

Velikost toku je flOut(z)] — f[In(z)] = f[In(s)] — f[Out(s)].

Rez R v takovéto siti je podmnozina R C E t#. v grafu (V,E — R) neexistuje
orientovana cesta ze z do s.

Zlepsujici cesta pro tok f je takova cesta ze z do s slozena z doprednych i zpétnych
hran takova, ze pro kazdou doprednou e na ni plati f(e) < c¢(e) a zpétnou €' plati
f(e) >o.

Péarovani v grafu G je podmnozina hran takova, Ze zadné dvé nesdili spolecny
vrchol.

Vrcholové pokryti v grafu G' je podmnozina vrcholii takova, ze pro kazdou hranu
G plati, ze obsahuje alespoil jeden vrchol pokryti.

2.1 Lematka

Dokazte/nahlédnéte nésledujici lemétka, které jste na predndsce pouzivali bez
dikazu:

a) Tok, ktery méa zlepsujici cestu, neni maximéalni.

b) Pokud M je parovani a C' je vrcholové pokryti v néjakém grafu,
tak |[M| < |C].

2.2 Algoritmické aplikace toki

Ukazte, jak 1ze nésledujici ulohy efektivng, tj. v polynomialnim case, vyresit (na-
priklad prevedenim na standardni tlohu pro nalezeni nejvétsiho toku v siti).

a) Méame dénu tokovou sit (V, E, z, s, ¢), cilem je najit jeji minimalni
zs-Tez.

b) Mame dénu tokovou sit, kde ovsem misto jednoho spotiebice s je
nékolik spotfebicti s, Sg, . .., Sk a jeden zdroj z. Rozdil oproti bézné
siti je jen v tom, ze pro zadny z vrcholu z, s1, s9, . .., Sp nepozadu-
jeme, aby se v nich zachovaval tok. Cilem je najit maximalni tok
v této siti. (Velikost toku definujeme obvyklym zptisobem, tedy jako
rozdil mezi tim, co vytéka ze zdroje, a tim, co do zdroje pritéka.)

¢) Mame danu tokovou sit (V, E, z, s,¢) a hranu e € E, cilem je najit
tok f (ne nutné maximalni) takovy, ze f(e) je co nejvétsi.

d) Mame danu matici M, jejiz prvky jsou nuly a jednicky. Cilem je
najit v.M co nejvétsi mnozinu jednicek takovych, ze zadné dvé
nejsou ve stejném radku ani ve stejném sloupci.



