KG1 Jiri Kalvoda: Cviceni 5

Informace k cvicend jsou na hitps://kam.mff.cuni.cz/~jirikalvoda/vyuka/24z/kg1.

Pristi tyden se cviceni nekond, je dékansky sportovni den.

1 Catalanova cisla

7 prednasky: n-té catalanovo cislo C,, je definovano jako pocet binarnich stromii

(tj. zakorenénych stromu sloZenych bud z listi, nebo z vnitinich vrcholii maji-

ci pravé levého a pravého potomka) s pravé n vnitinimi vrcholy. Na prednasce

bylo ukdzdno, ze tato Cisla spliiuji rekurenci C,, = Zogi <n CiCpn_1-; a pomoci
v e, s , s s v o 1 2n

vytvorujicich funkef bylo ukdzano, ze Cy, = 5 (n )

1.1 Catalanovské objekty

Urcete pocet:

a) Zakofenénych stromi s n hranami, kde kazdy vrchol mize mit li-
bovolny pocet potomkt, a potomci daného vrcholu maji urcené
poradi zleva doprava. (Priklad pro n = 3 je v levé ¢asti obrazku.)

b) Prochazky v miizce N x N z bodu (0,0) do bodu (n,n) takové, zZe
v kazdém kroku se posuneme bud o jednu jednotku nahoru nebo
o jednu jednotku doprava, a zaroven nesmime nikdy sestoupit pod
primku danou rovnici x = y. (Pfiklad pro n = 3 je v pravé ¢ésti
obrazku.)

Kazdou z predeslych iloh mtzete ukazat:

) bud pomoci rekurzivniho vzorecku,
) nebo pomoci bijekce na jiné objekty, jejichz pocet uz znate.
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1.2 Alternativni odvozeni vzorecku pro C),

Vyfesme ¢ast b) predchoziho piikladu kombinatorickou tivahou. V tomto prikladu
slovem prochdzka ozna¢me libovolnou cestu v IN x N | kterd za¢ind v bodé (0, 0)
a v kazdém kroku se posune o jedna doprava nebo o jedna nahoru. Rekneme, ze
prochazka je dobra, pokud nikdy nesestoupi pod primku x = y, jinak je Spatna.
a) Kolik existuje vSech prochézek (dobrych i Spatnych) koncicich v bo-
dé (m,n) € N x N7
b) Dokazte pomoci vhodné bijekce, ze pocet vsech prochazek konéi-
cich v bodé (n+ 1,n — 1) je stejny, jako pocet Spatnych prochdzek
konéicich v bodé (n,n).
c) Odvod’t2e z toho, ze pocet dobrych prochazek koncicich v bodé (n,n)
Je nil( n)



2 Projektivni roviny

Pripomerime, Ze projektivni rovina byla definovana jako hypergraf (X, P) spliu-
jici trojici axiomii:_
1. Pro kazdé dva rizné vrcholy x,y € X existuje pravé jedna hy-
perhrana p € P, ktera je oba obsahuje.
2. Pro kazdé dvé riizné hyperhrany p,q € P plati [pNgq| = 1.
3. Existuje ctyrprvkova mnozina vrcholit , jejiz zadné tri vrcholy nelezi
ve spolecné hyperhrané.

2.1 Alternativni axiomatizace

Ukazte, ze axiom 3 lze nahradit axiomem: Existuji dvé rtzné primky p,q z P,
z nichz kazda obsahuje alespon tii razné body.

2.2 Konstrukce

Necht p je prvocislo a [p] = {0,1,...,p — 1}. UvazZme mnoZinu trojic [p]> —

{(0,0,0)}. Na této mnoziné zavedeme ekvivalenci (z1,y1,21) ~ (Z2, Y2, 22) prave
tehdy kdyz existuje a € {1,2,...,p — 1} takové, Ze:

T1= Q- Ty Y1 = -y =2 (mod p).

Mnozinu vsech trid ekvivalence ~ ozmacime X.

Definujeme P = {{(z,y,2) | (z,y,2) € [p]*,ax+by+cz =0 (mod p)} | (a,b,c) €
[p]g - {(07070)}}

a) Ovéite, ze ~ je skuteéné relace ekivalence.

b) Ovéite, ze (X,P) je projektivni rovina. Nejprve nahlédnéte, Ze
vnitini mnozina v definici P se sklada vzdy z celych tiid ekiva-
lence ~. Déle si rozyslete, ze pro rizna a, b, c ze stejne tridy ekvi-
valence ~ dosteneme stejnou mnozinu bodu (tedy pro jednu t¥idu
ekvivalence méame jen jednu primku). Nakonec ovéite axiomy pro-
jektivni roviny.

2.3 Nekonecné projektivni roviny

a) Necht X je mnoZina vSech (euklidovskych) pifmek v R?® procha-
zejicich pocatkem. Pro takovou primku x € X definujme mnozinu
pfimek P, =y € X;y L x a ozna¢me P = {P,, | x € X} systém
vSech takovychto mnozin. Dokazte, ze (X, P) je projektivni rovina.

b) Nahlédnéte, ze tato konstrukee je ekvivalentni s nasleduji konstruk-
ci: Vezmeme rovinu R? s jejimi body a piimkami. K nim doplnime
pro kazdou mnozinu rovnobéznych ptimek jeden bod ,v nekonec-
nu“, kde se protinaji. A pak vSsemi body v nekonec¢nu protahneme
jesté jednu primku.



