KG1 Jifi Kalvoda: Cviceni 4 (Vytvor. fce)

Informace k cvicent jsou na https: //kam.mff.cuni.cz/~jirikalvoda/vyuka/24z/kg1.

Vytvorujici funkce pro posloupnost (ag, a1, as, . ..) je mocninnd fada a(x) = ag +
a1 + apx® + azxd + - - .

Zobecnéné kombinacni ¢islo (r € R,k € N): (}) = "(n_l)”k':gn_kﬂ) Zobecnéna
binomické véta: (1+x)" = >, (;)=". Disledek: = x)m =>. (mgffl)x”
Vytvotujici funkce posloupnosti samych jednicek je ﬂ'
Zékladni upravy:

flx)+g(x) ag+bo,a1+bi,as+ba,... a0+ by,. ..

cf (x) cag, Ca1,Cas, . .., Clp, . . .

xf(x) 0,a9,a1,a2,...,0, 1, ...

f(xi,_ao ai, a2, ..., 0nptl; - -

f(.]??) a0707a1707a2707a3707"'

f(ex) ag, cai, ccas, cdas, ..., cMay, . ..

f(x)g(z) aobo, aobr + arbo, agbz + arby + asbo, . .., Y ocicy Wibp—is - - -

1 Vytvorujici funkce posloupnosti

Najdéte vytvorujici funkci néasledujicich posloupnosti:
a) 1,2,3,4,...,n+1,...
1) pomoci konvoluce
2) pomoci derivace
3) pomoci zobecnéné binomické véty
)
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2 Explicitni vzorec

Najdéte explicitni vzorec pro n-ty clen posloupnosti ur¢enych nésledujicimi vy-
tvorujicimi funkcemi:
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Pro matematické upravy a jiné podulohy klidné pouzijte vhodné nastroje.

Obecny postup: jmenovatele rozdélime na dvojcleny, rozlozime na parcidlni zlom-
ky a pro kazdy z nich najdeme vytvorujici funkci.



3 Kombinatoricky definované VF

Najdéte vzorce v uzavieném tvaru (tedy bez nekoneénych sum) pro vytvorujici
funkce nasledujicich posloupnosti.

a) Posloupnost (b,)52, kde b, oznacuje pocet zpusobi, jak lze ¢islo n
zapsat jako soucet libovolného poctu lichych prirozenych ¢isel (na
poradi s¢itanci opét zalezi). Napriklad by = 3, nebot ¢islo 4 lze
zapsat témito soucty: 14+3,34+ 1,14+ 1+ 1+ 1.

b) Posloupnost ()5, , kde ¢, oznacuje pocet zpusobu, jak lze ¢islo
n zapsat jako soucet jednicek a dvojek (na poradi séitancu zalezi).
Napriklad ¢4 = 5, nebof ¢islo 4 lze zapsat témito soucty: 1 + 1 +

1+1,141+42,142+1,241+1,2+2.

4 Dokazovani rovnosti

Pro posloupnosti b, a ¢, z predchoziho ptikladu plati, ze pro kazdé n > 0 je ¢,
rovno byqq -

a) Dokazte to pomoci vytvorujicich funkei.
b) Dokazte to kombinatorickou tivahou.

5 Vytvorujici funkce polynomii

a) Necht d je pfirozené ¢islo a necht P(z) je polynom stupné mensiho
nez d. Uvazme funkci f(x) = %. Ukazte, ze f(x) je vytvorujici
funkce pro posloupnost ¢(0),¢(1),q(2),4(3),. .., kde g(n) je néjaky
polynom v proménné n stupné menstho nez d. (Zda-li se vam to
tézké, rozmyslete nejdiiv pripady d =1 a d = 2.)

b) Rozmyslete, zda plati i opacné tvrzeni, tedy ze kdyz g(n) je poly-
nom stupné mensiho nez d, tak E(osloupnost q(0),4(1),¢(2),... ma

X

nutné vytvorujici funkei tvaru ﬁ, kde P(z) je néjaky polynom

stupné mensiho nez d.

c¢) Predpokladejme, Zze g(n) je polynom stupné s € Ny . Ukazte, zZe
existuje polynom r(n) stupné s + 1 takovy, Ze pro kazdé n € Ny
plati r(n) = ¢q(0) + ¢(1) + q¢(2) + - - + ¢q(n). (I zde mizete zacit
s pripady, kdy s je néjaké malé ¢islo)



