KG1 Jitl Kalvoda: Cviceni 3 (Vytvor. fce)

Informace k cvicend jsou na hitps: //kam.mff.cuni.cz/~jirikalvoda/vyuka/24z/kg1.
Vytvorujici funkce pro posloupnost (ag, a1, as, . ..) je mocninnd fada a(z) = ag +
a1x + agx® + azxd + - - .
Postup vyroby VF z rekurzivné zadané posloupnosti.

e za¢tneme s rovnosti a,x™ = (rekurzivni vyraz)z"

® seCteme pro viechna pifpustnd n: ), o, apz™ =3 - (rek. v.)z"

e upravujeme a vSechny nekone¢né sumy nahradime za f(z).

e vyfesime rovnici, kde neznama je f(x).

Zobecnéné kombinacni &slo (r € R,k € N): (1) = "<"‘1>“,;§"—’“+1> Zobecnénd
binomickd véta: (1+2)" = Y5 ()" Disledek: 5w = 3, (") ™,

1 Vytvorujici funkce posloupnosti

Najdéte vytvorujici funkci nasledujicich posloupnosti:

a)1,—1,1,—1,...,(=1)",...

b) 1,2,3,4,....,n+1,...
c) (5). (p“) (pZ”)---
d)1,1,224488

2 Kombinatoricky definované VF

Najdéte vzorce v uzavieném tvaru (tedy bez nekonecnych sum) pro vytvorujici
funkce nasledujicich posloupnosti.

a) Posloupnost (a,)52,, kde a,, oznacuje pocet zpusobu, jak lze ¢islo n
zapsat jako soucet tif lichych ptirozenych ¢isel (na potradi s¢itanci
zalezi). Napriklad a; = 6, nebot ¢islo 7 lze zapsat témito soucty:
1414514+54+1,54+14+1,1+3+3,3+1+3,3+3+1.

b) Posloupnost (b,)52, kde b, oznacuje pocet zpusobu, jak lze ¢islo n
zapsat jako soucet libovolného poctu lichych prirozenych ¢isel (na
poradi scitancu opét zdlezi). Napriklad by = 3, nebot’ ¢islo 4 lze
zapsat témito soucty: 1 +3,3+1,1+1+1+ 1.

¢) Posloupnost (¢,)2%, , kde ¢, oznacuje pocet zptisobi, jak lze ¢islo
n zapsat jako soucet jednicek a dvojek (na poradi séitancu zalezi).
Napriklad ¢4 = 5, nebof ¢islo 4 lze zapsat témito soucty: 1 + 1 +
1+1,1+14+2,1+241,2+141,2+2.

3 Dokazovani rovnosti

Pro posloupnosti b, a ¢, z predchoziho prikladu plati, ze pro kazdé n > 0 je ¢,
rovno b,iq .



a) Dokazte to pomoci vytvorujicich funkei.
b) Dokazte to kombinatorickou tivahou.

4 Rekurence

Najdéte vzorce v uzavieném tvaru (tedy bez nekonecnych sum) pro vytvorujici
funkce nasledujicich posloupnosti.

0 — 1 pron =0
" 13a,-1—1 pron>1

b 1/2 pron =0
" 1_20§k3§nflbk pron >1



