KG1 Jiri Kalvoda: Cviceni 13

Informace k cvicent jsou na https: //kam.mff.cuni.cz/~jirikalvoda/vyuka/24z/kg1.

1 Ramseyovské problémy

Ramseyova véta (grafovd): Yk, € N: AN € N: VG — graf na N vrcholech: G ob-
sahuje kliku na k nebo nezavislou mnozinu na [ vrcholech.

Ramseyova véta (dvojbarevnd): Vk,l € N: 3N € N:V obarveni hran Ky cerve-
né/modre: G obsahuje cerveny indukovany podgraf na k nebo mody na | vrcho-
lech.

Rozhodnéte, kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva (K znad¢i Gplny graf na
mnoziné vrchola {0,1,..., N —1}):

a) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, ze kdyz hrany Ky obar-
vime dvéma barvami, pak vzdy bude existovat jednobarevny tplny
podgraf na deseti vrcholech, ktery obsahuje vrchol ¢islo 0.

b) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, ze kdyz hrany Ky obar-
vime dvéma barvami, pak vzdy bude existovat jednobarevny uplny
podgraf na deseti vrcholech, jehoz kazdy vrchol je mocnina dvojky.

c¢) Trojbarevnd verze: Vk,l,m € N : AN € N : V obarveni hran Ky
¢ervené/modte/zelené: G obsahuje ¢erveny indukovany podgraf na
k nebo mody na [ nebo zeleny na m vrcholech.

d) Vicebarevna: Ve, k € N : AN € N : V obarveni ¢ barvami hran grafu
Ky: G obsahuje jednobarevny indukovany podgraf na & vrcholech.

2 Nekonec¢na Ramseyova véta

Ramseyovy véta (vicebarevnd, hypergrafova, nekonecnd): ¥b € N, p € N, pokud
libovolné obarvime vsechny p-prvkové podmnoziny N pomoci b barev, tak bude
existovat nekonecna mnozina X C N, jejiz vSechny p-prvkové podmnoziny maji
stejnou barvu.

a) Dokazte, ze v kazdé nekonecné posloupnost redlnych ¢isel 1ze najit
nekonecnou rostouci podposloupnost, nekonecnou klesajici podpo-
sloupnost, nebo nekonec¢nou konstantni podposloupnost.

b) Dokazte, 7e v kazdé spocetné nekoneéné mnoziné bodu v roviné
Ize najit nekoneéné mnoho bodu, které vSechny lezi na spolecné
piimce, nebo nekonecné mnoho bodi, z nichz zadné tii nelezi na
primce.



3 Konec¢na sachovnice

Méjme ,,Sachovnici® tvaru N x N | pro néjaké N € N. Mame k dispozici b barev
a kazdé policko sachovnice obarvime nékterou z téchto barev. Dokazte, ze pokud
je N dost velké v zavislosti na b, tak plati nasledujici:

a) Existuje deset policek ve stejném fadku, kterd maji vSechna stejnou
barvu.

b) Existuji dva radky a dva sloupce takové, Ze vsechna ¢tyfi policka
na jejich prisecicich maji stejnou barvu.

c¢) Existuje deset Tadki a deset sloupct takovych, Ze vSech 100 poli¢ek
na jejich prusecicich méa stejnou barvu.

Jak velké N staci k tomu, aby byla tvrzeni splnénd?

4 Nekonec¢na sachovnice

Meéjme nyni nekonec¢nou ,,Sachovnici®, jejiz radky i sloupce jsou oc¢islované priro-
zenymi cisly.

a) Ukazte, pro libovolné m € N, ze pokud libovolné obarvime policka
této Sachovnice dvéma barvami, tak bude existovat ,,jednobarevna
podsachovnice tvaru m x oo, tj. vzdy pujde vybrat m radka a ne-
konecné mnoho sloupct tak, ze jejich prisec¢iky budou mit vsechny
stejnou barvu.

b) Ukazte, Ze existuje obarveni policek nekonecné Sachovnice dvéma
barvami, ve kterém neexistuje ,,jednobarevna podsachovnice tvaru
oo X o0, tj. nelze vybrat nekoneéné mnoho radki a nekonecné
mnoho sloupct tak, aby vSechna policka na jejich prisecicich méla
stejnou barvu.



