KG1 Jiri Kalvoda: Cviceni 12

Informace k cvicent jsou na https: //kam.mff.cuni.cz/~jirikalvoda/vyuka/24z/kg1.

1 Usaté lemma

Pripomerime, ze graf G je (vrcholové) 2-souvisly, pravé kdyz ho Ize vyrobit z kruz-
nice pomoci operaci pridavani ucha.

a) Necht G je graf s aspon tremi vrcholy. Dokazte, ze G je 2-souvisly,
praveé kdyz pro kazdé tii rizné vrcholy x,y, z existuje v G cesta z
x do y obsahujici z.

b) Necht G je graf s aspon tfemi vrcholy. Dokazte, ze G je 2-souvisly,
praveé kdyz pro kazdé tii rizné vrcholy x,y, z existuje v GG cesta z
x do y neobsahujici z.

2 Pocitani dvéma zptisoby

a) Na vysoké skole si kazdy student zapsal aspon 10% ze vSech nabize-
nych predmétti. Dokazte, Ze existuje predmét, na némz je zapsano
aspon 10% vsSech studenti.

b) Z prednasky vime, Ze na vrcholech {1,2,...,n} existuje n"~2 stro-
mu. Kolik z nich obsahuje hranu {1,2}7

¢) Na turnaji v trojkovém mariasi (coz je hra pro t¥i hrace) bylo 32
ucastniki, 12 z nich sehralo pét partii, 20 z nich sehralo Sest partii.
Kolik tam bylo sehrano partii?

d) Na jiném turnaji v trojkovém mariasi bylo 15 tucastniku a kazda
dvojice ucastniki se tam prave dvakrat sesla u spolecné partie.
Kolik tam bylo sehrano partii? Plyne ze zadani, ze kazdy hrac sehral
stejny pocet partii? Pokud ano, kolik partii sehral kazdy hrac?

e) Turisticky oddil m& 100 clent. Pro své ¢leny oddil zorganizoval
celkem 10 vyleti. Na kazdém vyleté bylo nejvyse 30 ¢lent oddilu.
Dokazte, ze existuji dva ¢lenové oddilu, kteti spolu nikdy nebyli na
spoleéném vyleté.

f) Necht M je matice tvaru 10x 10 obsahujici ¢isla 1,2, ..., 10, pricemz
kazdé ¢islo se v ni vyskytuje 10-krat. Dokazte, ze M méa radek nebo
sloupec obsahujici aspon 4 riizna ¢isla. Jak zobecnit tento zavér na
matice tvaru n x n, v nichz se kazdé z cisel 1,2,...,n vyskytuje
praveé n-krat?



3 Nekonec¢né vs. libovolné velké

a) Ukazte, Ze existuje nekonecny graf G, ktery pro kazdé k € N
obsahuje cestu délky k, ale neobsahuje nekonecné dlouhou cestu.

b) Ukazte, ze existuje posloupnost a redlnych ¢isel takova, ze pro kazdé
k € N v ni existuje rostouci podposloupnost (ne nutné souvisla)
délky k, ale neexistuje v ni nekoneéné rostouci podposloupnost.

4 Ramseyovské problémy

Ramseyova véta (grafova): Vk,l € N: AN € N: VG — graf na N vrcholech: G ob-
sahuje kliku na k nebo nezavislou mnozinu na [ vrcholech.

Ramseyova véta (dvojbarevnd): Vk,l € N: 3N € N:V obarveni hran Ky cerve-
né/modre: G obsahuje cerveny indukovany podgraf na k nebo mody na | vrcho-

lech.

Rozhodnéte, kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva (K znad¢i uplny graf na
mnoziné vrcholi {0,1,..., N —1}):

a) Pro kazdé dostatecné velké N € N plati, Ze kdyz hrany Ky obar-
vime dvéma barvami, pak vzdy bude existovat jednobarevny uplny
podgraf na deseti vrcholech, ktery obsahuje vrchol ¢islo 0.

b) Pro kazdé dostateéné velké N € N plati, ze kdyz hrany Kx obar-
vime dvéma barvami, pak vzdy bude existovat jednobarevny tplny
podgraf na deseti vrcholech, jehoz kazdy vrchol je mocnina dvojky.

c¢) Trojbarevna verze: Vk,[,m € N : AN € N : V obarveni hran Ky
¢ervené/modie/zelené: G obsahuje ¢erveny indukovany podgraf na
k nebo mody na [ nebo zeleny na m vrcholech.

d) Vicebarevna: Ve, k € N : AN € N : ¥ obarveni ¢ barvami hran grafu
Kn: G obsahuje jednobarevny indukovany podgraf na k vrcholech.



