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Abstrakt: Binarni paint shop je nasledujici optimalizacni tiloha: Na barvici linku
vjizdi fada aut. Od kazdého typu auta jsou nékde v fadé pravé dveé auta a jedno
z nich bychom radi nabarvili ¢ervené a druhé modre. Ménit barvu, kterou aktu-
alné barvime, je draha operace, proto bychom radi pro danou posloupnost aut
provedli co nejméné zmén. Vstupem tlohy jsou typy aut v posloupnosti a vystu-
pem je jejich obarveni. Je znamé, Ze tloha je NP-tézka a za urcitych predpokladi
dokonce neaproximovatelna, proto je na misté zkoumat reseni, co se chovaji dobte
na nahodném vstupu. V této praci je predstaven algoritmus zalozeny na semidefi-
nitnim programovani, ktery dle provedenych métreni pro nahodné vstupy dosahuje
vysledkii okolo 0.34-nasobku poctu typu aut. O algoritmu jsme dokéazali, Ze pro
kazdy vstup vrati ve stfedni hodnoté feseni nejhiite o 0.212-nédsobek poctu typt
aut horsi nez optimum.
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Abstract: The Binary Paint Shop represents an optimization problem: A line of
cars enters a paint shop. There are exactly two cars of each type somewhere in
the line. The aim is to color one of these two cars red and the other blue. It is
expensive to switch the current color in the paint shop so for a given sequence of
cars we would like to minimize the number of color changes. Input of the task
are types of cars in the line and output is the coloring of theses cars. This task
is known to be NP-hard, and under specific conditions, it defies polynomial time
approximations. Therefore, it is a good idea to find some algorithms which behave
well on a randomly generated input. This thesis introduces an algorithm based
on semidefinite programming. Experiments on random inputs show it reaches
solutions near to 0.34 times the number of car types. We proved that for each
input this algorithm returns a solution with expected deviation from optimum of
at most 0.212 times the number of car types.
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1 Uvod

V této praci predstavime binarni paint shop problem. Jednd se o tlohu, kterou
neumime efektivné fesit (protoze je NP tplnd) a ani aproximovat (za predpo-
kladu Unique games conjecture je konstantni aproximace také NP tézka), takze
mimo jiné probiha aktivni vyzkum snazici se najit algoritmus, ktery je dobry
v prumérném piipadé (pro ndhodny vstup).

1.1 Zadani

Zadani binarniho paint shop problému (déle téz BPS) je nasledujici:

Uloha (Binarni paint shop): V fadé je 2n aut n riznych typt — od kazdého
typu dvé. Chtéli bychom od kazdého typu nabarvit jedno auto ¢ervené a druhé
modrie. Auta vsak na barvici linku vjizdi v poradi, v jakém jsou v radé. Barvici
linka je optimalizovana na barveni velkého poc¢tu aut jednou barvou. Tedy ménit
barvu, kterou se barvi, je slozita a draha zalezitost. Chceme tedy najit obarveni
aut tak, aby od kazdého typu bylo jedno cervené a jedno modré, pritom pocet
zmén barev v fadé byl co nejmensi.

Pocet zmén barev Teseni povazujeme za skore algoritmu. Relativni skore pak je
pomeér skore a poctu typu aut.

Problém muzeme chapat bud jako optimaliza¢ni problém, kde tucelova funkce je
pocet zmén v feSeni a snazime se ji minimalizovat, nebo jako rozhodovaci problém,
kde se ptame, jestli existuje feseni s nejvyse néjakym zadanym poctem zmeén.

1.2 Cile prace

Nasim cilem bude najit co nejlepsi algoritmus resici BPS a odhadnout u néj
stfedni hodnotu skére pro ndhodny vstup. Dale se pokusime porovnat jiz zndmé
algoritmy.

1.3 Struktura prace

Nejprve zavedeme notaci potrebnou pro pohodlnou praci s BPS a definujeme
aproximacni algoritmy. Kapitola 2 obsahuje shrnuti doposud znamych algoritmu
a jinych vysledkti ohledné BPS. V kapitole 3 je predstaven princip semidefinit-
niho programovani, které ma uplatnéni v algoritmu predstaveném o kapitole 4.
Kapitola 5 se vénuje praktické implementacim algoritmii a namérenym datim
o nich.

1.4 Notace

Auta budeme indexovat od 0 do 2n — 1 a typy od 0 do n — 1.

Pomoci a; o budeme znacit pozici prvniho auta typu ¢ a pomoci a;; pozici dru-

hého.

Opacné t; bude znacit typ auta na pozici ¢ a p; bude znacit, jestli se jedna o prvni
nebo druhé auto daného typu (tedy bude nabyvat hodnoty 0 nebo 1).

Protoze nékdy bude vyhodnéjsi zachazet se znaménky, zavedeme P; = —1 + 2p;,
které bude nabyvat hodnot —1 a 1. Také rozsifime notaci o a; —1 = a;.
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Nakonec jesté zavedeme zkratku indexu druhého auta stejného typu jako je auto
na pozici i: 0; = ay; _p,.

Barvy pro nas budou 0 a 1. Pokud budeme uvazovat néjaké konkrétni obarveni c,
tak ¢(i) bude znacit barvu auta na pozici i.

Pro algoritmus alg ozna¢ime skére na vstupu a pomoci Yaig(cr). Dale oznacme
vsechny vstupy délky n jako W,. Prumérné skoére algoritmu na vSech vstupech
délky n tedy bude
ZQGWn ’Yalg(a)

(Wal

Tuto hodnotu mimo jiné mizeme chéapat jako stfedni hodnotu skére pro uni-
formné ndhodny vstup délky n. K tomu jesté zavedeme notaci pro relativni skore
Jalg () = Yalg(@)/no a analogicky priamérné relativni skére daig(n) = Yaig(n)/n.
Nakonec oznaéme dalg = limy,_ o0 dalg(n) = limy,_ o0 Valg(n)/n. Protoze limita

nemusi vzdy existovat, zavedeme jesté limes superior a limes inferior: 5:{1g =

Yalg(n) =

lim sup,, o dalg(n) a 05, = liminf, . daig(n). Vyznam téchto definic bude vy-

svetlen v nasledujici kapitole.

Déle ozna¢me () optimélni skére na vstupu «. A nésledné analogicky definu-
jeme v(n),d(a),d(n), §, 67 a §~ stejné jako u variant s algoritmem, jen skére
daného algoritmu nahradime za optiméalni skore.

1.5 Definice aproximacnich algoritmi

Protoze ne pro vsechny problémy zname polynomialni algoritmus, ktery je schop-
ny je vytesit, zajimavy vysledek mtze byt, i kdyz se k feseni zvladneme jen v né-
jakém smyslu alespon priblizit. Na to nejprve musime Fict, co pro nas znamena,
ze néjaké Teseni je nékolikrat horsi nez jiné. To nam poskytne obecnéd definice
optimalizac¢niho problému.

Definice (Optimaliza¢ni problém): Problém je optimalizacni, pokud pro kaz-
dy vstup I, existuje mnozina p¥ipustnych feseni F'(I). Déle existuje icelova funk-
ce f, ktera pro kazdy vstup a jeho pripustné feseni urcuje realné nezaporné ¢islo
— jeho hodnotu.

Pokud se jedna o minimaliza¢ni problém, tak pod pojmem optimum daného vstu-
pu (znacime opt(7)) myslime infimum hodnot tcelové funkce pres vSechna pii-
pustnd feseni, tedy inf f[F(7)]. Pro maximaliza¢ni problém analogicky pouZijeme
supremum.

A nyni jiz prejdeme k samotnym definicim algoritmu blizicich se optimu.
Definice (Aproximacéni algoritmus): Algoritmus alg je g(n)-aproximacni na

minimaliza¢nim problému, pokud pro kazdy vstup [ algoritmus vrati pripustné
feseni alg(/), pro které plati, ze f(alg(l)) < g(|I|) - opt({).

Predesla definice zalezi na tom, co povazujeme za velikost vstupu, coz se pro
rizné problémy a jejich interpretace lisi. Nastésti nas vétsinou budou zajimat
c-aproximace, tedy aproximace, kde g(n) je konstantni funkce rovna c.

U maximaliza¢nich problémi je drobny problém v terminologii, protoze neni

shoda na tom, jestli ma platit f(alg(l)) > g¢(|I]) - opt(I) nebo f(alg(l)) >

m - opt(]). Nastésti podle kontextu jde snadno rozhodnout, kterd definice se
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pouzivé, protoze je potfeba nasobit optimum ¢islem mensim rovno jedné (jinak
by pro kladné hodnoty ucelové funkce nemohl existovat zadny vyhovujici algorit-
mus).

Bohuzel nékdy asi ani s aproximac¢nimi algoritmy nevystac¢ime a proto zavedeme
pravdépodobnostni relaxaci.

Definice (Pravdépodobnostni aproximacéni algoritmus): Nahodny algorit-
mus alg je pravdépodobnostné g(n)-aproximacéni na minimaliza¢nim problému,
pokud pro kazdy vstup I algoritmus vzdy vrati piipustné reseni alg(7), pro které
plati, 7e E[f(alg(1))] < g(|1]) - opt(I).

Snadnym dusledkem definice (a Markovovy nerovnosti) je, ze pro kazdé A > 1
pravdépodobnostné g(n)-aproximac¢ni algoritmus vrati s pravdépodobnosti zdola
omezenou konstantou 1 — 1 € (0,1) feSenf s hodnotou nejvyse A - g(n) - opt(I).

Vsimnéme si, ze na hodnoté 1 — % prilis nezalezi. Opakovanym spousténim algo-
ritmu a pak vybranim nejlepsiho z dodanych tfeSeni zvladneme pravdépodobnost
libovolné tésné priblizit k jedné.

Pokud Tesime slozitost algoritmt a tloh, vétsinou vyzadujeme, aby tcelova funkce
i rozhodovani pripustnosti feseni byly vycislitelné v polynomidlnim case. Navic
chceme, aby vsechna pripustnd reseni méla délku omezenou néjakym polynomem
v délce vstupu. Snadno nahlédneme, Ze za takovychto podminek je rozhodovaci
verze, jestli je optimum alespon zadané ¢islo, v NP. Pro takovou tlohu vétsinou
hleddme polynomialni aproximacni algoritmus. Bindrni paint shop vyhovuje vsem
témto podminkam.

Pokud existuje (1+ ¢)-aproximacni algoritmus pro kazdé € > 0, rikdme, Ze mame
aproximacni schéma.



2 Doposud znamé vysledky

Bonsmaa, Epping a Hochstéttler [1] dokézali, ze optimalizacni verze BPS je APX-
tézky problém, coz je silnéjsi tvrzeni, nez Ze rozhodovaci verze je NP-tézka. Za
predpokladu P # NP vime, ze kromé polynomialniho algoritmu na rozhodovaci
verzi nemuze existovat ani polynomialni aproximac¢ni schéma na optimalizacni
verzi.

Snadno nahlédneme, ze rozhodovaci problém patri do NP. Kdyz nam nékdo da
pritazeni barev autiim, v linearnim case jsme schopni ovérit, ze pocet zmén je
dostatecné maly a od kazdého typu a barvy auta je pravé jeden vyskyt. Tedy
rozhodovaci problém je NP-tplny.

Déle pak Gupta a spol. [2] ukdzali, Ze za predpokladu Unique games conjecture
je NP-tézké i problém libovolné konstantné aproximovat. K tomu vyuzili prevod
na problém minimélniho ne-fezu. To je problém podobny maximalnimu fezu,
ktery bude predstaven pozdéji. OvSem misto maximalizace poctu hran v Tezu
minimalizujeme pocet hran mimo néj (tedy v ramci partit). Tyto dva problémy
maji stejné optimum, ovsem aproximovatelnost se na nich chova drasticky jinak.
V momenté, kdy jsou skoro vSechny hrany v fezu, tak pridani dalsi hrany do fezu
skoro nezméni pocet hran v ném. Ovsem odebrani hrany z ne-fezu bude mit velky
vliv (procentudlné) na pocet hran v ne-fezu.

Vzhledem k predeslym vysledkim je na misté zkoumat rizné heuristiky a obecné
algoritmy, co jsou nas schopny k optimalnimu feseni alespon c¢astecné priblizit.

Jednim z takovych algoritmt je hladovy algoritmus popsany Andresem and Hoch-
stattlerem [3]:

Algoritmus (Hladovy algoritmus, g): Autiim budeme pfirazovat barvy v po-
fadi, v jakém jsou na vstupu. Prvni auto v fadé obarvime reknéme cervené. Déle
budeme vzdy prvni auto daného typu barvit stejné jako predchazejici auto a druhé
auto daného typu obarvime vzdy zbyvajici barvou.

V daném clanku autofi o tomto algoritmu dokéazali, kdyz vezmeme uniformné

nahodny vstup délky n, tak stredni hodnota po¢tu zmén ve vygenerovaném reseni
‘e Z 2k%—-1
J 0<k<n 4k*—1°

Hladovy algoritmus budeme znacit g, tedy predeslou hodnotu znacime ~g(n).
Pripomertime, Ze pomoci dg(n) znacime tuto hodnotu vydélenou velikosti vstupu,

tedy vg(n)/n.

Pro dostatecné velkd n se vg(n) pohybuje zhruba okolo (1/2)n (formalné feceno:
plati, Ze g = lim,, 00 Vg(n)/n = 1/2) (viz obrazek 1).

U hladového Teseni je tedy stfedni hodnota skére pres uniformné ndhodny vstup
presné vycislend. Pro nas je zejména diilezité, Ze jsme ji schopni shora odhadnout.
Stfedni hodnotu totiz mizeme povazovat za ukazatel kvality algoritmu (¢im mensi
je, tim se jednd o lepsi algoritmus) a tedy horni odhad ndm davé zaruku kvality
algoritmu.

Zajimavé je pro nas zkoumat chovani algoritmi na velkych vstupech, tedy da-
va smysl uvazovat limitu stfedni hodnoty do nekonecna. Ovsem s nartstajicim
poctem aut nartista i pocet potrebnych zmén, takze samotnd limita stredni hod-
noty moc nedava smysl, protoze by byla nekonecna. Misto ni budeme uvazovat
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Obrazek 1: Graf stfedni hodnoty rel. skére
hladového FeSeni dg(n) v zévislosti na n.

limy, 00 Yalg (1) /17 = lim,, o Galg(n). O ni vime, ze pro libovolny algoritmus (po-
kud existuje) bude v intervalu [0, 2], protoZe maximalni pocet zmén musi byt mezi
0a2n—1.

I kdyz nejsme schopni hledat optimum efektivné, pro kazdy vstup je urcité op-
timum dobre definovand hodnota. Miizeme se tedy ptat na otazku, kolik vy-
jde limita, kde misto skére algoritmu vlozime optimum pro dany vstup, tedy
lim,, 00 0(n) = lim, 0 y(n)/n. Ozna¢me hodnotu této limity 0.

Bohuzel neni zfejmé, ze limita skutecné existuje, proto misto limity budeme casto
uvazovat limes supervisor a inferior. Ty budeme znacit pridanim + jako horniho
indexu. Stejnou notaci budeme pouzivat i u limit algoritm.

Jelikoz optimum musi byt alespon tak dobré jako vystup hladového teSeni, dosta-
vame konstruktivni{ horni odhad 6™ < 0.5. Hleddnim lepsich algoritmii miZeme
horni odhad zlepSovat.

Prekvapivé vsak je, ze Hancl a kol. [4] ukazali dolni odhad 6= > 0.214 pomoci
pocitani pravdépodobnosti pro ndhodné obarveni. Samotny fakt, ze 6= > 0 je
jiz pomérné zajimavé tvrzeni. To nam tika, ze kazdy algoritmus na primérném
vstupu musi pouzit aspon 2(n) zmén barev. Nemiuze tedy napiiklad existovat
algoritmus, kterému by stacilo jen O(n/logn) zmén. To také ¥ik4, ze odhadovat
algoritmy pomoci lim,, o Valg/, je alespon co se tyce asymptotiky dostacujici,

Vv

Déle si predstavime nékolik algoritmi, které se snazi konstruktivné zlepsit horni
odhad na 6*.

Algoritmus (Rekurzivni hladové FeSeni, rg): Z fady aut odstranime prvni
auto v fadé a druhé auto prislusného typu. Zbytek aut rekurzivné obarvime a pak
do tady pridame odebranou dvojici tak, aby byl pocet zmén co mozna nejmensi
mozny.



Autori algoritmu, Andres and Hochstéttler [3], o ném dokazali, ze %n - % <
Yeg(n) < 2n+ 15, tedy 6pg = 2/5 = 0.4.

Déle se o zlepseni tohoto algoritmu pokusili Hancl a kol. [4]. Ti si vsimli, ze
ve vystupu rekurzivniho feseni se obcas stane, ze prebarvenim dvojic typu aut
se zlepsi skore. Ukéazali, ze takovych dvojic je vzdy ve vystupu linearné mnoho
a z toho pak ukédzali hornf odhad §* < 0.4 — ¢ < 0.4 (pro & zhruba 2 - 1076).

Hancl a kol. [4] prisli jesté s dalsim zptsobem, jak vylepsit rekurzivni hladové
feSeni. P1i béhu hladového Teseni se obcas stane, ze néktera dvojice aut stejného
typu si muze prohodit barvy bez zmény skére feseni. Kdyz pridavame auto do
okoli takovéto dvojice, v nékterych pripadech muzeme provést toto prohozeni
a tim snizit pocet nové vytvorenych zmén barev. Budeme si tedy udrzovat nékteré
z takovychto dvojic a pokud budeme pridavat auto do okoli evidované dvojice tak,
ze prohozeni barev dané dvojice by pomohlo, prohodime jeji barvy.

Budeme pracovat nad rozsitenou abecedou barev o znak ,x“ reprezentujici neur-
¢enou barvu. Pti rekurzi budeme udrzovat invariant, ze pro kazdy typ obé auta
bud budou oznacena % a nebo ani jedno z nich nebude oznaceno * a pak nutné
budou mit rtizné barvy. Navic bude platit, ze * nikdy neni na okrajich a nejsou
dvé vedle sebe. Specificky tedy na * budeme prebarvovat dvojici aut v momente,
kdy ziska vsechny sousedy.

Pro popis algoritmu zavedeme notaci N (i), coz bude reprezentovat multimnozinu
barev aut sousedicich s autem na pozici 0 < i < 2n — 1, tedy {c(i — 1), c(i + 1)}.

Algoritmus (Hvézdickové rekurzivni FesSeni, rsg): Budeme pracovat nad
rozsirenou skdlou barev {0, 1, x}. Ze vstupu odebereme auta typu to a zarekurzime
se na zbytek. Tim ziskdme néjaké obarveni, které muze pouzit na puvodni vstup
s tim, Ze auta typu ty zatim nebudou obarvend, ty dobarvime dle nasledujicich
pravidel:

A) Kdyz o9 =1 a n > 1 nastavime ¢(1) = ¢(2).

B) Kdyz 09 = 2n — 1 nastavime ¢(0) = 1.

C) Kdyz N(og) = {t,t} pro néjaké ¢t € {0, 1}, nastavime i ¢(og) = t.

D) Kdyz N (o) = {0, 1}, nastavime ¢(0) = ¢(1).

E) Kdyz N(og) = {1 — ¢(1), x}, nastavime ¢(0) = ¢(1).

F) Kdyz N(og) = {¢(1),*}, nastavime ¢(0) = ¢(1) a prenastavime x

v okoli 0g na 1 —¢(1) a druhé auto daného typu na opacnou barvu.

A druhé auto typu ty obarvime zbyvajici barvou.

Pokud auta typu t; spolu nesousedi, * & N(1) U N(o01) a prohozeni barev aut
typu t; by zachovalo pocet zmén, prenastavime jejich barvy na x.

Po néavratu ze vsech rekurzi zbylé dvojice aut * prebarvime na dvé rtzné barvy.

Autori algoritmu o ném vyslovili domnénku, zZe dysg = 1—13 /61 — 13—3 = 0.370. Na
obrazku 2 je zobrazen histogram skére tohoto algoritmu spusténého na nahodnych
vstupech a hodnota z predeslé hypotézy.

2.1 Zobecnéné verze a souvisejici problémy

Zobecnénim binarniho paint shopu je obecny paint shop problém, zavedeny Ep-
pingem a spol. [5]. Z néj pochézi motivace k binarni verzi.
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Obrazek 2: Graf skére 1000 béha hvézdickového
rekurzivniho feseni pro n = 200.

Uloha (Obecny paint shop problém): V fadé je m aut n riznych typt —
nyni vsak jiz od kazdého typu libovolny pocet. Dale mame definovano pro kazdou
kombinaci typu a barvy (kterych také muze byt vice nez dvé), kolik aut daného
typu ma byt nabarveno na danou barvu. Chceme tedy najit obarveni aut tak,
aby pocet zmén barev v fadé byl co nejmensi.

Binarni verze problému je tedy specialni pripad obecného paint shop problému,
kde od kazdého typu mame dvé auta, méame jen dvé pozadované barvy a navic
plati, Ze pro kazdou kombinaci typu a barvy chceme pravé jedno auto.

Souvisejicim problémem je déleni ndhrdelniku zavedeny v Alonové ¢lanku [6]:

Uloha (Déleni nahrdelniku): Skupina k loupezniki uloupi nédhrdelnik skla-
dajici se z kn drahokamt ¢ riznych typi. Pro kazdy typ ¢ plati, Ze ndhrdelnik
obsahuje pravé ka; drahokami daného typu (pro néjaké celé a;). Loupeznici si
jej chtéji férové rozdélit. Nahrdelnik tedy rozdéli na nékolik navzajem neptekry-
vajicich se intervald, jejichz sjednoceni je cely nahrdelnik. Kazdy z intervalti pak
pritadi néjakému loupeznikovi tak, aby kazdy loupeznik ziskat od kazdého typu ¢
pravé a; drahokamu (coz znamend, ze vsichni budou mit od kazdého typu stej-
ny pocet drahokamt). Chceme minimalizovat pocet intervalu, na které je nutné
nahrdelnik rozdélit.

Nejprve si vSimnéme, ze déleni ndhrdelniku je specialnim piipadem obecného pa-
int shop problému. Auta pro nas budou drahokamy. Barva auta bude oznacovat,
ktery loupeznik ziska dany drahokam. Minimalizovat pocet intervali je to stejné
jako minimalizovat pocet hranic mezi nimi (kterych je o jedna méné néz interva-
). Ve vstupu problému déleni ndhrdelniku navic musi platit, pro kazdy typ ma
byt stejny pocet aut obarveny jednotlivymi barvami (a tedy pocet aut daného
typu musi byt ndsobkem k). Naopak bindrni paint shop problém je specidlnim
pripadem déleni nahrdelniku pro dva lupice, kde navic plati, ze vsechna a; jsou 1
(tedy od kazdého typu jsou na nédhrdelniku pravé dva drahokamy).



3 Semidefinitni programovani

V této kapitole si predstavime princip semidefinitniho programovani (déle téz
SDP), jak jej popisuji Gartner a Matousek [7], a jeho pouziti na problém maxi-
malniho Tezu, z néhoz vychazi algoritmus na binarni paint shop.

Nejprve zavedeme a pripomeneme notaci dilezitou v této kapitole. Necht R™*™
znadi mnozinu n-fadkovych m-sloupcovych matic slozenych z realnych cisel. Rad-
ky i sloupce indexujeme od 0, tedy matice A € R™ " obsahuje prvky A;;
pro vSechna 0 < ¢ < n a0 < j < m. Necht SYM,, = {X € R™" | z;; =
x;; pro vSechna 0 <4, j < n} je tifda vSech symetrickych matic a nechf X oY =
> o<i<n 20§j<m x; jY;,; znaci soucet soucinu matic po slozkach. Nakonec X = 0
bude znacit skutecnost, Ze matice X je pozitivné semidefinitni (bude vysvétleno
pozdéji).

Uloha semidefinitnfho programovan{ je optimaliza¢ni iloha (podobné jako linedrni
programovani) nasledujiciho formatu:

maximalizuj CoX
za podminek Ao X =1t 0<i1<m-—1
X = 0.

Vstupem programu tedy je velikost matice n, pocet podminek m € N a pak pro
kazdou podminku matice A; € SYM,, a ¢islo b; € R. Vystupem je pak X € SYM,,
splnujici vyse uvedené podminky:.

Pro nas bude dulezity néasledujici fakt z linearni algebry:

Fakt: Necht X € SYM,,. Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni definice pozitivné
semidefinitni matice:

® Vsechna vlastni ¢isla matice X jsou nezaporna.
® Pro kazdy vektor 7 € R"™ plati 7T Xz > 0.
e Existuje matice Y € R™" takova, ze X = Y'Y,

Pro nas bude dilezita zejména treti podminka, protoze navic plati, ze ze semide-
finitnf matice X zvladneme zkonstruovat Y v éase O(n3) pomoci tzv. Choleského
dekompozice.

Navic pro libovolnou redlnou matici Y je YTY symetrickd. Tedy semidefinitni
programovani muzeme chapat jako optimalizacni tlohu na Y € R™*". Pojdme
se zamyslet nad tim, co v takovémto pohledu znamenaji podminky a tucelova
funkce. Matici Y mizeme povazovat za n sloupcovych vektort g, . .., yn_1 vedle
sebe. Matice YT pak odpovida témto vektortim zapsanych v fadcich pod sebou.
Matice X = Y'Y tedy na pozici i, j obsahuje skalarn{ sou¢in vektori 77 a ;.
Utelové funkce tedy je linedrni kombinaci skaldrnich sou¢int a podminky odpovi-
daji vynuceni rovnosti linearni kombinace skalarnich souc¢ini vektort a konstan-
ty. Specialné tedy miZzeme mit podminku na délku vektoru: |7i|> = 7 tg;i = C.
Semidefinitni programovani v tomto tvaru budeme nazyvat semidefinitni progra-
movani v dekomponovaném tvaru.



3.1 Maximalni rez

Predstavime si pravdépodobnostni aproximacni algoritmus zalozeny na semidefi-
nitnim programovani na nésledujici problém:

Uloha: Necht G = (V, E) je graf s hranami ohodnocenymi nezapornymi ¢éisly dle
h: E — Ry . Rezem grafu rozumime rozdéleni vrcholt na dvé disjunktni mnoZiny
AUB = V. Hodnotou daného fezu je pak soucet cen hran vedoucich mezi A a B.
Tedy:

H(A,B)= > hlu,v)

{u,v}€E
u€A,veEB

Cilem je maximalizovat hodnotu fezu.

Problém maximéalniho fezu (resp. rozhodovaci verze, kde se ptdme na existenci
fezu alesporni dané velikosti) je NP-tiplny [8], proto se u néj zkoumaji aproximacni
algoritmy a pravdépodobnostni aproximacni algoritmy.

Nejprve si ukazeme trividlni pravdépodobnostni 0.5-aproximacni algoritmus:
| Algoritmus: Kazdy vrchol uniformné ndhodné pritad do mnoziny A nebo B.
| Véta: Trividlni algoritmus je pravdépodobnostni 0.5-aproximacni algoritmus.

Diikaz: Kazdé hrana bude v fezu s pravdépodobnosti 1/2 — pfi umistovani dru-
hého vrcholu dané hrany mame pravdépodobnost 1/2; Ze ho umistime do stejné
mnoziny a tedy hrana nebude soucésti fezu a pravdépodobnost 1/2 Ze do opacné
a tedy bude soucasti fezu. Soucet hran v fezu je souctem indikatort jevi ptitom-
nosti jednotlivych hran v fezu vynasobeny jejich hodnotou. Z linearity stredni
hodnoty tedy stfedni hodnota souctu vah hran v fezu je 1/2 celkového souctu
vah hran, coz je alespon 1/2 optima. QED

Povsimnéme si, ze trivialni algoritmus dosdhl pomérné zajimavého aproximacniho
pomeéru a to se ani nedival na vstup.

Predesly algoritmus lze derandomizovat, jak popisuje Dimitrakakis [9]. Vysledny
algoritmus pak vzdy najde feseni obsahujici alespon 1/2 hran, tedy alespon 1/2
optima.

Lepsiho aproximacéniho poméru dosdhneme Goemansovym-Williamsonovym al-

goritmem, zaloZzenym na semidefinitnim programovani a proto popsanym mimo
jiné v jiz drive zminéném tivodu do semidefinitniho programovéni [7].

Naivni implementace je, ze si pro kazdy vrchol v vyrobime proménnou z,,, ktera
muze nabyvat hodnot +1, ktera bude tikat, do jaké mnoziny méame vrchol umistit.
Do 1ucelové funkce pak zakodujeme graf. Ucelova funkce bude

e 1\ F 1
Z h(u,v) - (_36233 + 5) =5 t3 Z —h(u, v)xy 2,

wveE uweE

kde F' =} cp h(u,v) znaci soucet hodnot vsech hran. Pro kazdou hranu tedy
pricte h(u,v), pokud z, a x, maji riznd znaménka, a 0, pokud stejna.

Takovyto optimalizac¢ni problém bohuzel ani pomoci semidefinitniho programo-
vani neumime tesit. Na to, abychom uméli vyjadrit néjaky soucin, musime pou-
zit semidefinitniho programovani v dekomponovaném tvaru. Pak ale misto toho,
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abychom méli pro kazdy vektor jen jednu proménnou, budeme mit pro kazdy
vrchol cely vektor proménnych a misto souc¢inu proménnych budeme mit skalarni
souc¢in téchto vektorti. Jiz ale soucasné neumime zaridit, aby tyto vektory byly
bud (1,0,...,0) nebo (—1,0,...,0). Mazeme ale pfidat podminku na to, aby dél-
ka kazdého vektoru byla 1. Tim jsme vyrobili relaxaci vyse uvedeného programu,
protoze za téchto podminek mize vektor nabyvat i jinych poloh nez (£1,0,...,0).
Cely algoritmus pak vypada nasledovné:

Algoritmus (Goemanstuv-Williamsontv): Vyfesime nasledujici semidefinitni
program v dekomponovaném tvaru:

maximalizuj E —h(u, )7 Ty
wel

za podminek lyil =1 0<i<|V]

Déle uniformné ndhodné zvolime jednotkovy vektor vektor z € R™ a do jedné
mnoziny vybereme pravé ty vrcholy v, pro které ylz > 0.

Semidefinitni program v algoritmu si lze ptredstavit jako umistovani n bodl na
n — 1 dimenziondlni sféru v R™. Ucelova funkce se snazi umistit body vrcholt
spojenych hranou co nejdéle od sebe.

V pripadé, kdy jsme povolovali pouze hodnoty 41, bylo jasné, které vrcholy
patii do které mnoziny. Nyni vSak vystupem optimalizace jsou vektory a tedy
pritazeni mnozinam neni tak jednoznaéné. Radi bychom umistili od sebe vzdalené
body do rtznych mnozin. Na to miizeme rovnomérné nahodné zvolit nadrovinu
prochazejici pocatkem a rozdélit body do mnozin podle toho, do které z polorovin
uréenych danou nadrovinou patii.!

To nam zarudi, ze dvojice bodu daleko od sebe budou mit velkou pravdépodobnost
toho, Ze budou v raznych poloprostorech. Semidefinitni programovani se tedy
snazi dostat dvojice bodt odpovidajici vrcholim spojenych hranou daleko od
sebe a podle toho se zvysuje pravdépodobnost toho, Ze vrcholy budou v jinych
mnozinach a tedy hrana bude v fezu.

Vybér nadroviny a rozdélovani bodi jde implementovat pomoci vybéru vekto-
ru zZ kolmého na nadrovinu. Pro kazdy bod pak stac¢i spoc¢itat skalarni soucin se
Z a podle znaménka vime, do kterého poloprostoru patii. Pokud vybereme uni-
formné nahodny jednotkovy vektor, tak jsme uniformné ndhodné vybrali nadro-
vinu. Jednotkovy vektor mtizeme generovat tak, ze vygenerujeme nahodny vektor
nezavisle po slozkach z normalniho rozdéleni, a pak ho znormujeme. PovSimnéme
si, ze normalizace ani neni potieba, protoze to na znaménku soucini nic nemeéni.

Nyni pojdme preciznéji spoéitat pravdépodobnost toho, ze se dvojice bodu (vek-
tortl) ¥, ¥y rozdéli ndhodnou nadrovinou p v zavislosti na hodnoté skalarniho
soucinu mezi nimi. Muzeme se podivat na rovinu, ve které lezi pocatek a oba
vektory 7', U, (viz obrazek 3). Prunik ndhodné nadroviny s touto rovinou tvori
rovnomérné nahodné vybranou primku prochazejici poc¢atkem.

Zajima nas tedy, jaka je pravdépodobnost toho, ze jedno z ramen nadroviny bude
uvnitt konvexniho thlu mezi 7, a ¥,. Velikost tohoto thlu ozna¢me a. Vime,

Predpokladejme, ze zadny z bodi nelezi na nadroviné. Pravdépodobnost nalezeni
nadroviné je 0. Pokud se tak stane, je vcelku jedno, do jaké mnoziny ho vlozime.
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Obrazek 3: Znazornéni fezu rovinou obsahujici 7, 1 7'

7e Ju "7y = 1-1-cosa. Ndhodnou piimku miiZeme vygenerovat jako nahodny
tthel f mezi 0 a 27 s tim, Ze piimka pak povede smérem (3 a (f+m) mod 27. Nikdy
vsak uvnitt konvexniho thlu nebudou obé ramena piimky, tedy pravdépodobnost,
ze alespon jedno bude uvnitt a tedy body budou oddélené je:

2-a a  arccosy gy
2 s m

U kazdé hrany uv optimalizujeme —h(u, v)7 * %, coz je ekvivalentni optimalizo-

L, ., T
vani h(u,v) - (% — %)

1 T T T T T T T T T T T T T T T T
0.8 - -
i ] Ucelova funkee
0.6 - | e
2
Pravdépodobnost fezu
04 [ ] > T —>
arccos Yo~ Yo
- A T
0.2 —
0 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1
-1 —-0.5 0 0.5 1
T

Obrazek 4: Graf funkci pravdépodobnosti fezu a ucelové funkce.

Nyni se podivejme na pomér mezi pravdépodobnosti toho, ze hrana bude v fezu,
a ucelovou funkci pred vynasobenim hodnotou hrany jakozto funkci proménné

— T

T =y, Yy v intervalu [—1,1]:

arccosy_u’Ty_v’/l S T B arccosm/l -
s 2 B s 2

Fakt: Pro kazdé = € [—1, 1] plati:

arccosr 1 —=x

/=5 > 0.8785

(e

Oznacéme tuto hodnotu ¢ = 0.8785.
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Obrazek 5: Graf poméru pravdépodobnosti fezu a ucelové funkce.

Tedy kdyz je ucelova funkce dané hrany h(u,v)r, tak pravdépodobnost vybéru
hrany do fezu bude alespon cr. Se¢tenim ptes vSechny hrany (z linearity stfednich
hodnot) tedy ziskame, ze stfedni hodnota souctu hran v feseni je alespon cR, kde

R=3cph(uv)- (% . @) tedy jedno z ekvivalentnich vyjédieni téelové

funkece.

Pokud tedy najdeme dobré feSeni semidefinitniho programu, ve stfedni hodnoté
pak najdeme i dobré feseni maximalniho fezu. Déale vsak musi platit, Ze optimalni
reseni semidefinitniho programu je alespon soucet hran optimalniho reseni maxi-
1
h(u7 U) . (_ — JuJv

mélniho fezu, kdyz za tcelovou funkci povazujeme ) . p 5 5

Jedno z moznych feseni totiz snadno sestrojime z maximalniho fezu: Vrcholim
jedné mnoziny pridélime vektory (1,0,...,0) a druhé (—1,0,...,0). Ucelova funk-
ce pak pric¢te h(u,v) za kazdou hranu v fezu a 0 jinak.

Bohuzel na rozdil od linearnitho programovani, u semidefinitniho programovani
nejsme schopni v polynomidlnim ¢ase najit optiméalni reseni. Nastésti vsak pla-
ti, Zze v polynomialnim case za urcitych podminek jsme schopni se mu libovolné
priblizit. Presnéji feceno, pro kazdé ¢ > 0 jsme schopni najit Teseni s tcelovou
funkci nejdéle € od optima. Ovsem musi platit, ze vSechna pripustnd feseni jsou
dostatecné mala. Pfesnéji fec¢eno, musi platit, ze Frobeniova norma vsech pripust-
nych matic je omezena konstantou s polynomialni délkou zapisu. Tohoto vysledku
jde dosdhnout pomoci elipsoidové metody, kterda ma nejlepsi teoretické vysledky.
V praxi se vSak casto pouzivaji jiné algoritmy. VSechny nase programy budou
splnovat podminky na feseni, protoze kazda z hodnot hledané matice nutné bude
lezet v intervalu [—1, 1].

Véta: Goemansuv-Williamsontv algoritmus je pravdépodobnostni 0.878-aproxi-
macni algoritmus.

Diikaz: Vyuzitim predeslych pozorovani a elipsoidové metody ziskame (MC znaéi
max cut, tedy maximalni fez):

E[Reseni MC] > ¢- Reseni SDP > ¢(1—¢)- Optim. SDP > ¢(1—¢)- Optim. MC.

Pro dostatecné malé € se tedy jedna o pravdépodobnostni 0.878-aproximacni
algoritmus. QED
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4 ResSeni semidefinitnim programovanim

Reseni vychazi z Goemansova-Williamsonova algoritmu na maximalni fez. Pro
kazdé auto ndm bude semidefinitni program umistovat bod (nékdy také chapén
jako vektor) na jednotkovou sféru. Poté ndhodné rozfizneme nadrovinou sféru na
dvé poloviny a podle toho, do které poloviny auto patii, zvolime jeho barvu.

Rozdilné barvy aut i, j stejného typu zafidime tak, Ze vynutime 77 = —7;. Na to
nam staci jedind podminka — Tict, Ze jejich skaldrni soucin je —1.

Ucelovou funkei pak fekneme, zZe sousedni auta maji preferovat stejnou barvu,
tedy jejich body na sféfe maji byt blizko sebe, coz znamena, ze skalarni soucin
ma byt co nejvetsi.

Algoritmus (ResSeni pomoci semidefinitniho programovani, sdp):
Vyresime nasledujici semidefinitni program v dekomponovaném tvaru:

maximalizuj Z 7 i
0<i<2n—1
za podminek Yaio = —Yair 0<i<n
lys| =1 0<i<2n

Déle uniformné ndhodné zvolime jednotkovy vektor z € R?" a ¢ervené obarvime
pravé ty auta i, pro kterd y! 2z > 0. Nahodnych vybérti vektoru je moZné provést
vicero a pak vybrat nejlepsi nalezené reseni.

Pro kazdou dvojici do tucelové funkce pricteme ¢islo mezi —1 a 1, kde 1 znaci, ze
vektory jsou stejné, a —1, ze jsou protilehlé. Ucelovou funkci mizeme ekvivalentné
zapsat jako

1 'y 2n—1 1
minimalizuj Z Y glﬂ == 3 Z T
0<i<2n—1 0<i<2n—1

Nyni tedy pro kazdou dvojici sousednich aut pri¢itame ¢islo mezi 0 a 1, kde 0
pri¢teme pro stejné vektory, mezi nimiz nikdy nebude zména barvy a 1 pri¢teme
v pifpadé opacnych vektortl, mezi nimiz se nutné barva zméni. Uéelovou funkci
se snazime minimalizovat.

Véta: Optimum semidefinitniho programu, ktery minimalizuje ucelovou funkci
2”;1 — %ZO<1’<2n—1 7 Y7i11 je mensi rovno poétu zmén v optimalnim obarveni
aut.

Diikaz: Podivame se na optimalni obarveni aut a kazdému ¢ervenému autu pri-
radime vektor (1,0,...,0) a modrému (—1,0,...,0). Toto je validni TeSeni semi-
definitniho programu. Ué¢elové funkce za kazdou zménu barev pficte 1 a zbytek
souctu je 0, takze jeji hodnota je presné pocet zmén barev. QED

Nyni by se hodilo odhadnout stfedni hodnotu poc¢tu zmén barev stejné jako u ma-
ximalniho fezu. Jeho diikaz vychézel z pozorovani ohledné poméru pravdépodob-
nosti vybéru a ucelové funkce, presnéji feceno z toho, ze tento pomér umime zdo-
la odhadnout. OvSem v nasem pripadé misto maximalizace délame minimalizaci
ucelové funkce a pravdépodobnosti. Tedy abychom mohli tvrdit, ze pravdépo-
dobnost je mensi nez néjaky nasobek ucelové funkce, potrebovali bychom horni
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odhad poméru. OvSem tento pomér je neomezeny (viz obrazky 4 a 5). V okoli
x = 1 jsou obé funkce pobliz 0, ovsem pravdépodobnost se k nule blizi mnohem
strméji. Tedy pro dvojici vektorti pobliz sebe je skalarni soucin skoro 1, ovSem
pravdépodobnost oddélenti je libovolné krat vétsi nez vzdalenost soucinu od jedné.

O binarnim paint shop problému je navic zndmé, ze je za predpokladu Unique
game conjecture a P # NP je polynomialné neaproximovatelny s konstantnim
faktorem [2], takZe nemoznost vySe uvedeného postupu by nds ani neméla zasko-
¢it, protoze v pripadé, ze by slo udélat odhad timto zpisobem, ziskali bychom
pravdépodobnostni aproximacni algoritmus.

Misto toho se podivame na rozdil pravdépodobnosti a tcelové funkce.

0.2 T T T T T T T T T T T T T T T T

—T —
arccos@ T 1—9d ¥y

™ 2

_02 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1

0
T

Obrazek 6: Graf rozdilu pravdépodobnosti fezu a 1icelové funkce.

Lemma: Pro kazdé = € [—1, 1] plati:

0.1053 < arccosT (1 x

———1<0.1
5 2)_0 053

™

Diikaz: Jedna se o spojitou funkci na kompaktnim intervalu, takze maximum
a minimum muze nabyvat jen v krajnich bodech a v mistech s nulovou deriva-
ci. V obou krajnich bodech je vsak jeji hodnota 0, zbyva tedy provérit nulové
derivace. Zderivovanim ziskame:

1 1
/:L‘:———f——,

coz mé dva kofeny x = +v/72 — 4/, a hodnota h v nich je ptiblizné +0.105256.
QED

Oznacéme konstantu z predchoziho lemmatu jako d = 0.1053.

Véta: Stiedni hodnota (vzhledem k ndhodnym bittim generovanym algoritmem)
poc¢tu zmén v sdp Teseni je nejvyse o 0.212n horsi nez optimum.

Diukaz: Kdyz ucelova funkce pro sousedni dvojici aut je r, tak pravdépodobnost
zmény barev je nejvyse d 4+ r. Sectenim pres vSechny hrany (z linearity stfednich
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0.1 -

—0.1 - - — f'(2)
—0.2 - —

—0.3 -
—04 —
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0
Ty

Obrazek 7: Derivace funkce f.

hodnot) tedy ziskame, Ze stfedni hodnota sou¢tu zmén je nejvyse d(2n — 1) + R,
T
kde R = Y21 1YY tedy jedno z ekvivalentnich vyjadieni tcelové funkee.

Celkové tedy vime:

E[ysap()] < 2dn + Res. SDP < 2dn + Opt. SDP + ¢ < 2dn + () + ¢

Pro vhodné zvolené ¢ jsme tedy dokézali pozadovanou vzddlenost od optima.
QED

Na rozdil od jinych feseni bindarniho paint shop problému, zde se jedna o stredni
hodnotu pfes nahodné rozhodnuti algoritmu, nikoliv pres ndhodnou distribuci na
vstupech. Tedy kdyz spustime algoritmus na konkrétni instanci, dostaneme reSeni
a také dolnf odhad na optimalni feseni dané instance (ten jednak mizeme odvodit
z hodnoty feseni ale také primo z ucelové funkce semidefinitniho programu).

4.1 Implementacni zjednoduseni

Predchozi semidefinitni program jesté lze nepatrné zjednodusit se zachovanim
vsech pottebnych vlastnosti. Misto toho, abychom méli vektor pro kazdé auto,
udélame si jen vektor pro kazdou dvojici aut stejného typu. Ten bude odpovidat
feknéme prvnimu autu z dvojice. VSimneme si, ze icelovou funkei zvladneme stéle
vyjadrit. Kdykoliv jsme pouzivali vektor druhého auta, stac¢i pouzit minus vektor
prvniho auta. Tedy staci nékteré cleny jednou az dvakrat vynéasobit hodnotou —1.

Vysledny program vypada takto:

maximalizuj Z Ui, Tytm PP
0<i<2n—1
za podminek lyi) =1 0<i<n

Vyhodou je, zZe je potfeba poloviéni pocet proménnych, matice je ¢tvrtinova a ode-
brali jsme n podminek, proto v implementacni ¢asti prace vyuzijeme této formy
programu.
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5 Méreni reseni BPS

Soucasti prace je implementace algoritmi Tesicich Binarni paint shop problém.
Kazdy z nich byl nasledné spustén pro rizné velikosti, pokazdé na 1000 neza-
visle ndhodné vybranych vstupech s poc¢tem typu aut 10, 20, 50, 100, 200, 400,
566, 800, 1131, 1600, 2263 a 3200.2Jedna z implementaci sdp — pomoci sage
vyzaduje velké mnozstvi paméti a proto byla spusténa jen na vstupech do veli-
kosti 566. Cely test bézel nékolik dni na ¢tverici stoji, na kazdém dva programy
soucasné, kazdy z nich bézel jednovlakonveé a vyuzival nejvyse 16 GB operac-
ni paméti. U sdp feseni bylo pouzito 10 nahodnych tezii a vzdy byl vybrany
nejlepsi z nich. Gitovy repozital s implementaci i naméfenymi daty je k dispo-
zici na hitps: //gitlab.kam.mff.cuni. cz/jirikalvoda /binary-paint-shop-problem. Na
nasledujicich stranach jsou zpracovana rtizna namérenda data.

Pro reprodukovatelnost byly vstupy generovany deterministicky ze seedii. Se stej-
nym seedem se tedy vzdy vygeneruje stejny vstup a idealné i stejné feseni. Pro
ruzné algoritmy a velikosti vstupt byly pouzité rizné seedy.

5.1 Praktické reseni semidef. programi

U vétsiny algoritmii byla implementace pomérné primocara. Ovsem u reseni semi-
definitniho programovani je vétsina slozitosti algoritmu schovana pravé v reseni
semidefinitnich programi, coz uz svoji slozitosti nepatii mezi algoritmy, které
bychom chtéli (re)implementovat. Proto je zddouci se spolehnout na funkénost
jiz. existujicich implementaci. Bohuzel kvalita dostupnych fesic¢ti semidefinitnich
programu je pomeérné nizka.

5.1.1 SDPA-C

Jednim z pouzitych programu byl SDPA-C [10]. Jednd se o knihovnu v C++
zalozenou na metodé vnitinich bodl v primarnim a dualnim problému. Dle autorti
projektu [10]:
SDPA (SemiDefinite Programming Algorithm) is one of the most efficient and
stable software packages for solving SDPs based on the primal-dual interior-point
method. It fully exploits the sparsity of given problems.

Pro tcely prace byla pouzita verze SDPA-C ze dne 2023-06-21 (soubor sdpa-
c.7.3.8.s5rc.20180125.tar.gz). Kompilace je pomérné komplikované. Jednak
vyzaduje velké mnozstvi nainstalovaného software (naptiklad preklada¢ Fortra-
nu), ale také poskytnuty Makefile neni plné kompatibilni s modernimi verzemi
prekladacii.

Bohuzel i po tspésné kompilaci stédle neni vyhrano. Dodany program pielozeny
aktualnim kompilatorem bohuzel nefunguje.

Pri spusténi i na malych vstupech program rychle spadne s chybou Segmentation
Fault ve funkci Newton: : compute_bMatgVec_dense_threads_SDP.

Pti nasledujicim ladéni programu bylo zjisténo, ze se program zacykli v dané
funkci ve smycce, pti které inkrementuje hodnotu proménné Column_Number az

Hodnoty, co nejsou hezké ¢isla jsou zhruba v/2-ndsobky predeslé hodnoty, tedy
v poloviné mezi okolnimi hodnotami na logaritmické stupnici.
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do doby, kdy pretece, coz uz primo vede k padu programu. Pohledem na kéd to
vypada, ze toto by se nemélo dit. Program uz mnohokrat mél ukoncit smycku
a dobéhnout na konec funkce, ovsem po pridani dostatecného poc¢tu debugovacich
vypist je vidét, ze program cyklus opusti, provede prikazy mezi cyklem a koncem
funkce a pak se zase objevi uprostied cyklu.

Problém byl v tom, Ze funkce vracejici void* dle normy [11] bodu 6.6.3 musi
skoncit pomoci return a nemuze jen tak opustit funkci dojitim na jeji konec.
Pokud se tak stane, jedné se o nedefinované chovani, nikoliv jen o nedefinovanou
hodnotu navracenou z funkce. Kdyby se jednalo jen o nedefinovanou hodnotu,
tak se nic zasadniho nedéje. Funkce mize vratit cokoliv, ale to je nam jedno,
protoze vysledek se ignoruje.

Ovsem jelikoz se jednéd o nedefinované chovani, preklada¢ mize program prelozit
tak, ze v takovémto pripadé udéla prakticky cokoliv. A v tomto pripadé optimali-
zace prekladace prelozili program tak, ze v pripadé opusténi funkce se vykonavani
programu vrati zpét dovnitt a pokracuje se v iterovani smycky. To je disledkem
toho, jakym zplisobem se snazi prekladac¢ optimalizovat koéd. Prekladace nemusi
dodrzovat naprogramovanou strukturu programu. Tedy neni problém presunout
cast za smyckou do ni na misto, kde se smycka opousti. Kdyz prekladac vi, Ze
v korektnim programu by se tudy nemélo opoustét funkci, nemusi se prekladac
obtézovat umistovanim explicitniho navratu z funkce na dané misto.

Nastésti oprava tohoto problému je primocara — stac¢i do takovychto funkei expli-
citné dopsat return NULL;.

Toto bohuzel neni jediny problém s SDPA-C. Na nékterych vstupech knihovna
dojde do stavu, kdy neméa semidefinitni matici a vypocet spadne s nasledujici
chybou:

CHOLMOD warning: matrix not positive definite.

file: ../Supernodal/t_cholmod_super_numeric.c line: 911
getMinEigenValue:: cannot decomposition ::

line 193 in sdpa_linear.cpp

Tedy béhem vypoctu program néco spocte Spatné a jako mezivysledek mu vyjde
matice, co neni pozitivné semidefinitni, se kterou jiz dale nejde pokracovat. P1i-
¢inu této chyby se bohuzel nepodatilo odhalit, protoze na rozdil od predchoziho
problému viibec neni jasné, kde zacit hledat. Detekce nesemidefinitnosti matice
totiz muze byt v uplné jiné ¢asti kodu, nez kde nastane chyba.

Problém se projevuje naptiklad na vstupu s n = 5 a seedem 19.

Dalsi problém (nebo ten stejny) se projevuje zejména u vétsich vstupt. Uprostied
algoritmu se také objevi chybova hlaska o nesemidefinitnosti matice. Nasledné
program udélda mnoho iteraci s nekonecénou ucelovou funkei, dokud se neprekroci

maximalni pocet iteraci, a pak je vracena matice ze samych 400, coz dokonce
porusuje zadané podminky. Toto se stava napriklad na seedu 18 pro n = 150.

Vzhledem k vyse uvedenym problémim dava smysl se porozhlédnout po alterna-
tivach.
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5.1.2 Sage

SageMath je dle oficidlnich stranek [12] open-source software pro matematické
vypocty zalozeny na rozsirené syntaxi pythonu, takze je pomérné snadné ho vy-
uzivat i jako programovaci jazyk. Pro ucely prace byla pouzita verze sage 10.1
ze dne 2023-08-20. Sage mimo jiné obsahuje rozhrani pro feSeni semidefinitnich
programi. Rozhrani je navrzeno tak, aby bylo schopné pracovat s vice rtzny-
mi backendy pro feseni semidefinitnich programu. Bohuzel z dokumentace [13]
nebylo zfejmé, jaké backendy sage podporuje. Pti zavoldni default_sdp_sol-
ver("") se objevi chybova hlaska, ktera tvrdi, ze backend by mélo jit nastavit
na CVXOPT (coz je vychozi hodnota) nebo Matrix, ptipadné uzivatelem dodanou
tiidu. Ovsem pfi pfepnuti na Matrix spusténi feseni spadne na NotImplemente-
dError, tedy zd4 se, Ze ani tento backend neni implementovany (alespon ve verzi,
co mam k dispozici) a tedy jedind moznost je CVXOPT.

Drobnym problémem je, Ze dle dokumentace [13] rozhrani sage vyzaduje formulo-
vani vstupu jako primarniho semidefinitniho programu, ovSem nés algoritmus je
zalozeny na feseni dualniho semidefinitniho programu. Mezi nimi vsak 1ze snadno
prechazet pomoci trivialni tpravy, ovsem vysledny kod pak vypada velice nein-
tuitivné.
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5.2 Hodnoty skalarnich soucint

V odhadu stfedni hodnoty poc¢tu zmén barev v sdp feseni jsme vyuzivali toho,
ze funkce rozdilu pravdépodobnosti fezu a ucelové funkce (funkce f) je nejvyse
d = 0.1053. Ovsem tato funkce nenabyva takto vysokych hodnot zdaleka vsude,
na poloviné defini¢ntho oboru je dokonce zaporné (viz obrazek 6). Kdyby se tedy
alespon ¢ast optimalizovanych skalarnich soucinu vyskytovala mimo oblast, kde
f nabyva vysokych hodnot, Sel by odhad zlepsit.

Bohuzel dle namérenych dat to vypada, ze hodnoty skaldrnich souc¢int se kon-
centruji pouze pobliz maxima f. Viz obrazek 8. Tento vysledek intuitivné dava
smysl, protoze jenom takto muze semidefinitni program dosahnout lepsi tcelové
funkce nez pocet zmén barev v optiméalnim feseni. OvSem nas jediny dolni odhad
je hodnota semidefinitniho programu a tedy nejsme schopni vice ptiblizit dolni

a horni odhad k sobé.

1500
1000

500

0.1
0.05

—-0.05

-0.1
-1 -0.5 0 0.5
Hodnota skalarniho soucinu vektord sousednich aut.

B Namgfeny pocet vyskytd Rozdil pravdépodobnosti fezu a tucelové funkce

Obréazek 8: Distribuce skaldrnich soucinu
100 béhu algoritmu pro n = 200.

Z grafu je vidét, ze skoro nikdy semidefinitni program neumisti sousedni body do
protilehlych ¢asti. Drobnou vyjimku tvori hodnota skalarniho soucinu okolo —1,
kterych semidefinitni program za 100 béhti vyrobil zhruba 100. K tomuto mohl
byt donucen existenci dvojic aut stejného typu hned vedle sebe, kdy nemé jinou
moznost nez mezi nimi mit skaldrni souc¢in —1.

Lemma: Stredni hodnota poc¢tu sousednich aut stejného typu je 1.

Diikaz: Pro kazdy typ auta mame (22") = w = n(2n — 1) moznych pozic,
kde se mohou nachézet a z toho 2n — 1 z nich jsou vedle sebe. Stredni hodnota
indikatoru souslednosti aut daného typu je tedy n(22nn:11) = % Z linearity stredni
hodnoty tedy pocet sousedicich aut stejného typu je n/n = 1. QED

Ve 100 vstupech by tedy sousednich aut stejného typu mélo byt ve stiedni hodnoté
zhruba 100, coz z ¢asti vysvétluje pozorovanou anomalii. Neni vSak vylouceno, ze
hodnoty skaldrniho souc¢inu —1 nebo blizké program dosahne i jinak.
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5.3 Dimenze SDP

Semidefinitni program rozmistuje vektory do n — 1 dimenzionélni sféry. Z nameé-
fenych dat vsak vychézi, ze semidefinitni program vétSinou generuje feseni, které
méa mnohem mensi dimenzi. Presnéji feceno, pro feseni casto plati, ze vSechny
vektory v ném maji nékolik prvnich souradnic velké hodnoty a ve zbylych sou-
fadnicich maji hodnoty blizké nule. Tedy kdybychom vektory promitli na méné
dimenzionélni sféru (vzali misto nich nejblizsi bod na ni), tak se ucelova funkce
moc nezmeni.

Nevime o zadné hypotéze, pro¢ program generuje feseni s malou dimenzi. Taktéz
neni jasné, jestli ¢i jak by toho Slo vyuzit pro ziskéni lepsiho TeSeni ¢i dolniho
odhadu. Z namérenych dat zobrazenych na obrazcich 10 az 17 na nésledujicich
stranach vsak vychazi, Ze prumérnd dimenze je mnohem mensi nez n, ovSem
nejspise neni omezena zadnou konstantou, tedy s rostoucim n také roste, ale
mnohem pomaleji. Hypotéza zni, Ze prumérna dimenze lezi v O(logn).

Mala dimenze méa ale zasadni vyhodu pro vizualizaci feSeni, protoze trojrozmeér-
ny prostor (tedy sféru dimenze 2) si zvlddne ¢lovék snadno predstavit. Z ¢ehoz
plyne, Ze zhruba polovinu feseni pro n = 50 jsme schopni zakreslit jen s drobnym
zkreslenim, tak, jak je ukdzano na obrazku 9.

Svétlad barva bodu znaéi bod na zadni strané sféry. Cerné ¢ary spojuji
sousedn{ auta a Sedé jsou jim stfedové symetrické (protoze dvojice aut,
jejichZz druhd auta stejného typu jsou vedle sebe, je také pfitahovdna k sobé).

Obrazek 9: Vizualizace jednoho z reseni
pro n = 50, které se vejde do 3D.
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5.4 Casova sloZitost algoritmu sdp

Vime, ze existuje implementace algoritmu sdp s polynomialni ¢asové slozitosti
(za pouziti elipsoidové metody). Pouzité fesice vSak vyuzivaji jinych metod feseni
semidefinitnich programi a ani jeden z nich moc neslibuje, jakou presné slozitost
ma. Proto je na misté zmérit, jak rychlé feseni jsou.

Testovani probihalo na stroji s procesorem AMD Ryzen 5 7600. Programiim bylo
poskytnuto 16 GB operac¢ni paméti a béh byl omezen na jedno jadro proceso-
ru. Béhem vypoctu na stroji nebézelo nic kromé vypoctu a zakladnich funkei
operacniho systému.
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Obrazek 18: Zavislost ¢asu reseni na velikosti vstupu.

Dle vyse uvedeného grafu muzeme regresi v logaritmickém grafu usuzovat, ze
¢asova slozitost obou algoritmii je v O(n*)NQ(n?). Implementace pomoci SDPA-
C ma mensi multiplikativni konstantu a navic mnohem rychlejsi ¢as startu, ktery
se zejména projevuje na malych instancich.
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5.5 Skore

Nejzajimavéjsi je pro nds namérené (relativni) skére algoritm.

Mezi uvazovanymi fesenimi jsou dvé implementace sdp. Implementace pomoci
sage bohuzel vyzaduje velké mnozstvi paméti a proto nebyla testovana na tak
velkych vstupech. O implementaci pomoci SDPA-C vime, ze obc¢as chybuje. Na-
stésti chyby nenastavaji tak ¢asto, aby to moc ovliviiovalo vysledné skoére. Pokud
algoritmus chyboval a vratil néjaké reseni, je uvazovano skére daného reseni. Po-
kud algoritmus zadné Teseni nevratil, uvazuje se misto toho hodnota n, coz je
jisté horni odhad na snadno dosazitelné reseni.
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Obrazek 19: Namérend zavislost relativniho
skére TeSeni na velikosti vstupu.

Na vyse uvedeném grafu a tabulkach na nasledujicich stranach si mtzeme vSim-
nout, ze s rostoucim n se u vSech mérenych algoritmu zmensuje rozptyl relativniho
skore.

Z grafu vidime, ze pro dostatecné velkd n je namérené relativni skére algorit-
mu sdp mensi nez 0.34. Z toho muzeme tedy usuzovat, ze dsqp(n) < 0.34 pro
n € {100, 200, 400, 566, 800, 1131, 1600, 2263}. Z toho pak mizeme vyslovit hypo-

tézu, ze dsap(n) < 0.34 pro n > 100 a tedy i (5;1) <0.34.

Z namérenych dat také mizeme usuzovat, ze sdp je lepsi nez libovolny z jinych
predstavenych algoritma.
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n Se(n)  Ss,(n) 5% 2%  50% 5%  95%

10 0.53 0.158 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8
20 0.51 0.109 0.35 0.45 0.5 0.6 0.7
50 0.508  0.068 0.4 0.46 0.5 0.56 0.62
100 0.502  0.0496 0.42 0.47 0.5 0.53 0.58
200 0.501  0.0356 0.44 0.48 0.5 0.525  0.56
400 0.5 0.0258 0.46 0.482 0.5 0.517  0.542
566 0.5 0.0221 0.465 0.484 0.5 0.516  0.537
800 0.501  0.0171 0.472  0.489 0.5 0.511  0.529
1131  0.501  0.0151 0.476  0.49 0.5 0.511  0.526
1600  0.501  0.012 0.481 0.492 0.501 0.508 0.52
2263 0.5 0.0105 0.482 0.492 0.5 0.507  0.516
3200 0.5 0.00883 0.48 0.494 0.501 0.507 0.514

Veskeré hodnoty jsou zaokrouhleny na 3 platné ¢islice.

SR vo o1y . oy 1
dalg(n) znaci vybérovy primér, tedy —- Zogi <m Tis kde m
je pocet testl a r; je relativni skére i-tého z nich.

N
Ssaig(n) 7nall vybérovou smérodatnou odchylku, tedy \/ =15 > o<icm (ri - 5a1g(n)) .

Tabulka 1: Statistika algoritmu g.

n Seg(n)  Ss(n) 5% 25%  50% 5%  95%

10 0.46 0.131 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7
20 0.428 0.0926 0.3 0.35 0.45 0.5 0.6
50 0.41 0.0571 0.32 0.38 0.42 0.44 0.5
100 0.406 0.0396 0.34 0.38 0.41 0.43 0.47
200 0.403 0.0284 0.355 0.385  0.405 0.42 0.45
400 0.402 0.0194 0.37 0.388  0.403  0.415 0.435
566 0.402 0.017 0.375  0.39 0.403 0.413  0.431
800 0.401 0.0139 0.378 0.391  0.401 0.41 0.422

1131 04 0.0121 0.38 0.393 0.401  0.408 0.42

1600 0.4 0.0103 0.384 0.393 0.401 0.407 0.417
2263 0.4 0.00835 0.387 0.394 0.4 0.406  0.413
3200 0.4 0.00714  0.388 0.396 0.4 0.405  0.412

Tabulka 2: Statistika algoritmu rg.

28



n oesg(n)  Ss.e(n) 5% 25% 50% 75% 95%

10 0.446 0.123 0.3 0.4 0.4 0.5 0.6

20 0.411 0.0832 0.25 0.35 0.4 0.45 0.55

50 0.387 0.0517 0.3 0.36 0.38 0.42 0.48

100 0.377 0.0353 0.32 0.35 0.38 0.4 0.43

200 0.375 0.025 0.335  0.36 0.375  0.39 0.415

400 0.372 0.0175 0.343  0.36 0372  0.383 0.4

566 0.371 0.0142 0.346 0.362 0.371  0.382  0.394

800 0.372 0.0126 0.35 0.364  0.371  0.38 0.393

1131  0.371 0.0102 0.355 0.364 0.371  0.378  0.388

1600  0.371 0.00875  0.357 0.365 0.371 0.377  0.385

2263  0.371 0.00763  0.358 0.366  0.371 0.376  0.384

3200 0.37 0.00624  0.36 0.366  0.37 0.375  0.38

Tabulka 3: Statistika algoritmu rsg.

n dsap(n)  Ss.a,(n) 5% 25% 50% 75% 95%

10 0.421 0.107 0.2 0.4 0.4 0.5 0.6

20 0.365 0.0642 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

50 0.33 0.0361 0.28 0.3 0.34 0.36 0.38

100  0.322 0.0242 0.28 0.31 0.32 0.34 0.36

200  0.323 0.0162 0.295 0.315 0.325 0.335 0.35

400  0.326 0.0115 0.305  0.32 0.328 0.333  0.343

566  0.326 0.00932 0.311  0.32 0.327  0.332 0.341

Tabulka 4: Statistika algoritmu sdp — Sage.

n chyb  dsap(n)  Ssq,(n) 5% 25% 50% 75% 95%
10 16 0.422 0.129 0.3 0.3 0.4 0.5 0.6
20 15 0.371 0.104 0.25 0.3 0.35 0.4 0.5
50 11 0.34 0.0783 0.28 0.3 0.34 0.36 0.4
100 10 0.328 0.0434 0.29 0.31 0.33 0.34 0.37
200 4 0.325 0.0291 0.295 0.315 0.325 0.335  0.345
400 2 0.325 0.0182 0.305 0.318 0.325 0.333  0.343
566 2 0.327 0.0189 0.309 0.322 0.327 0.332 0.341
800 0 0.328 0.00746 0.315 0.324 0.329 0.334 0.34
1131 0 0.329 0.00643 0.318 0.324 0.329 0.333 0.34
1600 0 0.33 0.00552 0.32 0.327  0.331  0.33¢  0.339
2263 0 0.331 0.00452 0.323 0.328 0.331 0.334  0.337
3200 O 0.33 0.00379 0.324 0.328 0.331 0.333  0.337

Tabulka 5: Statistika algoritmu sdp — SDPA-C.
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5.6 Dolni odhad

Vystup z kazdého algoritmu ndm dava horni odhad na optimum daného vstupu.
Ovsem semidefinitni programovani nam navic dava i dolni odhad na optimum,
protoze vime, ze optimum jednoho z ekvivalentnich vyjadreni tucelové funkce je
vzdy mensi rovno optimu BPS. Pouzité fesice semidefinitnich programt nam navic
daji i horni odhad na optimum SDP (ktery se od nalezeného reSeni miize nepatrné
lisit).

D Horni odhad
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Obrazek 20: Horni a dolni odhad na 1000
nahodnych instanci vygenerovany sage spd.

Takto vygenerovany dolni odhad ndm bohuzel neptinasi zddnou zajimavou infor-
maci o chovani na ndhodném vstupu. Pfipomenme, ze Hancl a kol. [4] dokézali,
ze 0~ > 0.214. Pramérny dolni odhad na testovanych vstupech je pro dostatecné
velky vstup dle obrazku 20 mensi nez 0.214, tedy nedostavame ani zddnou novou
hypotézu na dolni odhad.

Nicméné stéle je zajimavé, ze pro konkrétni instanci umime uré¢it néjaky netrivi-

alni dolni odhad.
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ZAaver

V této praci jsme predstavili algoritmus sdp na BPS zalozeny na semidefinitnim
programovani. Bohuzel se ndm nepodarilo dokazat zadny netrividlni odhad na
5;;p. Nicméné dle namérenych dat miizeme soudit, ze 5:dp se pohybuje okolo 0.34.
Misto toho jsme vSak dokazali, Ze pro libovolny vstup bude stfedni hodnota (pfes
ndhodnd ¢isla generovand algoritmem nikoliv pres vstup) skore TeSeni nejhire

0.212n od optima, tedy, ze plati

Va: E[dsap ()] < 6(a) 4 0.212n.

Toto feseni jsme déle dokonce dvakrat implementovali s vyuzitim rtznych imple-
mentaci feseni semidefinitnich programi, které jsme timto i porovnali. Z nameé-
fenych dat jsme jednak odhadli stfedni hodnotu skoére algoritmu pres nahodny
vstup. A také jsme si vSimli, ze dimenze feseni semidefinitnitho programovani je
pomérné mald, coz jsme zformulovali jako hypotézu.

Stale vSak zustava oteviend otdzka, kolik presné je 47 a ¢~ (a pripadné zda se
rovnaji) a jaké nejlepsi 5:1g je mozno dosahnout polynomialnim algoritmem alg.
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