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1 Lagrangeovy multiplikatory

Uvazujeme ulohu

;IélIglf(CB) s.t. G(z)eK, (P)

kde f : X — R, G : X — Y jsou spojité funkce, mnoziny Q, K # ()
uzaviené, konvexni, X, Y Banachovy prostory. Mnozina pripustnych reseni

d={rcQ; Gz)c K} =9nG }K). (1)
Podminky optimality maji tvar

zo € argmin L(z, A), A € N (G(20)), (2)

kde lagrangian

L(z,A) = f(z) + (A, G(z0))- (3)



Specialné:
A) K konvexni kuzel, pak

A E NK(G(ZC())) = G(CBQ) e K, \e K7, <)\, G(CBQ)> = 0. (4)
B) Uloha (P) konvexni, tj. f konvexni, G () konvexni vzhledem k —K

To € arg HéiélL(CC, A) & 0€ 0, L(xg,\) + No(xg), (5)

navic jsou-li f, G (Gateaux) diferencovatelné, pak

zo € argmin L(z, A) & —DyL(zo,A) € No(zo), (6)

a pokud jeste Q = X, pak

To € arg meigL(x, A) < —D,L(xzg,\) =0. (7)

Definice. Necht jsou f, G diferencovatelné. Pak A je Langrangetuv multipli-

kator, splnuje-li

—D:I;L(CEQ, )\) ~ NQ(ZC()), A E NK(G(ZC())) (8)



Oznacme:

A(zg) ... mnozina vSech Langrangeovych multiplikatort
Ay ... mnozina v8ech A, splniujicich (2)
Plati AO g A(CE())

Véta. Necht tloha (P) je konvexni, xy optimum (P) a plati podminka
regularity

0 € int{G(Q) — K}. (9)
Potom A(xg) = Ay # (), konvexni, omezend, w*-kompaktni v Y* a nezavisi
na vybéru xg. Navic je nulova ,duality gap®.

Véta. Je-li G(x) spojité diferencovatelna funkce a konvexni vzhledem k
— K, pak Vxy € ® je podminka regularity (9) ekvivalentni s ,, Robinson’s
constraint qualification®:

0 € int{G(x0) + DG (20)(Q — 79) — K} (RCQ)

Véta. Bud x( lokdlni optimum (P), f, G spojité diferencovatelné v x.
Potom



(1) A =0 je optimum pro tlohu

hm€1§ Df(zg)h s.t. he Tg(xp) (10)

(2) Za predpokladu (RCQ) je h = 0 je optimum pro linearizovanou tlohu

hm61§(1 Df(xg)h s.t. heTo(xy), DG(xo)h € Tk (G(x0)) (11)

Dual k (11) je

meXO s.t. —DyL(xg,\) € No(xg), N € N (G(x0)). (12)

a podminka regularity pro linearizovanou tlohu (11):

0 € int{DG(xg)To(xg) — Tk (G(xg))} (13)

Dusledek. Necht zq je lokalni optimum (P), f, G jsou spojité diferencova-
telné a plati (RCQ). Potom A(xg) # (), konvexni, omezend a w*-kompaktni
v Y*.



P¥iklad. (varia¢ni pocet z [2]) Uloha

t1
min flx,z,t)dt s.t. G(x,t) =0, (14)
to
kde x € D™ (tg,t1), pevné konce x(tg), x(t1), f, G redlné funkce se spojitymi

parcialnimi derivacemi 2. fadu. Podminka optimality mé tvar diferencialni

rovnice
folm,@,t) + A(t). @y (2, &, 1) = % fi(w, @, t). (15)

Dalsi kvalifika¢ni omezeni:
* (RCQ) < DG(x0)(Ro(w0)) = R (G(w0)) =Y (16)

intK # (), pak:
e (RCQ) <= Jh € Q:G(xg) + DG(zo)(h — xg) € intK (17)



Kvalifika¢ni omezeni pro O = X:

¢ (RCQ)=0€ int{G(xy) + DG(x9)X — K}
je-li G(zg) € K -

¢ (RCQ) < 0 € core{G(zg) + DG(x9)X — K}
¢ (RCQ) < DG(xg)X £ R (G(xg)) =Y}

Dalsi:
¢ (RCQ) = DG(xo)X £ Tk (G(xp)) =Y
¢ (22) = [DG(x0)X]" N Nk (G(0)) = {0}
¢ (23) & cl[DG(x9) X + Tk (G(xg))] =
¢ (23) & cl[DG(x9)X + R (G(xg))] =
e pokud ri{DG(z9) X — Rx(G(xg))} # 0, pak:
(RCQ) = (22) = (23) = (24) & (25)

e DG(x9) je ,na* = (RCQ)

(26)



1.1 Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky

Méjme ulohu

;IEI%R% f(x) s.t. h(x)=0,, g(z) <0, (Pp)

kde f, g, h jsou funkce dvakrat spojité diferencovatelné. Lagrangian:
L(x,v,\) = f(x) + v.h(x) + A.g(x).

Podminky optimality:
Vf(zo) +v.Vh(zo) + A.Vg(z0) =0, A >0,

h(xg) =0, g(xg) <0, A.g(xg)=0. (KKT)

Mnozina aktivnich podminek:

I(zo) = {ie {1,....1}: gi(zo) = O}, (27)



Kvalifika¢ni omezeni:
(28) =(RCQ) < (30) & (31) = (32) = (33)
(29)
kde

e linearni nezavislost:
Vgi(xo), Vi € I(xg), Vh,(zo) Vj jsou Ln.
e Slater:
gi(x), i € I(xo), pseudokonvexni , h;(x) kvazilinearni
Vhi(xg) Vjjsouln. adre X :g(x) <0, h(z)=0
e Mangasarian-Fromovitz:
Dh;(xg) Vj jsou lin. nezavisla a 3s € X :
Dhj(xo)s =0 V34, Dgi(xo)s <0 Vie I(x)
e Cottle:
e Karush-Kuhn-Tucker:
e Abadie:

(28)

(29)

(30)

—~
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1.2 Zobecnéné Lagrangeovy multiplikatory

Zobecnény lagrangian:
LI(x,a,\) = a.f(x) + (A, G(xg)), a>0.
Zobecnéné podminky optimality:

—D,L9(xg,a,\) € No(xg),
A€ Nk (G(xg)), a>0, (a,A)#(0,0).

Oznacme:

A9(xg) ... mnozina zobecnénych Lagr. multiplikatort
AS(ZC()) — {)\ cY™: (O, )\) < Ag(ﬂfo)}

.. mnozina singularnich Lagr. multiplikdtort

Véta. Bud A(xg) # 0. Pak A®(xzg) U {0} tvori recesni kuzel A(zy).

(34)

(35)

(36)
(37)



Uvazujme kuzel:

Z(x) = DG(2)[Ro(r)] = Ri (G(x)). (38)

Véta. Bud z( lokalni optimum (P), pak
(1) A(o) £0 & [Z(x0)] £,
(2) ri{Z(zo)} # 0, pak plati (RCQ) nebo A®(xqg) # 0.

Dusledek. Bud zg lokalni optimum (P), ri{Z(xq)} # 0, pak A9(xq) # 0.

Véta. Bud Q = X. Pak riZ(zy) # (), pokud plati alesponi jedno z nésledu-
jicich tvrzeni:

(1) intK # 0,

(2) DG(xg) je ,na‘“,

(3) Y je kone¢nérozmérny,
(4)

4) DG(x¢)X jako podprostor Y ma kone¢nou kodimenzi.



1.3 Podminky Fritze Johna

Uvazujme tlohu (P, ). Zobecnény lagrangian:
LI(z,a,v,\) = a.f(z) + v.h(x) + A.g(x).
Podminky optimality:

a.Vf(xg) +v.Vh(xzg) + A.Vg(zo) =0, (a,A) > (0,0),

(o, v, A) # (0,0,0), h(zo) =0, g(zo) <0, \g(zo)=0. (FJ)

Véta. Bud z( lokdlni optimum (P,). Potom AY(zq) # 0.



2 Ekelanduv variacni princip

Véta. Bud (V, p) aplny metricky prostor, f : V — R U {400} zdola polo-
spojita funkce. Predpokladejme, zZe inf,.cy f(z) € R a pro dané € > 0 bud
. € V e-minimizer (tj. f(x.) <infycy f(x) + ). Potom Vk > 0 Jxp € V -

(1) p(CEE,ZCk) < k_lv

(2) fax) < flae) —ekp(ae, xi),
(3) f(x) > f(xx) —e.k.p(xg,x) Ve €V, = # xk.

Véta. Bud z. e-minimizer ulohy (P) pro ¢ > 0, f, G spojité diferencova-
telné, (RCQ) plati Vo € B(x.,+/€). Pak existuje dalsi & e-minimizer tlohy
(P), vyhovujici Ekelandové principu (k = 5_%), a A € Y™ takové, ze:

dist{—D,L(i,\), No(#)} < Ve, )& Ng(G(#)). (39)



3 Postacujici podminky

Funkce f, G spojité diferencovatelné.

Definice. Bud ) # S C ® tak, ze f(z)/s = fo € R a bud v > 0. Pak je
splnéna ,,y-order growth condition® na S, jestlize existuje ¢ > 0 a okoli N
mnoziny S tak, ze Vo € ® N N plati:

f(z) > fo+ cdist(z, S)]. (40)

Definujme mnozinu
Ty(z0) = {h € To(zo) : dist(DG(xo)h, Tr(G(x0))) < n.l[hll},  (41)
pro n = 0:
Yo(xg) =4{h € To(xg) : DG(xg)h € Tk (G(x0))}. (42)
Véta. Bud zg € ®.
(1) Jestlize existuji a > 0, n > 0 tak, ze

Df(xo)h = ], Yh € Ty(xo), (43)



pak v xg plati ,first order growth condition®.
(2) Jestlize je splnéna podminka regularity
DG(x0)(To(x0)) — Tk (G(xo)) =Y (44)
a (43) pro néjaké o > 0 an = 0, pak plati ,first order growth condition®.

(3) Necht plati (RCQ) pro xg. Pak existuje a > 0 tak, ze (43) je splnéno
pro n = 0 prave tehdy, kdyz plati ,first order growth condition®.

Véta. Pro 7 = 0 podminka (43) je ekvivaledni s
—Df(xg) € int{Yo(zo) }. (45)
Za platnosti podminky regularity (44) je (43) ekvivalentni s
—Df(x0) € int{|DG(x0)]" (Nx(G(z0))) + No(zo)}- (46)
Pro X kone¢nérozmeérné je postacujici podminka tvaru
Df(xg)h > 0Vh € To(xg) \ {0} s.t. DG(xg)h € Tk (G(xg)), (47)

tj. h = 0 je jedinecné feseni linearizovaného problému (11).



3.1 Postacujici KKT-podminky

Véta. Necht x¢o € X vyhovuje podminkdm optimality (K KT). Ozna¢me
Jp ={j: v; >0}, J- = {j: v; < 0}. Predpokladejme, ze f(x) je
pseudokonvexni v xg, g;(x), ¢ € I(xo), kvazikonvexni v xg, h;(z), j €
J+, kvazikonvexni v z¢ a h;(x), j € J_, kvazikonkdvni v xo, potom xg je

globalni optimum tlohy (P,).

3.2 Postacujici podminky Fritze Johna

Véta. Necht zop € X vyhovuje podminkam optimality (F'J). Definujme
S=A{z: gi(x) <0Vie I(xg), hj(r) =0 Vj}. Jestlize h;(x) jsou afinni,
Vh;(zg) jsou linedrné nezavislé a existuje e-okoli N.(zg), € > 0, tak, ze
f(x) je pseudokonvexni na S N N.(zg) a g;(x), i € I(xg), jsou striktné
pseudokonvexni na S N N.(xg), potom xg je lokdlni minimum tlohy (FP,).



4 Podminky druhého radu

Predpokladejme Q = X. Definujme pro x € &:

Cx)={he X :Df(x)h <0, DG(xg)h € Tk (G(x0))}. (48)
Véta. Bud x( lokalni optimum (P) a necht v z¢ plati (RC(Q). Pak Vh €
C(zo) a pro kazdou konvexni mnozinu 7 (h) C Tz (G(zo), DG(xo)h) plati:

sup {D? L(xo,\)(h,h) —o(\,T(h))} >0, (49)
AEA(xp)

kde ,outer second order tangent set*

—xo — th
Tz (xo, h) zlimsupS 0 .

50
th %t2 ( )

Piiklad. M&jme S = {(z1,22) € R2 | 25 > |21]2}, 20 = (0,0), h = (1,0).
Pak

h € Ts(xo) = {CBQ > 0},
Tg(fbo, h) = @



Priklad. Méjme S = {x € X | g(x) < 0}, funkce g(x) je konvexni, spojité,
g (zo,h) =0, g(xg) =0 a 37 : g(#) < 0. Pak

T2(xo,h) = {w e X | ¢" (x0,h, w) < 0},
kde

g(z +th + it?w) — g(z) — t.¢'(z, h)

g" (g, h,w) = liminf >

tl0

T (51)

Priklad. Méjme S = {z € X | hj(z) =05 =1,...,m, ¢gi(z) <0 =
1,....l}, funkce hj(x), gi(z) jsou dvakrat spojité diferencovatelné a pro

xg € S predpokladejme platnost ,Mangasarian-Fromovitz constraint quali-
fication“ (30). Pak

Ts(xo) ={h € X | Dhj(xo)h =0 V3, Dgi(xo)h <0 Vie I(x)},
T(zo,h) = {w € X | Dhj(x¢)w + D*h;(z0)(h,h) = 0 V7,
Dg;(zo)w + D?g;(z0)(h, h) <0 Vi € I (z9, h)},
kde

I (xg, h) ={i € I(xg) | Dg;(xg)h = 0}.



Pro tdlohu (P,) je pro x € &:
C(z)={he X :Df(x)h <0, Dhj(xz)h =0 Vjy,

Dg;(x)h <0Vie I(x)}. (52)

Véta. Bud zg € ®.

(1) Je-li zg lokdlni optimum tulohy (P,), pak Vh € C(xg) J(a, \) € A9(xg)
tak, ze

Ding (330, «, )‘)(ha h) > 0. (53)
(2) Jestlize Vh € C'(xg) \ {0} J(a, A) € A9(xp) tak, ze
D? L9(xg,a, \)(h,h) > 0, (54)

pak xg je lokdlni optimum ulohy (P, ) spliujici ,second order growth

condition®.



