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1 Lagrangeovy multiplikátory

Uvažujeme úlohu

min
x∈Q

f(x) s. t. G(x) ∈ K, (P)

kde f : X → R, G : X → Y jsou spojité funkce, množiny Q, K 6= ∅
uzavřené, konvexní, X, Y Banachovy prostory. Množina přípustných řešení

Φ = {x ∈ Q; G(x) ∈ K} = Q ∩ G−1(K). (1)

Podmínky optimality mají tvar

x0 ∈ argmin
x∈Q

L(x, λ), λ ∈ NK(G(x0)), (2)

kde lagrangian

L(x, λ) = f(x) + 〈λ, G(x0)〉. (3)



Speciálně:
A) K konvexní kužel, pak

λ ∈ NK(G(x0)) ⇔ G(x0) ∈ K, λ ∈ K−, 〈λ, G(x0)〉 = 0. (4)

B) Úloha (P ) konvexní, tj. f konvexní, G(x) konvexní vzhledem k −K

x0 ∈ argmin
x∈Q

L(x, λ) ⇔ 0 ∈ ∂xL(x0, λ) +NQ(x0), (5)

navíc jsou-li f, G (Gâteaux) diferencovatelné, pak

x0 ∈ argmin
x∈Q

L(x, λ) ⇔ −DxL(x0, λ) ∈ NQ(x0), (6)

a pokud ještě Q = X , pak

x0 ∈ argmin
x∈Q

L(x, λ) ⇔ −DxL(x0, λ) = 0. (7)

Definice. Nechť jsou f, G diferencovatelné. Pak λ je Langrangeův multipli-

kátor, splňuje-li

−DxL(x0, λ) ∈ NQ(x0), λ ∈ NK(G(x0)). (8)



Označme:

Λ(x0) . . . množina všech Langrangeových multiplikátorů

Λ0 . . . množina všech λ, splňujících (2)

Platí Λ0 ⊆ Λ(x0).
Věta. Nechť úloha (P ) je konvexní, x0 optimum (P ) a platí podmínka
regularity

0 ∈ int{G(Q)− K}. (9)

Potom Λ(x0) = Λ0 6= ∅, konvexní, omezená, w∗-kompaktní v Y ∗ a nezávisí
na výběru x0. Navíc je nulová „duality gapÿ.

Věta. Je-li G(x) spojitě diferencovatelná funkce a konvexní vzhledem k
−K, pak ∀x0 ∈ Φ je podmínka regularity (9) ekvivalentní s „Robinson’s
constraint qualificationÿ:

0 ∈ int{G(x0) +DG(x0)(Q− x0)− K} (RCQ)

Věta. Buď x0 lokální optimum (P ), f, G spojitě diferencovatelné v x0.
Potom



(1) h = 0 je optimum pro úlohu

min
h∈X

Df(x0)h s. t. h ∈ TΦ(x0) (10)

(2) Za předpokladu (RCQ) je h = 0 je optimum pro linearizovanou úlohu

min
h∈X

Df(x0)h s. t. h ∈ TQ(x0), DG(x0)h ∈ TK(G(x0)) (11)

Duál k (11) je

max
λ
0 s. t. − DxL(x0, λ) ∈ NQ(x0), λ ∈ NK(G(x0)). (12)

a podmínka regularity pro linearizovanou úlohu (11):

0 ∈ int{DG(x0)TQ(x0)− TK(G(x0))} (13)

Důsledek. Nechť x0 je lokální optimum (P ), f, G jsou spojitě diferencova-
telné a platí (RCQ). Potom Λ(x0) 6= ∅, konvexní, omezená a w∗-kompaktní

v Y ∗.



Příklad. (variační počet z [2]) Úloha

min
∫ t1

t0

f(x, ẋ, t)dt s. t. G(x, t) = 0, (14)

kde x ∈ Dn(t0, t1), pevné konce x(t0), x(t1), f, G reálné funkce se spojitými

parciálními derivacemi 2. řádu. Podmínka optimality má tvar diferenciální

rovnice

fx(x, ẋ, t) + λ(t).Φx(x, ẋ, t) =
d

dt
fẋ(x, ẋ, t). (15)

Další kvalifikační omezení:

• (RCQ)⇔ DG(x0)(RQ(x0))−RK(G(x0)) = Y (16)

intK 6= ∅, pak:
• (RCQ)⇔ ∃h ∈ Q : G(x0) +DG(x0)(h − x0) ∈ intK (17)



Kvalifikační omezení pro Q = X :

• (RCQ) ≡ 0 ∈ int{G(x0) +DG(x0)X − K} (18)

je-li G(x0) ∈ K : (19)

• (RCQ)⇔ 0 ∈ core{G(x0) +DG(x0)X − K} (20)

• (RCQ)⇔ DG(x0)X ±RK(G(x0)) = Y } (21)

Další:

• (RCQ)⇒ DG(x0)X ± TK(G(x0)) = Y (22)

• (22)⇒ [DG(x0)X ]⊥ ∩ NK(G(x0)) = {0} (23)

• (23)⇔ cl[DG(x0)X ± TK(G(x0))] = Y (24)

• (23)⇔ cl[DG(x0)X ±RK(G(x0))] = Y (25)

• pokud ri{DG(x0)X −RK(G(x0))} 6= ∅, pak:
(RCQ)⇔ (22)⇔ (23)⇔ (24)⇔ (25)

• DG(x0) je „naÿ ⇒ (RCQ) (26)



1.1 Karush-Kuhn-Tuckerovy podmínky

Mějme úlohu

min
x∈Rn

f(x) s. t. h(x) = 0m, g(x) ≤ 0l, (Pn)

kde f, g, h jsou funkce dvakrát spojitě diferencovatelné. Lagrangian:

L(x, ν, λ) = f(x) + ν.h(x) + λ.g(x).

Podmínky optimality:

∇f(x0) + ν.∇h(x0) + λ.∇g(x0) = 0, λ ≥ 0,
h(x0) = 0, g(x0) ≤ 0, λ.g(x0) = 0.

(KKT)

Množina aktivních podmínek:

I(x0) = {i ∈ {1, . . . , l} : gi(x0) = 0}. (27)



Kvalifikační omezení:

(28)⇒(RCQ)⇔ (30)⇔ (31)⇒ (32)⇒ (33)
(29) ⇑

kde

• lineární nezávislost: (28)

∇gi(x0), ∀i ∈ I(x0), ∇hj(x0) ∀j jsou l.n.

• Slater: (29)

gi(x), i ∈ I(x0), pseudokonvexní , hj(x) kvazilineární

∇hj(x0) ∀j jsou l.n. a ∃x ∈ X : g(x) < 0, h(x) = 0

•Mangasarian-Fromovitz: (30)

Dhj(x0) ∀j jsou lin. nezávislá a ∃s ∈ X :

Dhj(x0)s = 0 ∀j, Dgi(x0)s < 0 ∀i ∈ I(x0)

• Cottle: (31)

•Karush-Kuhn-Tucker: (32)

•Abadie: (33)



1.2 Zobecněné Lagrangeovy multiplikátory

Zobecněný lagrangian:

Lg(x, α, λ) = α.f(x) + 〈λ, G(x0)〉, α ≥ 0. (34)

Zobecněné podmínky optimality:

−DxLg(x0, α, λ) ∈ NQ(x0),

λ ∈ NK(G(x0)), α ≥ 0, (α, λ) 6= (0, 0). (35)

Označme:

Λg(x0) ... množina zobecněných Lagr. multiplikátorů (36)

Λs(x0) = {λ ∈ Y ∗ : (0, λ) ∈ Λg(x0)} (37)

... množina singulárních Lagr. multiplikátorů

Věta. Buď Λ(x0) 6= ∅. Pak Λs(x0) ∪ {0} tvoří recesní kužel Λ(x0).



Uvažujme kužel:

Z(x) ≡ DG(x)[RQ(x)]−RK(G(x)). (38)

Věta. Buď x0 lokální optimum (P ), pak

(1) Λs(x0) 6= ∅ ⇔ cl[Z(x0)] 6= Y ,

(2) ri{Z(x0)} 6= ∅, pak platí (RCQ) nebo Λs(x0) 6= ∅.

Důsledek. Buď x0 lokální optimum (P ), ri{Z(x0)} 6= ∅, pak Λg(x0) 6= ∅.

Věta. Buď Q = X . Pak riZ(x0) 6= ∅, pokud platí alespoň jedno z následu-
jících tvrzení:

(1) intK 6= ∅,

(2) DG(x0) je „naÿ,

(3) Y je konečněrozměrný,

(4) DG(x0)X jako podprostor Y má konečnou kodimenzi.



1.3 Podmínky Fritze Johna

Uvažujme úlohu (Pn). Zobecněný lagrangian:

Lg(x, α, ν, λ) = α.f(x) + ν.h(x) + λ.g(x).

Podmínky optimality:

α.∇f(x0) + ν.∇h(x0) + λ.∇g(x0) = 0, (α, λ) ≥ (0, 0),
(α, ν, λ) 6= (0, 0, 0), h(x0) = 0, g(x0) ≤ 0, λ.g(x0) = 0.

(FJ)

Věta. Buď x0 lokální optimum (Pn). Potom Λg(x0) 6= ∅.



2 Ekelandův variační princip

Věta. Buď (V, ρ) úplný metrický prostor, f : V 7→ R ∪ {+∞} zdola polo-
spojitá funkce. Předpokládejme, že infx∈V f(x) ∈ R a pro dané ε > 0 buď

xε ∈ V ε-minimizer (tj. f(xε) ≤ infx∈V f(x) + ε). Potom ∀k > 0 ∃xk ∈ V :

(1) ρ(xε, xk) ≤ k−1,

(2) f(xk) ≤ f(xε)− ε.k.ρ(xε, xk),

(3) f(x) > f(xk)− ε.k.ρ(xk, x) ∀x ∈ V, x 6= xk.

Věta. Buď xε ε-minimizer úlohy (P ) pro ε ≥ 0, f, G spojitě diferencova-
telné, (RCQ) platí ∀x ∈ B(xε,

√
ε). Pak existuje další x̂ ε-minimizer úlohy

(P ), vyhovující Ekelandově principu (k = ε−
1

2 ), a λ ∈ Y ∗ takové, že:

dist{−DxL(x̂, λ), NQ(x̂)} ≤
√

ε, λ ∈ NK(G(x̂)). (39)



3 Postačující podmínky

Funkce f, G spojitě diferencovatelné.

Definice. Buď ∅ 6= S ⊆ Φ tak, že f(x)/S = f0 ∈ R a buď γ > 0. Pak je
splněna „γ-order growth conditionÿ na S, jestliže existuje c > 0 a okolí N
množiny S tak, že ∀x ∈ Φ ∩ N platí:

f(x) ≥ f0 + c.[dist(x, S)]γ . (40)

Definujme množinu

Υη(x0) = {h ∈ TQ(x0) : dist(DG(x0)h, TK(G(x0))) ≤ η.‖h‖}, (41)

pro η = 0:

Υ0(x0) = {h ∈ TQ(x0) : DG(x0)h ∈ TK(G(x0))}. (42)

Věta. Buď x0 ∈ Φ.
(1) Jestliže existují α > 0, η > 0 tak, že

Df(x0)h ≥ α‖h‖, ∀h ∈ Υη(x0), (43)



pak v x0 platí „first order growth conditionÿ.

(2) Jestliže je splněna podmínka regularity

DG(x0)(TQ(x0))− TK(G(x0)) = Y (44)

a (43) pro nějaké α > 0 a η = 0, pak platí „first order growth conditionÿ.

(3) Nechť platí (RCQ) pro x0. Pak existuje α > 0 tak, že (43) je splněno
pro η = 0 právě tehdy, když platí „first order growth conditionÿ.

Věta. Pro η = 0 podmínka (43) je ekvivalední s

−Df(x0) ∈ int{Υ0(x0)−}. (45)

Za platnosti podmínky regularity (44) je (43) ekvivalentní s

−Df(x0) ∈ int{[DG(x0)]∗(NK(G(x0))) +NQ(x0)}. (46)

Pro X konečněrozměrné je postačující podmínka tvaru

Df(x0)h > 0 ∀h ∈ TQ(x0) \ {0} s.t. DG(x0)h ∈ TK(G(x0)), (47)

tj. h = 0 je jedinečné řešení linearizovaného problému (11).



3.1 Postačující KKT-podmínky

Věta. Nechť x0 ∈ X vyhovuje podmínkám optimality (KKT ). Označme
J+ = {j : νj > 0}, J− = {j : νj < 0}. Předpokládejme, že f(x) je

pseudokonvexní v x0, gi(x), i ∈ I(x0), kvazikonvexní v x0, hj(x), j ∈
J+, kvazikonvexní v x0 a hj(x), j ∈ J−, kvazikonkávní v x0, potom x0 je

globální optimum úlohy (Pn).

3.2 Postačující podmínky Fritze Johna

Věta. Nechť x0 ∈ X vyhovuje podmínkám optimality (FJ). Definujme
S = {x : gi(x) ≤ 0 ∀i ∈ I(x0), hj(x) = 0 ∀j}. Jestliže hj(x) jsou afinní,

∇hj(x0) jsou lineárně nezávislé a existuje ε-okolí Nε(x0), ε > 0, tak, že

f(x) je pseudokonvexní na S ∩ Nε(x0) a gi(x), i ∈ I(x0), jsou striktně

pseudokonvexní na S ∩ Nε(x0), potom x0 je lokální minimum úlohy (Pn).



4 Podmínky druhého řádu

Předpokládejme Q = X . Definujme pro x ∈ Φ:
C(x) ≡ {h ∈ X : Df(x)h ≤ 0, DG(x0)h ∈ TK(G(x0))}. (48)

Věta. Buď x0 lokální optimum (P ) a nechť v x0 platí (RCQ). Pak ∀h ∈
C(x0) a pro každou konvexní množinu T (h) ⊂ T 2K(G(x0), DG(x0)h) platí:

sup
λ∈Λ(x0)

{D2xxL(x0, λ)(h, h)− σ(λ, T (h))} ≥ 0, (49)

kde „outer second order tangent setÿ

T 2S(x0, h) = lim sup
t↓0

S − x0 − th
1
2 t
2

. (50)

Příklad. Mějme S = {(x1, x2) ∈ R
2 | x2 ≥ |x1|

3

2 }, x0 = (0, 0), h = (1, 0).
Pak

h ∈ TS(x0) = {x2 ≥ 0},
T 2S(x0, h) = ∅.



Příklad. Mějme S = {x ∈ X | g(x) ≤ 0}, funkce g(x) je konvexní, spojitá,
g′(x0, h) = 0, g(x0) = 0 a ∃x̂ : g(x̂) < 0. Pak

T 2S(x0, h) = {w ∈ X | g′′−(x0, h, w) ≤ 0},

kde

g′′−(x0, h, w) = lim inf
t↓0

g(x+ th+ 12 t
2w)− g(x)− t.g′(x, h)
1
2 t
2

. (51)

Příklad. Mějme S = {x ∈ X | hj(x) = 0 j = 1, . . . , m, gi(x) ≤ 0 i =
1, . . . .l}, funkce hj(x), gi(x) jsou dvakrát spojitě diferencovatelné a pro
x0 ∈ S předpokládejme platnost „Mangasarian-Fromovitz constraint quali-
ficationÿ (30). Pak

TS(x0) = {h ∈ X | Dhj(x0)h = 0 ∀j, Dgi(x0)h ≤ 0 ∀i ∈ I(x0)},
T 2S(x0, h) = {w ∈ X | Dhj(x0)w +D2hj(x0)(h, h) = 0 ∀j,

Dgi(x0)w +D2gi(x0)(h, h) ≤ 0 ∀i ∈ I1(x0, h)},

kde

I1(x0, h) = {i ∈ I(x0) | Dgi(x0)h = 0}.



Pro úlohu (Pn) je pro x ∈ Φ:
C(x) ≡ {h ∈ X : Df(x)h ≤ 0, Dhj(x)h = 0 ∀j,

Dgi(x)h ≤ 0 ∀i ∈ I(x)}. (52)

Věta. Buď x0 ∈ Φ.

(1) Je-li x0 lokální optimum úlohy (Pn), pak ∀h ∈ C(x0) ∃(α, λ) ∈ Λg(x0)

tak, že

D2xxLg(x0, α, λ)(h, h) ≥ 0. (53)

(2) Jestliže ∀h ∈ C(x0) \ {0} ∃(α, λ) ∈ Λg(x0) tak, že

D2xxLg(x0, α, λ)(h, h) > 0, (54)

pak x0 je lokální optimum úlohy (Pn) splňující „second order growth

conditionÿ.


