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Abstrakt

Uvédime zde struény piehled vysledki (bez dikazi) z neexaktniho linedrniho
programovani a linearniho semi-infinitniho programovani. Jedna se o tlohy line-
arniho programovani ve kterych vstupni data nejsou znama presné, ale nabyvaji
hodnot z danych mnozin. Nékteré typy tloh lze prevést na obycejnou tlohu line-
arniho programovéani. Uvadime nékolik poznatkil a referenci tykajici se duality a
podminek optimality. Predkladame zékladni myslenky riznych typt numerickych
metod Teseni.

1 Uvod

V bézné tloze linearniho programovani se predpoklada, ze koeficienty v omezenich jsou pevné
dany. V praxi se tento predpoklad nemusi vzdy naplnit. “Nejistoté” ve vstupnich datech se
vénuje napt. “fuzzy” programovani, stochastické programovani nebo analyza citlivosti (ktera
poskytuje informaci o lokdlnim chovéani blizko predpoklddanych hodnot koeficientit). V této
praci se ale zabyvame situaci, kdy koeficienty v omezenich tlohy sice nezname presné, ale
vime, ze nalezi do néjakych predem znamych mnozin. Takto zadanou tlohu nazveme tlo-
hou neezaktniho linedrniho programovdni. Specidlné, predstavuji-li dané mnoziny zobecnéné
intervaly (srovnej s (2.6)), potom se jednd o ulohu intervalové analyzy. Dalsim specidlnim
typem tuloh s nepfesnymi daty jsou ulohy linedrniho semi-infinitniho programovdni, ve kte-
rych se vyskytuje koneény pocet proménnych, ale nekoneény pocet linearnich omezeni (viz
uloha (XV)). Linearni semi-infinitni programovani zaznamenalo za poslednich nékolik deseti-
leti prudky vyvoj a na toto téma bylo napsano pfes tisic ¢lank.

Historie neexaktniho linearniho programovani pocind v sedmdesatych letech dvacatého
stoleti. Mezi prvni prace na toto téma muzeme zafadit napt. [12], [13], [14], [17].

Sekce 2 se vénuje nejjednodussim piipadim, kdy lze danou tlohu neexaktniho progra-
movani vyrazné zjednodusit, popfipadé pfevést na obycejnou tilohu linedrniho programovani
(podobnymi tématy se zabyva “robustni optimalizace” — viz [1]). Uvadime dualitni vztah mezi
nékterymi typy tloh. Cerpame zejména z ¢lanki [11], [16].

Sekce 3 dava zakladni teoretické poznatky o linedrnim semi-infinitnim programovani —
zejména podminky optimality, geometrické vlastnosti, dualitu. Vice o podminkéch optimality



prvniho a druhého Ffadu, geometrickych vlastnostech, ale také o stabilité, kvalifikacich omezeni
(které kvalifikuji napt. to, ze dand podminka je nutnou ¢i postacujici podminkou optimality)
viz [4], [5], [6], [7], [15].

Sekce 4 se zabyva numerickym fesenim tloh linearniho semi-infinitniho programovani —
viz napt. 2], 3}, [7], [8], [9], [15], [16], [18].

Dvé aplikace linearniho semi-infinitniho programovani z [7], [15] uvadime v sekei 5.

Pouzivame néasledujici znaceni:

Symbol Vyznam

0 vektor (0,...,0)T

1 vektor (1,...,1)7

A;. i-ty fadek matice A

A. j-ty sloupec matice A

A>B nerovnost matic (a vektorti) slozkach, tj. A;; > B;j Vi, j
AX0 matice A je positivné semidefinitni

conv cone(M) nejmensi konvexni kuzel (s vrcholem v poc¢atku) obsahujici
mnozinu M

span(M) lineérni obal mnoziny M

int M vnitiek mnoziny M

rbd M relativni hranice mnoziny M

cdd M uzdvér mnoziny M

M* pozitivni poldra mnoziny M C R", tj. MT = {y € R" |
(x,y) >0V e M}

v(P) optimalni hodnota ulohy P

Pfipomenme téz, ze tloha P se nazyva nepripustnd, pokud nema pripustné feseni (tj. zadny
bod nevyhovuje omezenim tlohy).

2 Ulohy a dualita v neexaktnim linedrnim programovani

2.1 Cty¥i zakladni tilohy

Méjme dany neprazdné mnoziny Q; C R™, j € {1,...,n}, a P; C R", i € {1,...,m}.
Uvazujme nasledujici ¢tyti tiidy tloh neexaktniho linedrniho programovani. V prvnich dvou
ulohach néjaky bod patii do mnoziny pripustnych FeSeni, pokud spliuje omezeni pro vSechny
realizace koeficientu (tzv. konzervationi ¢i pesimisticky p¥istup):

max{cTa:;xeXI}, X ={x cR"| Az <bVA;.€P;, i=1,...,m}, (I)
max {c’z; x € X}, XM ={xcR"|Ax <bVA.;€Q;, j=1,...,n}. (I

V dalsich dvou tilohach naopak néjaky bod patii do mnoziny piipustnych feseni, pokud splnuje
omezeni pro alesponi jednu realizaci koeficienttu (tzv. optimisticky ptistup):

min {b"y; y € Y'}, (I1I)
kde
Vi={yecR™|y>0, ATy =cprongaké A,. € P;, i=1,...,m}. (2.1)



min {b"y; y € Y}, (IV)
kde
VI ={yeR™|y>0, ATy =cprongaké A.; € Q;, j=1,...,n}. (2.2)

Mnoziny piipustnych feseni X7, X! jsou vizdy konvexni. Podle [16] je mnozina )}/ konvexni,
jsou-li konvexni P; pro véechna i € {1,...,m}. Mnozina Y/ neni obecné konvexni i kdyz jsou
vSechny mnoziny Q;, j € {1,...,n}, konvexni (protipfiklad viz [16]).

2.1.1 Uloha (I)

Uloha (I) je specidlnim typem tilohy linedrniho semi-infinitniho programovéni, kterym se
zabyvame v sekci 3. Proto poznatky uvedené v sekci 3 plati také i pro tulohu (I).

Definice 2.1
Ulohu
max{cT:c; aiTa: <b; Vi= 1,...,m},
kde a; € P;, i € {1,...,m} jsou pevné vektory, nazveme instanci problému (I).

Plati nasledujici tvrzeni z [1], které dava do souvislosti pfipustnost tlohy (I) (tj. neprézd-
nost mnoziny X1) s piipustnosti jejich instanci. Poznamenejme, Ze bez uvedenych piedpokladii
tvrzeni 2.2 vyroky (1), (2) obecné neplati.

Tvrzeni 2.2
Necht' existuje konvexni kompaktni mnozina P C R™ obsahujici vSechna pripustna FeSeni
vSech instanci problému (I). Potom

(1) Uloha (I) je nepfipustna pravé tehdy, kdy# je nepfipustna néjaks instance tilohy (I).
(2) Je-li iloha (I) pripustnd a v* jeji optimalni hodnota, potom v* je rovno supremu opti-

malnich hodnot vsech instanci. O

2.1.2 ZjednodusSeni ulohy (II)

Ukézeme si, jak zjednodusit popis mnoziny X!/ z (II) (pro ostatni tilohy tento postup obecné

nelze pouzit). Pfedpokladejme, Ze mnoziny Q;, j € {1,...,n}, jsou omezné. Definujme
@;j = sup {al-j; (aij, ... ,amj)T € Qj}, a;; = inf {aij; (aij,... ,amj)T € Qj} (2.3)
a matice
A= (@) eR™", A= (g;) e R™™ (2.4)

Pokud Q;, j € {1,...,n}, pfedstavuji konvexni polyedry, potom vypocet extremalnich hod-
not a;;, a;; podle (2.3) predstavuje feSeni tloh linedrniho programovéani o poc¢tu 2mn. Pokud
mnoziny Q;, j € {1,...,n}, pfedstavuji nadkoule v prostoru R™, potom extremalni hodnoty
a;;, @;; mizeme urcit snadno a dokonce vyjadiit explicitné. Necht Q;, j € {1,...,n}, pred-
stavuji nadkoule s popisem Q; = {a € R™ | |la —s;|| <r;}, j € {1,...,n}, kde s; € R™ jsou
jejich stfedy a r; > 0 jejich polomeéry. Potom Z.J =s;+rj1, A ; = s; — r;1. Nasleduyjici
jednoduché tvrzeni z [16] ¥ika, ze mnoziny Q; z (II) lze nahradit mnozinami

Qj={acR"|A  ;<a<A;} (2.5)



Tvrzeni 2.3
Necht mnoziny Q;, j € {1,...,n}, z (II) jsou omezené. Potom plati

X ={xcR"| Az <bVA.;€Q;, j=1,...,n}.

]
Dle tvrzeni 2.3 lze tedy mnozinu X!/ piepsat do tvaru
X ={zecR"|Ax <bYAcR™": A<A<A} (2.6)
Mnoziny Qj, j €{1,...,n}, z (2.5) pfedstavuji zobecnéné intervaly v prostoru R™ a tudiz

(viz téz [16], [17]) je tloha (II) ekvivalentni s obycejnou tlohou linedrniho programovani
max {cT;c+ —clz™; (@h,27) € AL},
kde

Xy ={(z",x7) e R?" | Azt — Az~ <b, ¥ >0, 2~ > 0}.

2.1.3 Prevody mezi tlohami (I)—(IV)

Nyni se podivejme, jaky je vztah mezi Glohami (I), (II) a mezi Glohami (III), (IV). Nejprve
ukdzeme, jak muzeme prevést tlohu (II) na dlohu (I). Vime, Ze za pfedpokladu omezenosti
mnozin Q;, j € {1,...,n}, mizeme mnozinu pfipustnych feseni tlohy (II) zapsat ve tvaru
(2.6). Definujme

Pi={acR"|A,.<a<A;} ie{l,...,m}. (2.7)

Potom X! = X! &mz jsme pievedli tlohu (II) na tlohu (I). Pokud Q;, j € {1,...,n},
predstavuji zobecnéné intervaly i v (2.2), lze analogicky pfevést i tlohu (IV) na tlohu (III)
(nebot Y = Y1), Za piedpokladu, Ze mnoziny P;, i € {1,...,m}, predstavuji zobecnéné
intervaly, tj. jsou tvaru (2.7) pro né&jaké matice A, A € R™*" potom lze obdobné pievést
ulohu (I) na ulohu (II) a tlohu (IIT) na tlohu (IV). Obecné ale takovéto prevody (“nejistotu”
danou v Fadcich na “nejistotu” ve sloupcich a naopak) provadét nemuzeme (viz [16]).

2.1.4 ZjednodusSeni tlohy (IIT)

Nyni se zabyvejme zjednodusenim tlohy (III). Necht P;, i € {1,...,m}, jsou omezené kon-
vexn{ polyedry s vrcholy al,...,a;". Potom tloha (III) je ekvivalentni s tlohou (viz [17]):

m Vi m.o v
min { >0 > vk SN wlal = eyl Z0vij}. (V)
i=1  j=1 i=1 j=1

Je-li ﬂg, i€{l,....,m}, 5 €{l,...,v;}, optimalni FeSeni tlohy (V), potom g; = Z;;l g{ je
optimdlni feseni (III) s volbou a; € P;, pro kterou plati:

. T ~
di — Z;:l EG"ZZ’ Yi 75 05
libovolné a; € P;, v; = 0.
Uloha (V) je obyéejnou tilohou linedrniho programovani, ale s velkym poétem proménnych
(je jich >~ v;). Pokud mnoziny P;, i € {1,...,m}, jsou tvaru (2.7), potom lze tlohu (III)
jesté vice zjednodusit, nebof mnozinu Y! lze piepsat do tvaru (viz napi. [10])

V={yeRm|ATy<c<A'y, y>o0}



Poznamka 2.4
Analogickou uvahu jako pro tlohu (III) lze provést i pro nésledujici varianty ulohy (III)

min{bTy; y >0, ATy < ¢ pro néjaké A ePi=1,... ,m}, (VI)
min {bTy; ATy < ¢ pro ngjaké A ePii=1,... ,m}. (VII)
Necht P;, i € {1,...,m}, jsou omezené konvexni polyedry s vrcholy al,...,a’. Potom tloha

(VI) je ekvivalentni s tlohou

min{ i b;

Ui

m v
v DY vlal<e vyl EOW,J’},
1

i=1 j= i=1 j=1
a uloha (VII) je ekvivalentni s tilohou
m Vi ) m Vi
min {3000t 30 e < evi i)
i=1 j=1 i=1 j=1

Pokud mnoziny P;, ¢ € {1,...,m}, jsou tvaru (2.7), potom lze tlohu (VI) snadno zjednodusit
na tvar

min {b"y; y >0, ATy <c}.
Ulohu (VII) nelze za stejného predpokladu vyrazné zjednodusit, nebof je to NP-t&zky pro-

blém.

2.2 Dalsi ulohy

A. Uvazujme ulohu z [16]:

max min ¢'xz, X ={x cR"| Az <bVA;.€P; i=1,...,m}, (VIII)
zeX ceC

kde C C R" je kompaktni konvexni mnozina. Jedna se o zobecnéni tlohy (I), nebot zde navic
uvazujeme “nejistotu” i ve vektoru cilové funkce. Zajima nés nejlepsi (maximalni) hodnota
cilové funkce pro nejhorsi moznou realizaci vektoru ¢ € C. Zavedenim nové proménné x, 1
mizeme ulohu (VIII) pfepsat na

max {mn+1; Ax <bVA;,.€P;, i=1,...,m, e — Tpt1 > 0 Ve e C},

coz je specidlni typ ulohy (I).

B. Uvazujme tlohu z [16]:
max {c'z; x € X}, X ={zxcR"| Az <bVAec M}, (IX)

kde M C R™*"™ je kompaktni mnozina matic, ¢ € R, b € R™. Také tento problém lze prevést
na tlohu (I). Sta¢i definovat P; = {A;. e R" | A e M}, ie {1,...,m}.
C. Uvazujme specialni typ tlohy (II) s pfidanymi podminkami nezapornosti proménnych (viz

[11], [17]):

max{cTa:; reX), X={xecR"|z>0 Az <bVA.;€Q;, j=1,...,n}. (X)



Diky nezdpornosti proménnych lze mnozinu pfipustnych feseni Xy prepsat do tvaru (srovnej
s (2.6)):
Xo={x e R" | Ax < b, x > 0},

kde matice A je definovana stejné jako v (2.4). V tomto piipadé miizeme tilohu zobecnit i na
ptipad, kdy mnoziny Q;, j € {1,...,n}, nejsou nutné omezené. Dostaneme-li @;; = oo pro
néjaké 7, j, potom musi nutné proménnd z; = 0.
D. Uvazujme ulohu (viz [11]):
min {b”y; y € W}, (XI)
kde
Vo={yeR™ |y >0, ATy >cprongjaké A.; € Q;, j=1,...,n}.

Jednd se o specidlni typ ulohy (IV), nebot staéi zavést doplitkové proménné do nerovnic
ATy > c. Piedpokladejme, Ze mnoziny Qj, j €{1,...,n}, jsou konvexni a tzv. “directed to
the right”, to znamené Va!, a? € Q; existuje a® € Q, takové, ze a' <al, a® < a’. Potom
mnozinu pripustnych feseni )y lze prepsat do tvaru

Vo={yeR™ | A y>c, y>0}

kde matice A je definovana stejné jako v (2.4). Potom je také ziejmé, Ze tilohy (X), (XI) jsou
navzajem dudlni.

E. Uvazujme dle [11] nésledujici zobecnéni ulohy (II), kde mnoZina pfipustnych FeSeni je
tvaru

Xl ={x eR"| Az € Q(D,b) VA.; € Q;, j=1,...,n}, (XII)
piicemz Q(D, b) je konvexni polyedr s popisem (D € R>*™, b € RY):
Q(D,b) ={z € R" | Dz < b}.
Bod « nélezi do X g pravé tehdy, kdyz splinuje nerovnost
DAx <b Va;cQj, j=1,...,n.

Oznac¢me Q? = {Da € R' | a € Q;}, j € {1,...,n}. Takto jsme tilohu (XII) pievedli na
ulohu (II) s popisem mnoziny p¥ipustnych Feseni

X ={xcR"|Az <bVA. ;€ QP j=1,... ,n}

F. Uvazujme dle [1] specidlni typ tlohy (I), kde P; jsou tzv. elipsoidy s popisem
Pi={ri+ Ru; ||ul| <1}, i=1,....,m

pro uréité vektory r; € R™ a matice R; € R"**, i ¢ {1,...,m}. Bod € R" je pak pfipustny
pravé tehdy, kdyz pro vSechna i € {1,...,m} plati

b; > max {r]z +u' Rl z; |[ul| <1} =rlz+|R]z|.
Uloha (I) potom piejde v tlohu
max {c’z; rlz+||Rlz| <bi=1,....,m},

coz je tzv. kuzelovd kvadratickd tloha s kone¢né mnoha omezenimi. Tuto tulohu lze feSit
v polynomialnim c¢ase tzv. metodou vnitinich bodt. Poznamenejme, ze do této podoby lze
prepsat i tlohu (I), kde P; jsou omezené konvexni polyedry resp. tlohu (IX), kde M je omezeny
konvexni polyedr.



2.3 Dualita mezi Glohami (I) a (III)

Budeme se zabyvat dualitou mezi tlohami (I) a (III). Opét poznamenejme, ze ulohy (I),
(ITI) jsou specidlnim typem tloh linedrniho semi-infinitniho programovani (XV), (XVI). Tu-
diz poznatky uvedené v sekci 3.2 plati i pro tlohy (I), (III). Pfedpokladejme, Ze mnoziny
Pi, it € {1,...,m}, jsou kompaktni. Definujme nésledujici konvexni kuzely s vrcholy v po-
¢atku (tzv. prond a druhy momentovy kuZel mnoziny X7)

s
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M,, = conv cone( (2.8)

M1 = conv cone( (2.9)
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Nasledujici véta o dualité je prevzata z [16].

Véta 2.5

(1) Bud M1 uzaviena mnozina. Pokud ma tloha (I) optimalni feSeni nebo tloha (III) je
pripustnd a v(III) > —oo, potom tloha (III) ma optimalni feseni a v(I) = v(III).

(2) Necht ¢ € int M,, a necht tloha (I) je pfipustna. Potom tloha (I) m& optimalni FeSeni
a v(I) = v(III). O

Postacujici podminky pro uzavienost M,, ;1 jsou napf. nasledujici dveé:

e Slaterova podminka, tj. existuje 2° € R" takové, ze Az® <bVA;. € P;, i=1,...,m.
e existuje koneénd podmnozina S mnoziny ", {(3) | a; € P;}, pro niz plati M1 =
conv cone(S).

Nasledujici dusledek udéva postacujici podminky pro silnou dualitu tloh (I), (III).

Dusledek 2.6

(1) Necht ¢ > 0 a pfipustna mnozina ulohy (I) je omezena. Potom ulohy (I), (III) maji
optimalni feseni a v(I) = v(III).

(2) Necht P;, i € {1,...,m}, jsou konvexni polyedry. Ma-li jedna z tloh (I), (III) optimalni
feSeni, potom i druhd mé optimalni feseni a v(I) = v(III). O

Dle [17] plati navic: Jsou-li P;, ¢ € {1,...,m}, konvexni polyedry a jedna z tloh (I), (III)
je neomezend, potom druhd je nepfipustna.

2.4 Dualita mezi Glohami (XIII) a (XIV)

Bud C C R"™ neprézdné uzaviena konvexni mnozina. Uvazujme nésledujici tulohy (viz [13],
[14]):

max min ¢'z, X ={xrcR"| Az <b, x>0}, (XIII)
xzeX ceC
min {bTy; ATy = w, y > 0 pro néjaké w € C}, (XIV)

kde A € R™*" b € R™. Pro tlohy (XIII), (XIV) plati nasledujici véta o dualité pfevzata
z [13], [14].



Véta 2.7
(1) Jsou-li ulohy (XIII), (XIV) pfipustné, pak v(XIV) > v(XIII).
(2) Je-li v(XIII) > —o0, potom tloha (XIV) ma optiméalni feSeni a v(XIV) = v(XIII).
(3) Je-li * optimalni feseni tlohy (XIII) a (y*,w*) optimélni feSeni tulohy (XIV), potom
plati podminka komplementarity (Ax* — b)Ty* = 0.

(4) Je-li (y*,w*) optimalni Feseni tlohy (XIV), potom existuje néjaké optimalni Feseni tlohy
max {'w*Tar:; x € X}, které je optimalnim fesenim tlohy (XIII). O

3 Linearni semi-infinitni programovani

Ulohou linearniho semi-infinitniho programovani rozumime tilohu:
inf{cTa:; re X}, X={xcR"|alx>bVtecT} (XV)

K tloze (XV) uvazujeme duélni (tzv. Haarovu) tlohu ve tvaru

sup {b7x A€ v}, ¥={xer Y nai=cf, (XVI)
teT
kdece R",a:7 — R", b:7T — R a7 CR™ kompaktni (obecné nekoneéna) mnozina.
Symbol ]R'_Z' z (XVI) znac¢i mnozinu funkei XA : 7 +— R, které jsou nenulové (tj. kladné)
jen pro koneény pocet prvki z 7 (potom je vyraz b'A = > 7 bi A dobfe definovany, nebof
s¢itame pres koneény pocet prvki).
Definice 3.1

Nerovnice a’x > b se nazyva linedrni disledek mnoziny X, jestlize je splnéna pro vSechna
x € X. Mnozina X se nazyva lokalné Farkas—Minkowskd (LFM), jestlize kazdy linearni di-
sledek X, urcujici opérnou nadrovinu X, je zaroven linedrnim dusledkem néjakého koneéného
podsystému X. Déle oznaéme jako A(z) = conv cone{a; € R" | al'x = b;} tzv. aktivni kuZel.

Plati nasledujici véta z [6]. Podminka (2) véty je Karush-Kuhn-Tuckerova podminka
(KKT), podminka (4) je podminkou na sedlovy bod lagrangeovy funkce L(z,\) = ¢’z +
> et Aelby — a] z). Poznamenejme, Ze exituje mnoho variant KKT-podminek za platnosti
ruznych kvalifikaénich podminek omezeni (napf. viz [15]), pro ilustraci uvadime jen jednu.

Véta 3.2
Necht X je (LFM) a necht «* € X. Potom nésledujici podminky jsou ekvivalentni

(1) x* je optimalnim feSenim tulohy (XV);
(2) c € A(x");
(3) existuje A* € ) takové, ze \f(a] z* — b)) =0Vt € T;
(4) existuje A* € Rfl takové, ze L(x*,A) < L(x*,A\*) < L(x,\") pro vSechna x € R" a
Aer 0
3.1 Geometrické vlastnosti mnoziny X

V této sekci uvadime mj. podminky, za kterych je mnozina X omezend, neprazdna, podminky
urcujici krajni bod X.



Je-li mnozina 7 C R™, potom je X vzdy uzaviend a konvexni mnozina (viz [5], [15]).
Tvrzeni plati i naopak. Kazda uzaviena konvexni mnozina muze byt reprezentovana ve formé
Xprourc¢ité a:7 —R", b:7T—Ra7 CR™.

Oznacme tzv. referencni kuZel k mnoziné X jako

K = conv cone( { (ZZ) lteThuf (_01> b, (3.1)

Potom dle [6] plati (je-li & # ), ze a’x > b je linearni disledek X pravé tehdy, kdyz
(%) € el K. Mnozina X predstavuje konvexni polyedr pravé tehdy, kdyz cl K predstavuje
konvexni polyedricky kuzel. Nésledujici véta z [4] uvadi ekvivalentni podminku omezenosti
mnoziny X.

Véta 3.3
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) Mnozina X je omezend;
(2) {alx>0|tc T} ={0};
(3) My =R";

(4) <°1> € intK;
(5) existuje konecnd T' C T takova, ze X(T') je omezend mnozina. O

Definujme analogicky jako v (2.8) tzv. pruni a druhy momentovy kuzel pro tlohu (XV):

M, = convcone{a, |t € T}, (3.2)

M1 = conv cone{ <Zt> |t e ’T} (3.3)
t

Z definice mnoziny ) piimo plyne, 7e Y # 0 < ¢ € M,,. Nésledujici véta 3.4 z [5] udava
zase ekvivalentni podminky p¥ipustnosti tlohy (XV). Pro 7’ C 7 znacime symbolem XV(7”)
ulohu (XV) s indexovou mnozinou 7’ a symbolem X(7’) mnozinu pfipustnych feSeni této
ulohy.

Véta 3.4
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) X #0;
(2) (‘1’) g cl My i1;

(3) <‘1’> ¢ cl K;

(4) Pro kazdou spoc¢etnou mnozinu 7' C T je X(T') # 0;

(5) existuje kompaktni mnozina, kterd ma neprazdny prinik s kazdym systémem X (7")
pro vsechny konecné 7' C T. O

Definice 3.5
Ozna¢me D(X,x) = {d € R" | 3¢ > 0, x + ed € X'} mnozinu pFipustnych sméri z bodu
x. Mnozina X se nazyva lokdlné polyedrickd, pokud A(x)t = D(X,z) pro vechna = € X.
Oznacéme L(x) = span{a; € R" |a]x =b;,, t € T}.



Plati nasledujici véta z [6], kterd charakterizuje krajni bod mnoziny X z ulohy (XV) a
krajni bod mnoziny ) z ulohy (XVI).

Véta 3.6

(1) Je-li X lokélné polyedrickd mnozina, potom bod © € X je krajni bod X pravé tehdy,
kdyz L(x) = R™.

(2) Bod A € Y je krajni bod Y pravé tehdy, kdyz vektory {a; | Ay > 0} jsou linedrné
nezavisleé. O

3.2 Dualita

Tato sekce se zabyvéa dualitou tloh (XV), (XVI) linedrniho semi-infinitniho programovani.
Nejprve si ukdzeme, jak spocitat optimélni hodnotu tlohy (XV) resp. (XVI) pomoci kuzele
K resp. Mp+1 z (3.1) resp. (3.3). Plati nasledujici rovnost (viz [6])

v(XV) = max {a e R; (2) € cl/c}.

Pro hodnotu dudlni tlohy (XVI) podle [7] plati:

e

C
(0%

o(XVI) = max {a € R; <C> € Mo |
)

:max{ozeR; < GIC}.

Véty 3.7 a 3.8 Cerpame z [15].

Véta 3.7 (slaba dualita)
Necht € X, X € Y. Potom plati ¢ = > bT' . Je-li ¢T'x = b' X, potom x resp. A je optimalni
feseni tlohy (XV) resp. (XVI). O

Zavedeme nasledujici kvalifika¢ni podminky omezeni:

e Slaterova podminka: existuje 2° € R" takové, ze al z° < b, Vt € T; (3.4)

e dudlni Slaterova podminka: ¢ € int M,,. (3.5

Véta 3.8 (silna dualita)
Necht plati podminky (3.4), (3.5). Potom existuje * optimalni feseni (XV) a X* optimélni
fesent (XVI) a cz* = bT A" O

Bez uvedenych predpokladt obecné véta 3.8 neplati. Na rozdil od linedrniho programovani,
pouhd pfipustnost obou duélnich taloh (XV), (XVI) neimplikuje existenci jejich optimélnich
feSeni a existence optimalnich FeSeni x*, A* neimplikuje rovnost ¢’ x* = b’ A* (protipriklad
viz [15]). Nasledujici véta z [7] uvadi postacujici podminku pro rovnost v(XV) = v(XVI)
(srovnej s vétami 4.4 a 4.6).

Véta 3.9

(1) Necht v(XVI) € R (nemusi se ale nutné nabyt) a ¢ € int M,,. Potom v(XV) = v(XVI)
a uloha (XV) ma optimalni FeSeni.

(2) Necht v(XV) € R (nemusi se ale nutné nabyt) a M,1 je uzavieny kuzel. Potom
v(XV) = v(XVI) a tloha (XVI) ma optimalni feseni. O
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Perfektni dualitou mezi tlohami (XV), (XVI) rozumime situaci, kdy v(XV) = v(XVI),
anebo v(XV) = 0o a v(XVI) = —oco. V linedrnim programovani je perfektni dualita vzdy
zarucena. V linedarnim semi-infinitnim programovéani plati perfektni dualita pouze za urcitych
predpokladu. Nasledujici véta z [7] uvadi postacujici podminku pro perfektni dualitu. Vyuziva
se v ni fakt, ze je-li mnozina M,, 1 uzaviena, potom je uzaviend i K.

Véta 3.10
Necht X # (). Potom K je uzaviena mnozina pravé tehdy, kdyz ulohy (XV), (XVI) jsou
v perfektni dualité a iloha (XVI) ma optimalni FeSeni. O

3.3 Souvislost se semidefinitnim programovanim

Méjme tlohu semidefinitniho programovani nasledujiciho typu (viz [15])

n
min {c"x; Y Ajz; - B = 0}, (XVII)
j=1
kde Ay,..., A,, B € R*¥ jsou symetrické matice. Obecna symetrickd matice M je positivné

semidefinitni pravé tehdy, kdyz ¢/ Mt > 0 V¢ : ||| = 1. TudiZ lze Glohu (XVII) pieformulovat
jako tlohu linearniho semi-infinitniho programovani (XV), kde

a; = (tTAt,..  tTALt), by=t'Bit, T={tcRF||t]|=1}.

Poznamenejme, ze z vypocetniho hlediska neni vyhodné tlohu (XVII) pfevadét na ulohu
linedrniho semi-infinitniho programovéni, nebot tlohy typu (XVII) lze fesit v polynomialnim
Case napf. metodou vnitinich bodu ¢i elipsoidovou metodou.

4 Numerické metody reseni

Jak jsme ukézali v sekci 2, v urcitych situacich lze prevést tllohu neexaktniho programovani
na obycejnou ulohu linearniho programovani. OvSem i tato tloha mtze mit veliké rozméry
a nékdy takovato redukce neni vibec proveditelna. Nezbyva proto nez si pomoci numeric-
kymi metodami k obecné pribliznému feseni. Numerickymi metodami feseni linearniho semi-
infinitniho programovani se vénuje napt. [3], [7], [8], [9], [15], [16], [18]. Na prvnim misté
zminme metodu fezi (viz [2], [16], [18]). V [8] autofi studuji metody pfipusnych sméri (véetné
rozsifeni simplexové metody na feSeni linedrniho semi-infinitniho programovani). Numerické
metody a geometrické vlastnosti tzv. analytickych systémii najdeme v [3]. Perturbacéni me-
toda je popséna v [18], logaritmickd barierovd dekompoziéni metoda v [9]. V [15] najdeme
metodu piipustnych smért, metodu zalozenou na KKT-podminkach a disktretiza¢ni metody
(nekoneénou mnozinu indexi nahrazujeme posloupnosti dostateéné hustych koneénych pod-
mnozin). Metoda zaloZena na lokélni redukci je popséna v [7].

4.1 Metoda Fezu

Uvazujme tlohu (I) ze strany 2. Budeme pouzivat néasledujici znaceni: I(P;) oznacuje tlohu (I)
se zadanymi mnozinami P;, i € {1,...,m}. Metoda fezi dle [16] je zaloZzena na nésledujicim
postupu.

Algoritmus 4.1
krok 0. Dany mnoziny P;, i € {1,...,m}. P¥itad k = 0. Vyber kone¢né podmnoziny P¥ C P,
ie{l,...,m}. Zvol a > 0.
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krok k. Vytes tlohu linearniho programovani I(PF), necht ma optimélni feseni «*. Déle pro
i = 1,...,m FfeSme nésledujici tlohy obecné nelinedrniho programovani (necht maji
optimélni feseni a¥)

max{aTa:k; ac Pi}

a urceme maximum
Pl = max {(af)T;ck —bi;i=1,... ,m}.

Je-li pr < a, konec. Jinak prirad Pl-kﬂ =Pru{al}, i€ {1,...,m}, k=k+1 aopakuj
krok k.

Pro P;, i € {1,...,m}, konvexni polyedry je tato metoda vzdy koneénd, obecné ale byva
konvergence velmi pomald. Zrychlenim metody Fezi se zabyva [2].

4.2 Diskretiza¢ni metody

Definujme si nékteré pojmy tykajici se diskretizace tilohy (XV) linedrniho semi-infinitniho pro-
gramovani. Ozna¢me symbolem S mnozinu optimalnich feSeni tlohy (XV). Definujme vzddle-
nost mezi mnozinami 7’ a7 jako p(7") = maxcr dist(¢t, 7'), kde dist(¢, 7’) = ming ez ||t — /||

Definice 4.2
Uloha (XV) se nazyva konecné redukovatelnd, pokud existuje kone¢na mnozina 7' C 7 ta-
kova, ze v(XV) = v(XV(T")). Uloha (XV) se nazjva slabé diskretizovatelnd, pokud existuje
posloupnost koneénych mnozin 7, C 7, k = 1,..., pro kterou plati v(XV (7)) — v(XV)
pro k — oo. Uloha (XV) se nazyva diskretizovatelnd, pokud pro kazdou posloupnost koneé-
nych mnozin 7, C 7 spliujici p(7;) — 0 existuji optimalni feseni a* dloh XV(7;) a plati
dist(z*,S) — 0 a v(XV(T})) — v(XV).

Plati nésledujici jednoduché vztahy. Je-li 77 C 73, potom v(XV (7)) < v(XV(73)). Je-
li tloha (XV) koneéné redukovatelna, potom je i slabé diskretizovatelnd. Hlubsi vysledky
obsahuji nasledujici véty 4.3 a 4.4 z [15], véta 4.5 z [7] a véta 4.6 z [5] .

Véta 4.3

Bud X neprazdna a omezend mnozina. Potom tloha (XV) je konecné redukovatelna pravé

tehdy, kdyz je slabé diskretizovatelna a dudlni tiloha (XVI) je pfipustna. U
Véta 4.4

Bud X # (). Potom tloha (XV) je slabé diskretizovatelnd pravé tehdy, kdyz v(XV) = v(XVI).

O

Véta 4.5

Predpokladejme, ze plati nasledujici typ Slaterovy podminky: pro kazdych n+1 bodiity, ..., t, €

T existuje 2° takové, Ze atTa:O > b Vt =tg,...,t,. Potom existuje n-prvkova mnozina 7, C 7T,

pro kterou plati v(XV) = v(XV(7,)). O
Véta 4.6

Necht X # (), ¢ & rbd M,,. Potom tloha (XV) je slabé diskretizovatelna. O

Nasledujici véty z [15] uvadi postacujici podminky pro diskretizovatelnost.

Véta 4.7
Méjme posloupnost kone¢nych mnozin 7, C T, k = 1,... Necht Ty C T;; Vk > 1 a necht
p(7y) — 0 pro k — oo. Necht X (7y) je kompaktni mnozina. Potom uloha (XV) je diskretizo-
vatelna posloupnosti 7, k=1,... O
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Véta 4.8
Necht X # 0, ¢ € int M,,. Potom tloha (XV) je diskretizovatelnd a mnozina jejich optimal-
nich feseni S je neprazdna a omezena. O

Diskretiza¢ni metody spocivaji na nasledujicim algoritmickém schematu.

Algoritmus 4.9
krok 0. Vyber kone¢nou podmozinu 7o C 7, k = 0. Zvol o > 0.

krok k. Vyftes tlohu XV(7},), necht ma feseni «*. Je-li al ¥ > b; —a pro viechna t € 7, konec
(jsme dostatecné blizko mnoziné pfipustnych feseni). Jinak vyber “jemnéjsi” diskretizaci
Ti11. Piitad k = k + 1 a opakuj krok &.

Mozny zptisob jak volit diskretizace je navrzeny v [7]. M&me t° € R™ pevné a h € R™,
h > 0. Definujme rastr

Th:{tGT’tht]Q—l-Zjhj, zj € 1L, j:1,...,m},

ktery je zakladem pro nasledujici variantu diskretiza¢ni metody.
Algoritmus 4.10
krok 0. Zvol t°, h® € R, h > 0 a o > 0. Pitad k = 1.
krok k. Prifad h* = n—lkhkfl, kde ny € N, n > 2. Vyber ’j'hk C T, (na zakladé znalosti

hodnot #*~!, 7, x-1). Vytes tlohu XV(7,x), nechf mé optimélni feseni &*. Je-li af " >
by — a Vt € T, x, konec. Jinak ptfifad k = k + 1 a opakuj krok k.

Casto se ptidava podminka, aby pocet iteraci algoritmu byl alespoii kg, ko € N. Pii viybéru
T, € Tpr je vhodné vyuzit maximéalné informace z minulych iteraci algoritmu. Tento vybér
se také doporucuje provést tak, aby platila inkluze

Tor Dt € Tp | al &1 > by — 7},

¥ T

kde v > 0 je pevny prah. Je-li v “prilis” veliké, vede to k mnoha omezenim v tloze XV (7, ),
je-li “prilis” malé, muze to mit podobny uc¢inek pti dalSich iteracich algoritmu.

4.3 Vyménna metoda

Uvazujme tlohu (XV). Vyménna metoda je zaloZena na nésledujicim algoritmickém schematu

(viz [7], [15]).

Algoritmus 4.11
krok 0. Vyber kone¢nou podmozinu 7o C 7, k= 0. Zvol a > 0.

krok k. Spocitej feseni ¥ tlohy XV(7%). Spocitej lokalni feseni tllw ..., ;" ulohy

min {a/ z" —by; t € T} (4.1)
Je-li agsck > b, — a pro vSechna t = t1, ... ,t,*, konec. Jinak vyber

Piitad k = k + 1 a opakuj krok k.
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Tento algoritmus se nazyva vyménnd metoda, nebot v kazdé iteraci (4.2) se nékteré ome-
zeni ptidaji do X' (7;) a nékteré odeberou. Lze uvazovat rizné varianty algoritmu. Je-li krok
(4.2) nahrazen pfifazenim Ty 41 = T, U{t},. .. ,tF}, pak se jedna o variantu algoritmu blizkou
diskretiza¢nim metodam. Je-li navic v k. kroku vzdy vx = 1 (tj. vybirdme jen jedno lokalni
feseni tlohy (4.1)), potom se jednd pfimo o metodu fezti popsanou v sekei 4.1.

Véta 4.12
Predpokladejme, ze v kazdém kroku algoritmu 4.11 je jedno z ti,, ..., ;" zaroveil globalnim
feSenim ulohy (4.1). Necht dale X je omezend mnozina. Potom algoritmus 4.11 s a« = 0 bud
skon¢i po kone¢né mnoha krocich v feseni tlohy (XV), nebo kazd& posloupnost {xk}z"zl ma
aspor jeden hromadny bod a kazdy hromadny bod této posloupnosti fesi tlohu (XV). O

4.4 Metoda pripustnych sméru

Uvazujme tlohu (XV). Metoda pfipustnych smért je zalozena na nasledujicim algoritmickém
schematu (podrobnéjsi popis jednotlivych kroku viz [15]).
Algoritmus 4.13
krok 0. Vyber po¢ateéni piipustné feseni ¥, k = 0.
Ekrok k. Je-li ¥ lokalni minimum tlohy (XV), konec. Jinak vyber smér, ve kterém cilova

funkce klesé od bodu z* a v tomto sméru piejdi do piipustného bodu ¥+ s minimalni
hodnotou cilové funkce. Prirad k = k + 1 a opakuj krok k.

Pododnéa pfedchozimu algoritmu je metoda pfipustnych smértu simplexového typu z [8].
Je zalozena na néasledujicim algoritmickém schematu:
Algoritmus 4.14
krok 0. Najdi pocatecni piipustné feseni 2° tlohy (XV), k = 0. Neni-li ° krajni bod mnoziny
X (napf. podle véty 3.6), potom uréi smér a v tomto sméru prejdi v krajni bod !

mnoziny X a prifad k = 1.

krok k. Je-li ¥ lokalni minimum tlohy (XV), konec. Jinak vyber smér, ve kterém cilova
funkce klesa od bodu z* a v tomto sméru piejdi v krajni bod x*t! mnoziny X. Ptifad
k =k + 1 a opakuj krok k.

4.5 Metoda zaloZzena na KKT-podminkach

Definice 4.15
Méjme x° € X z (XV). Mnozina aktivnich podminek pro bod x° je definovana takto: Z(x") =
{teT|alx’ =0}

Dle [15] je za uréitych predpokladii mnozina aktivnich podminek kone¢néa. Proto i soustava
KKT-podminek je koneénérozmérna a lze ji feSit uréitymi numerickymi metodami (Newto-
nova, ...).

5 Aplikace
Aplikce lze najit napf. v [1], [7], [15].

Priklad 5.1 (minimalizace ceny omezeni zne¢isténi vzduchu z [7])
Predpokladejme, Ze existuje n zdroji chemicky inertnich znecisténi vzduchu v kraji, jejichz
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emise musi byt fizeny tak, aby ro¢ni primér znecisténi vzduchu v kazdém bodé ¢ kraje 7 byl
pod ur¢itym limitem. Pfitom pozadujeme, aby hledané Fizeni bylo co nejlevnéjsi. Necht a]
zna¢i ro¢ni prumér koncentrace zne¢isténi v bodé ¢ € 7 zdroje j pred fizenim a nechf ¥, je
maximalni povoleny limit koncentrace znecisténi v ¢t € 7. Necht z; je zlomek, o ktery omezime
zdroj j, nesmime vSak pfesdhnou horni hranici u; € (0, 1), tedy 2; € (0,u;). Po zahajeni fizeni
bude tedy ro¢ni koncentrace znecisténi Z?Zl(l — z;)aj. Cena za omezeni zdroje j o zlomek z;
necht je linedrni c¢;z;. Potom program fizeni omezeni znecisténi vzduchu lze formulovat jako
tlohu linearniho semi-infinitniho programovani

min {cTz; (1- z)Tat <, VteT,0<x< u}

Priklad 5.2 (problém portfolia z [15])
Chceme investovat k jednotek penéz mezi n druht akcii na jedn rok. Do akcie ¢, i =1,...,n,
investujeme x; jednotek penéz a predpokladame vydélek z; jednotek penéz na jednu jednotku
vlozenou do akcie i. Chceme tedy maximalizovat vydélek z”x, jenomZe hodnotu vektoru z
dopredu nezname. Nicméné predpokladame, ze vektor z nabyva hodnot z néjaké kompaktni
mnoziny Z. Problém portfolia mizeme formulovat jako nasledujici tilohu linedrniho semi-
infinitniho programovani

max{v; Ze>vvzez 1Tz =k, acZO}.

6 Zavér

Linearni semi-infinitni programovani je velké odvétvi optimalizace a na toto téma bylo na-
psano mnoho ¢lankt. Neni mozné zde uvést vSsechny znamé vysledky, ukazali jsme jen ty
nejzakladnéjsi z nich. Pékné prehledy dosavadnich vysledkt najde ¢tendf napi. v [6], [7], [15].
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