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Abstrakt

Tato prace vznikla jako podklad pro zkousku z predmétu Pokrocilé partie opti-
malizace a konverni analyzy 2 (EKN028). Uvadime v ni nékolik zakladnich druhu
teénych a normalovych kuzeld véetné jejich mnoha vlastnosti a pfikladt. Tecné
resp. normalové kuzele ndm popisuji urcéitym zpusobem chovani mnoziny na jeji
hranici. Proto hraji tak dilezitou roli ve varia¢ni geometrii pti testovani pod-
minkek optimality, v urcovani stability apod. V této praci vychazime predevsim
z [2].

1 Uvod

Nez budeme hovorit o te¢nych a normalovich kuZelych, definujeme si nékteré pojmy, které
budeme potfebovat.

Necht S : R" — R™, potom definujeme
limsup S(z) = {u € R™ | 3z' - z, Fu* — u :u' € S(z?) Vi},

Tr—T
li;n_glf S(z)={ueR™| Ve -z Fu' — u, Jig:u' € () Vi > ip}.

, c s . . , . (0,00)
Vyraz © — I pouzivame pro konvergenci v mnoziné C, vyraz 7 \, 0 znamena 7  — 0.
Pro klasicky limes superior a inferior budeme pouzivat symbol Limsup a Liminf. Vjrazy
cl C, intC, convC znadi uzavér, vnitfek a konvexni obal mnoziny C. Necht C,C1,Cy C
R™ z € R", o € R. Potom

r+C={z+ylyeC}, alC={ay|lyelC}, Ci1+Cr={x;+xs|x1€Cr,z0 € Co}.

Projekce bodu Z € R™ na mnozinu C C R™: Po(Z) = {z € C'| ||z — Z|| = minyec ||y — 7| }.
Vzddlenost bodu € R" od mnoziny C C R": dc(z) = inf{||z — z|| | € C}. Mnozina
C C R”™ se nazyva lokdlné uzaviend v bodé € C, pokud je uzaviend mnozina C' N O pro
néjaké uzaviené okoli O bodu 7.

Je-li F': R™ — R™ spojité diferencovatelna funkce, potom jacobidn v bodé T € R” je
matice
(2560) e
8.%']‘ ij
Clarkova smérovd derivace funkce f : R" — R v bodé z € R" a ve sméru u € R™:

f°(Z,u) = Limsup flztru) - f(x)

z—T, T\0 T

VF(z)




2 Tecné a normalové kuzele

V nasledujici tabulce definujeme zékladni typy te¢nych kuzelti v bodé T k mnoziné C.

teény kuzZel v bodé T k mnoziné C definice
. o . . . _ . C-z
kontingenéni (Bouligandtv) kuzel Tc(z) = limsup
7\.0 T
5 e L = e .., C—x
Clarktv tecny kuzel Tc(z) = liminf
xg:i, \.0 T

Ekvivalentné muzeme definovat tecné kuzele takto:
To(@) ={u e R" | I\, 0, ' —u :Z+ 7' € C Vi}
d(z
o(Z + Tu) o,

W 14 € R" | Liminf
7\.0 T
TC(:E):{UGR"|VmingTi\OE|ui—>u:xi+Tiui e C Vi}

W rw e R | d2(z,u) = 0).

Obrézek 2: Ilustrace tecnych kuzelt, To(z) 2 T (7).

Ve vnitfnich bodech mnoziny jsou tecné kuzele rovny celému prostoru R", proto jsou
zajimavé pouze hrani¢ni body mnoziny. Obrazky 1 — 2 ilustruji nékolik pfipadt. Vzdy plati:
To(z) € Te(Z), oba teéné kuzele jsou uzaviené, Clarkuv navic konvexni.



Normaélové kuzele tzce souviseji s tzv. polarnimi kuzely. Necht K C R" je kuzel, poldrni
kuZel ke kuzeli K je definovan jako

K'={zeR"|(z,y) <0Vye K}

Polarni kuzel je vzdy uzavieny a konvexni a plati (K*)* = ¢l conv K. V nésledujici tabulce
definujeme zakladni typy norméalovych kuzeli v bodé T k mnoziné C.

normalovy kuzel v bodé Z k mnoziné C definice
regularni (Fréchettv) normélovy kuzel Ne(z) = TE (%)
Clarktv normalovy kuzel Ne(z) = To(x)
projek¢ni normaélovy kuzel Ne(z) = {\z—2) | A>0,% € Po(z)}
limiting (Mordukhovichiv) normalovy kuzel ]/\70(55) = lim Csup Ne(z) = lim Csup Ne¢(z)
2%z 25z

Nasledujici obrézky 3 — 6 ilustruji normélové kuzele. Vidy plati: No(Z) = cl conv N (),
N¢ (%) € Ne(z) € Ne(z) € Ne(z). Pokud C je uzaviena mnozina, pak kuzele T¢(Z),
N¢(Z) jsou navzajem polarni a stejné tak kuzele cl conv To(Z) a No(Z). Projekéni kuzel je
konvexni, ale nemusi byt uzavieny, regularni i Clarktv kuzel je z definice uzavieny a konvexni,
Mordukhovichiv kuzel je uzavieny, ale obecné ne konvexni.

~

Obrézek 3: Ilustrace normalovych kuzelt, No(z) = No(Z) = No (&) = Ne (7).

Definice 2.1 (Clarkova regularita)
Mnozina C' C R" se nazyva reguldrni v bodé & € C, pokud je v Z lokalné uzaviena a
Nc(.f') = Nc(.f')

Véta 2.2 (Charakterizace regularity)
Necht C' C R"™ je lokalné uzaviend mnozina v bodé T € C. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni s regularitou C' v bodé T:

(1) Ne(z) = Ne(@);
(2) Te(z) = To(x);
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Obrazek 5: Ilustrace piipadu, kdy Obrazek 6: Ilustrace ptipadu, kdy ]vc(f)
cl N¢(z) G Neo(z). neni uzavieny, ale cl No(Z) = No(Z).

(3) No() = Ta(2);

(4) To() = Ne(2);

(5) Pokud x; < Z, u' € No(at) a ul — u, potom u € N (z);

(6) Pokud u € T¢(Z), potom Yz, 7 i — u, Jig € N: vl € To(x?) Vi > ip. O

Véta 2.3
Necht C C R" je lokalné uzaviené v bodé & € C'. Potom

Tc(z) = liminf T (z).

C _
r—x

Véta 2.4 (Tefné a normalové kuzele ke konvexni mnozing)
Necht C C R" je konvexni mnozina, T € C. Potom

To(Z) =To(@) =c{yeR"|IN>0:2+ Ay € O},
Ne(z) = Ne(@) = Ne(8) = No(2) = {y e R | (y,z — &) <0 Vz € C}.

Je-li C lokalné uzaviené v T, potom je v bodé I regularni. O

Pro konvexni mnozinu mame i nésledujici tvrzeni. Necht () # C C R" je uzaviena konvexni
mnozina. Potom C je rovna pruniku te¢nych poloprostord k mnoziné C.

Véta 2.5 R R
Necht z; & 7€ C C R", u’ € No(z') a u' — u. Potom u € N¢(%). O



Véta 2.6
Necht C' C R" je uzaviend mnozina, & € C. Potom & € int C praveé tehdy, kdyz ]V(;(gﬁ) = {0}.

O
Véta 2.7 (Tec¢né a normélové kuzele pro konvexni polyedry)
Méjme konvexni polyedr C = {x € R" | al'z < b; Vi = 1,...,m}, méime ¥ € C a uvazujme
mnoZinu aktivnich podminek 1(z) = {i € {1,...,m} | al # = b;}. Potom teény i normalovy
kuzel predstavuje konvexni polyedricky kuzel s popisem
To(Z)={z e R" |alz <0 Vie I(z)},
Ne(Z@) ={y1a1+ ... + ymam €R" | y; > 0Vi € I(Z), y; =0 Vi & I(T)}.
O

3 Operace s kuzeli

V této sekci uvadime vztahy popisujici teéné a normalové kuzele pro prunik, soucet, kartézsky
soucin mnozin, obraz a vzor mnozin pii hladkych zobrazenich

Véta 3.1 (Tecné a normélové kuzele pro vzor mnoziny pii hladkém zobrazeni)
Méjme D C R™, spojité diferencovatelnou funkci F : R™ — R™. Necht C' = F~1(D) a necht
V F(Z) ma plnou hodnost pro bod & € C' . Potom plati

To(z) = {w € R" | VF(Z)w € Tp(F(z))},
Tco(r) ={w e R" | VF(z)w € Tp(F(z))},
Ne(z) ={VF(@)"y | y € Np(F(2))},
Ne (@) = {VF(@)"y | y € Np(F(7))}.

O
Véta 3.2 (Tecné a norméalové kuzele pro mnoZinu popsanou omezenimi)
Méjme uzaviené mnoziny X C R™, D C R™, spojité diferencovatelnou funkci F' : R" — R™,
Necht C ={x € X | F(z) € D} az € C. Potom:
To(®) C {w € Tx(z) | VF(@)w € Tp(F(2))}. (3.1)
Ne(@) 2 {VF@) Ty +w | y € Np(F(2)), w € Nx(2)}. (3.2)
Za podminky, ze jediny vektor y € ]/\\TD(F(:E)) sphiujici —VF(z)Ty € ]/\\TX(:E) je y =0, potom
plati:
Tc(z) 2 {w e Tx(z) | VF(z)w € Tp(F (7))},
Ne(z) C{VF@) Ty +w |y € Np(F(z)), w € Nx(z)}.
Pokud navic mnozina X je reguldrni v & a D je reguldarni v F(Z), potom C je regularni v &
a plati:
Tc(z) ={w € Tx(7) | VF(Z)w € Tp(F(2))},
Ne(z) = {VF(@) "y +w |y € Np(F(7)), w € Nx(z)}.
O

Ostréa inkluze v (3.1) nastane napf. v nasledujici situaci. Necht n = 2, F' : (z1,22) —
(23,23), D = (0,00)%, 7 = (0,0). Pak C = (0,00)? a te¢ny kuzel Tc(Z) = (0,00)%. Déle



méme Tp(F(Z)) = Tp(0,0) = (0,00)?2, jacobidn VF(Z) je nulovd matice a tedy pravé strana
ve vyrazu (3.1) je rovna R2.

Ma-li mnozina C popis C = {z € R" | f(z) < 0}, kde f : R® — R je libovolna funkce,
potom podle [1] plati Te(Z) 2 {u € R™ | f°(z,u) < 0}.
Véta 3.3 (Tecné a normalové kuzele pro kartézsky soucin)

Necht C = Cy X ... x Cp,, kde C; € R™ jsou uzaviené mnoziny, a necht & = (1, ...,Ty), kde
z; € C;. Potom plati:

To(z) CTe, (T1) X ... x T, (Tm), (3.3)
To(z) =T, (71) X ... x Te,, (Tm), (3.4)
Nc(:)_j‘) = N¢, (:)_3‘1) X ...x Ng¢,, (:ﬁm), (3.5)
Ne (&) = Ny (71) % ... x N, (Tm)- (3.6)
Navic, mnozina C je regularni v & praveé tehdy, kdyz jsou vSechny C; regularni v ;. U

Pfiklad, kdy ve vyrazu (3.3) nastane ostra inkluze, je nasledujici: C' = C; x Cq, C1 = Co =
{0}u{27% | k € N} a uvazujme bod 7 = (Z1,72) = (0,0). Potom T¢, (Z1) X T, (Z2) = (0,00)?,
ale vektor (w1, ws) € (0, 00)? padne do Tr(Z) jenom pokud podil wy /ws je celoéiselnad mocnina
Cisla 2.

Véta 3.4 (Tecné a normalové kuzele pro prunik mnozin)
Necht C = C1N...NCy,, kde C; € R™ jsou uzaviené mnoziny, a necht & € C. Potom:

To(3) C Tor(7) N ... O Te, (), (3.7)
Nc(Z) 2 Ney(Z) + ... + Ne, (T). (3.8)

Za podminky, ze kombinace vektori v; € JVCZ. (z) spliujici v1 + ... + vy, = 0 je pouze v; =
... = v, = 0, plati i nasledujici vztahy

TC’(j) 2701(3_3) N "'OTC'm(j)a (39)
No(Z) € Ney (T) + ... + Ne,, (7). (3.10)
Pokud navic jsou vsechny C; regularni v bodé x, potom rovnéz C' je regularni v T a inkluze
(3.7), (3.10) se stanou rovnostmi. O
Tc, (57) +Z Tc, (:J_L’) +

CinNnCy = {f}
Obrazek 7: Tlustrace ptipadu, kdy Teyne,(Z) & Tey (2) N T, (7).
Pfipad, kdy ve vztazich (3.7) — (3.8) nastane ostré inkluze a vztahy (3.9) — (3.10) nebudou

splnény, ilustruje obrazek 7. Pfipad, kdy ve vztazich (3.9) — (3.10) nastane ostra inkluze,
ilustruje obrazek 8.



T,

Obréazek 8: Iustrace piipadu, kdy T ne, (Z) 2 To, (Z) N Ty (7).

Véta 3.5 (Tecné a normélové kuzele pro obraz hladkych funkei)
Méjme C C R™, spojité diferencovatelnou funkci F' : R™ — R™. Necht D = F(C) ay € D.
Potom:

o> |J AVF@w|weTo(@)}, (3.11)
zeF~1(y)nC

No@ < () {weR™|VF@)Tye No(@)}. (3.12)
zeF~1(y)nC

Pokud existuje O okoli bodu § takové, e mnozina F~1(O) N C je omezena, potom plati:

To@ 2 () {VF@w|weTo()}, (3.13)
zeF-1(g)nC

Nomc | {yeR™|VF@Tye No@)). (3.14)
zeF-1(g)nC

Pokud C' je konvexni mnozina a F linearni funkce tvaru F(x) = Ax pro jistou matici A €

R™*"  potom pro vsechna & € F~1(jj) N C dostdvame
Tp(y) =Tp(y) = cl{Aw | w € Te(2)},
Np(y) = Np(9) = {y e R™ | ATy € No(2)}.

O

Pfipad, kdy ve vyrazu (3.11) nastane ostra inlkuze, je napf. nasledujici. Necht C' = (—1, 1),
F:xw— 22, D =(0,1) ag = 0. Potom Tp(y) = (0,00), F~1(7) = 0, VF(0) = 0, a tedy
prava strana ve vztahu (3.11) je rovna {0}.

Véta 3.6 (Tecné a normalové kuzele pro soucet mnozin)
Necht C = C1 + ...+ Cy,, kde C; € R™ jsou uzaviené mnoziny, a necht & € C. Potom:

@2 U (Ta@)+. o+ To @), (3.15)
T1+...ATm=%, T;€C;
Ne(z) C N (NCI (T1)N...NNg, (i;m)). (3.16)

Z1+..+ITm=E, T,€C;

Pokud existuje O okoli bodu Z takové, ze mnozina {(z1,...,xpy) € C1 X ... x Cp |21+ ...+



ZTm € O} je omezend, potom plati:

Te(z) 2 N (Ter@) + -+ T, (@)
Z1+..ATm=E%, T;€C;
Ne(z) € U (New(@) ... 0 Ney, (5m)).

Z1t+...+Tm=Z, Z,€C;

Pokud vsechna C; jsou konvexni, potom pro libovolny vybér z; € C; s vlastnosti Z1+. .. Ty, =
T dostavame

I

To(®) = el (Tey (71) + ..+ Ty, () )
Ne(z) = Ney(71) N ... 0 Ne, (Zm).-

Piipad, kdy ve vyrazu (3.15) nastane ostra inkluze, ilustruje obrazek 9.

TC1+Cz (j)

02 Cl + 02

Y

TCI (jl) + TCz (EQ)

Obrazek 9: Ilustrace piipadu, kdy T, 1+, (%) 2 Te, (Z1) + Te, (T2).

Zavérem

Definovali jsme rizné typy tecnych a normalovych kuzelt, uvedli jejich zakladni vlastnosti a
jak se zachovéavaji pfi mnozinovych operacich. Vse jsme osvétlili na prikladech a obrazcich.
Kde nebylo feceno jinak, ¢erpali jsme z [2].
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