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1. Úvod
Všestrannosť dnešných moderných počítačov je ohromná. Sú prostriedkami ve-

dúce k riešeniam komplexných úloh širokého spektra ľudského poznania. Priamo,
či nepriamo nám uľahčujú každodenný život a zefektívňujú výrobne procesy. A-
však ich pôvodný zámer, a to vykonávanie aritmetických a logických operácii,
je stále zachovaný.

Z princípu konečnosti, hlavným nedostatkom počítačovej aritmetiky, je jej ne-
schopnosť reprezentovať všetky reálne čísla. Ďalší problém, ktorý štandardná im-
plementácia čísiel s desatinnou čiarkou zavádza, je vznik zaokrúhľovacích chyb.
Vo výpočtoch vyžadujúce rigorózne výsledky, typicky vedeckých, takýto efekt
použitia počítačovej aritmetiky nie je akceptovateľný. Tieto nedostatky môžeme
čiastočné vyriešiť aplikovaním časti teórie numerickej matematiky. Konkrétne te-
órie intervalovej aritmetiky, z ktorej vychádza gro našej práce.

Korene intervalovej aritmetiky siahajú na prelom 50. a 60. rokoch 20. storo-
čia. Za otca tejto časti matematiky sa pokladá R. E. Moore, ktorý v roku 1959
publikoval článok Automatic error analysis in digital computation (Moore, 1959),
zaoberajúci sa možnosťami implementácie intervalovej aritmetiky v počítači. Ne-
skôr, v roku 1966, sú základy intervalovej aritmetiky predstavené v jeho knihe
s názvom Interval Analysis (Moore, 1966).

Intervalová aritmetika používa ako základnú entitu interval obsahujúci cielenú
hodnotu. Sú na nich zadefinované unárne a binárne aritmetické operácie, ktoré
poznáme z telesa reálnych čísiel. Sama však teleso netvorí. Výsledok takýchto
operácii závisí iba na hôrnych a dolných hraniciach vstupných intervalov. Ich
výpočtový čas, resp. počet inštrukcii, je konštanta krát horší ako v prípade reál-
nej verzie počítačovej aritmetiky. V bežných implementáciách je táto konštanta
rozumná, čo nám umožňuje relatívne rýchlo vykonávať aritmetické operácie bez
straty skutočnej výslednej hodnoty. Výsledný interval operácie intervalovej arit-
metiky zachytáva všetky možné výsledky, ktoré môžu vzniknúť aplikovaním ope-
rácie na vstupné hodnoty z intervalov.

Mohlo by sa zdať, že priamočiarym nahradením reálnej počítačovej aritme-
tiky za intervalovú dosiahneme vytúženého efektu. Takouto priamou aplikáciou
dostaneme reprezentáciu, ktorá myšlienkovo obsahuje skutočnú hodnotu, ale vý-
sledok môže byť viac obecný ako sme chceli. Šírka výsledného intervalu môže byť
veľká, a teda aj neurčitosť skutočnej hodnoty. Odbor intervalová analýza študuje
pravé efektívnejšie použitie intervalovej aritmetiky.

Jednou z otázok intervalovej analýzy je nájdenie aproximácie oboru hodnôt
polynómu nad uzavretým intervalom. Problém vyhodnotenia polynómu nad inter-
valom pre variabilný počet premenných je NP-ťažký (Gaganov (1981), Gaganov
(1985)), zatiaľ čo pre pevný počet premenných sa jedna o polynomiálny problém
(Grigoryev a Vorobjov, 1988). V práci sa zaoberáme priamo aplikáciou interva-
lovej aritmetiky na výpočet odhadu hornej a dolej hranice oború hodnôt poly-
nómov o jednej premennej nad intervalom. Koeficienty uvažovaných polynómov
sú reálne i intervalové.
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1.1 Ciele práce
• predstavenie metód hľadajúce obálku reálneho polynómu nad intervalovým

vstupom

• zovšeobecnenie metód pre intervalové polynómy

• implentacia zmienených metód v prostredí Matlab/INTLAB, prípadne pri-
danie podpory pre prostredie Octave/interval.

• numerické porovnanie implementovaných metód

Ďalším cieľom práce je, aby formálna úprava implementácii sa zhodovala
so štandardom používajúci v projekte LIME, vyvíjajúci sa na našej fakulte, pre ich
prípadnú jednoduchšiu integrovateľnosť do projektu. Primárnym bodom záujmu
toolboxu LIME je aplikácia intervalových metód v prostredí Matlab/INTLAB.

1.2 Podobné práce
Súčasťou toolboxu INTLAB je funkcia polyval počítajúca obálku reálneho

i intervalového polynómu nad intervalom. Pripúšťa polynómy viac premenných.
Pri defaultnej konfigurácii vo výpočtu používa Hornerovu schému. Je možné vynú-
tiť, aby výsledok bol súčet mocnín vyhodnotených nad intervalom, prenásobených
príslušnými koeficientmi.

V teoretickej častí čerpáme hlavne z práce Stahla (Stahl, 1995). Dôkazy vy-
chádzajúcej z nej sa snažíme konštruovať pochopiteľnejšie za cenu väčšej výre-
čnosti. Prinášame redukciu výpočtu obalu intervalového polynómu na výpočty
obalov reálnych polynómov, ako aj detailnejšie popisy subpolynómov vyskytu-
júce sa vo výpočtoch. Implementácie funkčných foriem polynómu sú založené
na pseudokódu taktiež od Stahla. Naša implementácia je slobodná a snaží sa
zaviesť prvky paralelizmus vo funkciách pracujúce s intervalovými polynómami.
Na základe numerického porovnania ponúkame globálne funkcie riešiace defino-
vaný problém.

1.3 Štruktúra práce
Druhá a tretia kapitola pokrýva základnú teóriu, od ktorej sa odrážajú im-

plementácie jednotlivých metód. V závere tretej kapitoly je predstavený prevod
umožňujúci použiť ľubovoľnú metódu hľadajúci obálku reálneho polynómu na náj-
denie obálky intervalového polynómu. Jednotlivé tvrdenia a ich dôkazy môžu
byť použite ako dokumentačné referencie pri nejasnostiach vzniknuté študovaním
zdrojového kódu.

Vo štvrtej a piatej kapitole nájdeme užívateľskú a programátorskú dokumen-
táciu popisujúcu typické úkony spojene s inštaláciou, používaním softwaru, ako aj
popis štruktúry a logiky súborov výslednej implementácie. Alternatívne za zdroj
dokumentácie je možné považovať okomentované zdrojové súbory, z ktorých sa ge-
neruje dokumentácia vo formáte html v priečinkoch doc.
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V šiestej kapitole nájdeme numerické porovnanie veľkosti nadhodnocovania
a runtimu jednotlivých metód počítajúce obálku polynómu. Dáta, z ktorých sme
vychádzali sú v prílohe.

Súčasťou práce je aj CD obsahujúce našu implementáciu a vygenerované dáta,
na ktorých je možné urobiť ďalšie numerické porovnanie jednotlivých metód.
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2. Základné pojmy
V tejto kapitole definujeme základné pojmy a značenia, ktoré nás budú spre-

vádzať zvyškom práce.

2.1 Interval a intervalová aritmetika
Definícia 1 (Interval). Intervalom a nazveme množinu definovanú ako

a := [a,a] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ a},

hornú hranicu značíme a, dolnú hranicu a.

O intervale, pre ktorý platí a = a hovoríme, že je degenerovaný. Interval
je symetrický, ak a = −a. Množinu všetkých reálnych intervalov označujeme IR.
Viacrozmerným intervalom (vektorom z IRn) hovoríme boxy.

Definícia 2 (Intervalová aritmetika). Majme a,b ∈ IR. Definujeme operácie
sčítania, odčítania, násobenia a delenia na IR nasledovne:

a + b := [a + b,a + b]
a − b := [a − b,a − b]
a · b := [min(R), max(R)] kde R := {a · b, a · b, a · b, a · b}
a/b := [min(R′), max(R′)] kde R′ := {a/b, a/b, a/b, a/b}, 0 ̸∈ b

Úlohou intervalovej aritmetiky je nájsť všetky možné hodnoty výpočtu, ku kto-
rým by sme dospeli zvolením ľubovoľných hodnôt zo vstupných intervalov, t.j.
nájsť množinu a ◦ b = {a ◦ b : a ∈ a, b ∈ b}, kde ◦ je príslušnou operáciou.

Existuje aj rozšírená intervalová aritmetika, ktorá pripúšťa a pracuje s neko-
nečnom (viď Popova (1994)).
Poznámka. Pre operácie + a · platí asociativita a komutativita. Neutrálne prvky
sú 0 = [0,0] a 1 = [1,1]. Avšak, nie každý prvok z IR má inverz.

Pre intervaly neplatí distributivita ako ju poznáme pre reálne čísla. Platí však
subdistributivita:

∀a,b,c ∈ IR : a(b + c) ⊆ ab + ac

Príklad:

[2,3] ∗ ([−1,0] + [4,5]) = [2,3] ∗ ([3,5]) = [6,15]
[2,3] ∗ [−1,0] + [2,3] ∗ [4,5] = [−3,0] + [8,15] = [5,16]

Príčinou tohto javu je skutočnosť, že výraz po roznásobení nezachytáva pô-
vodnú závislosť a a výrazu (b + c). Ide o tzv. dependency problem.

Definícia 3 (Obálka a obal). Obálka množiny M ⊆ R je ľubovoľný interval
H, pre ktorý platí M ⊆ H. Značíme [H]. Najmenšia možná obálka, vzhľadom
na inklúziu, je obal.
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Ďalšie značenia:

w(a) := a − a šírka intervalu
rad(a) := (a − a)/2 polomer intervalu
mid(a) := (a + a)/2 stred intervalu
int(a) := a \ {a,a} vnútro intervalu

mag(a) := max{|x| : x ∈ a} magnitúda intervalu
mig(a) := min{|x| : x ∈ a} mignitúda intervalu

2.2 Intervalové rozšírenie a monotónnosť
Jadrom záujmu tejto práce sú najmä intervalové rozšírenia polynómov. Ich

predpisy nám umožnia efektívne nájsť obálku oboru hodnôt polynómov nad ľu-
bovoľným intervalom.

Definícia 4 (Intervalové rozšírenie). Majme funkciu f : R → IR. Funkcia
F : IR → IR je jej intervalovým rozšírením, ak platí f(x) = F (x) pre ∀x ∈ R
a f(x) ⊆ F (x) pre ∀x ∈ IR.

Definícia pripúšťa ľubovolnú reálnu funkciu. My sa však zameriame len na po-
lynómy. Na reálne, tak aj na intervalové. Z definície ľubovoľný polynóm môže
mať viacero intervalových rozšírení. Tie budú typicky rôzne nadhodnocovať a to
v závislosti od faktoru šírky intervalu, prítomnosti 0 v intervale a ďalších faktorov.

Definícia 5 (Monotónnosť vzhľadom na inklúziu). Funkcia F : IR → IR je mo-
notónna vzhľadom na inklúziu, ak pre ∀x ⊆ y ∈ IR platí F (x) ⊆ F (y).

Táto vlasnosť nám zaručuje, že pri zmenšovaní šírky pôvodného intervalu
sa šírka oboru hodnôt nezväčší. Ďalej nám umožňuje rozdeliť vstupný interval
na viacero intervalov, spočítať intervalové rozšírenie nad nimi a zjednotiť ich vý-
sledky bez pridaného nadhodnocovania. Formálne:

y =
⋃
i∈I

xi ⇒
⋃
i∈I

F (xi) ⊆ F (y)

V nasledujúcej kapitole prezentujeme rôzné funkčné formy, ktoré sú interva-
lovými rozšíreniami. Všetky, až na Slope formu, su monotónne vzhľadom na ink-
lúziu.
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3. Intervalové formy
V tejto kapitole popisujeme intervalové formy pre reálne polynómy. Doká-

žeme, že takto definované predpisy sú intervalové rozšírenia reálneho polynómu.
Ďalej ukážeme monotónnosť vzhľadom na inklúziu niektorých foriem, optimálnosť
volieb istých parametrov a predpisy pomocných polynómov použitých v imple-
mentácii.

V poslednej podkapitole predstavíme prevod intervalového polynómu na dva
až štyri reálne polynómy. Ich koeficienty budú hranice koeficientov intervalového
polynómu. To nám umožní použiť ľubovoľnú formu pre reálny polynóm na výpo-
čet obálky intervalového polynómu.

V ďalších podkapitolách, pokiaľ na začiatku neuvedieme inak, používame reá-
lny polynóm p :

p(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ai ∈ R, i = n . . . 0

3.1 Hornerova forma
Hornerova forma je najpriamočiarenejším spôsobom výpočtu obálky hodnôt

polynómu nad intervalom používajúcim intervalovú aritmetiku. Je založený na
prepise polynómu do ekvivalentného tvaru, ktorý znižuje počet operácií násobe-
nia. Tento prepis poznáme aj pod pojmom Hornerova schéma. Ostatné formy
budú často používať práve Hornerovu formu istých polynómov pre jej jednodu-
chosť a rýchlosť.

Definícia 6 (Hornerova forma). Hornerova forma HFp : IR → IR pre polynóm p
je definovaná:

HFp(x) :=
(

. . .
(
(anx + an−1)x + an−2

)
x + · · · + a1

)
x + a0.

Hornerova forma polynómu p je intervalové rozšírenie p, podľa princípu fun-
govania intervalovej aritmetiky. Monotónnosť vzhľadom na inklúziu platí vďaka
tomu, že operácie intervalového sčítania a násobenia majú túto vlastnosť ako aj
skladanie funkcií, ktoré sú monotónne vzhľadom na inklúziu.

3.1.1 Nenadhodnocovanie Hornerovej formy
V tejto sekcii popisujeme postačujúcu podmienku určujúcu nenadhodnoco-

vanie Hornerovej formy. Charakterizácia celej triedy polynómov, ktorých Hor-
nerova forma nenadhodnocuje, nie je známa. Vo všeobecnosti platí, že ak sú
hodnoty vo vstupnom intervale dostatočne vzdialené od nuly, t.j. mig(x) ≥ b
pre isté b, tak je Horner presný. Horner je zrejme presný vtedy, keď je polynóm
iba konštanta. Na presnosť nemá vplyv ani prenásobenie celého polynómu −1.
Aditívna konštanta v polynóme tiež nemá vplyv. Tá len celý takmer výsledok po-
súva o konštantu. Preto budeme v tejto sekcii bez ujmy na všeobecnosti pracovať
s polynómom v tvare:

p(x) = anxn + · · · + a1x + a0 n ≥ 2, an > 0, a0 = 0

7



.
Vezmime do úvahy rekurzívne definované subpolynómy pi : R → R: popisu-

júce priebeh Hornerovej schémy v bode x:

pn(x) = an

pn−1(x) = pn(x) · x + an−1

pn−2(x) = pn−1(x) · x + an−2
...

p0 = p1(x) · x + a0

Zrejme p0(x) = p(x). Obal koreňov týchto polynómov tvorí Overestimation in-
terval. Prázdnota prieniku tohto intervalu s vnútrom vstupného intervalu nám
zaručuje nenadhodnocovanie Hornerovej formy.

Definícia 7 (Overestimation interval). Overestimation interval ep polynómu p
je interval tvaru:

ep := [{x ∈ R : ∃i 0 ≤ i ≤ n pre ktoré pi(x) = 0}].

Tento interval obsahuje 0 vďaka tvaru polynómu, ktorý sme uviedli na za-
čiatku sekcie (p0(0) = 0), teda platí e ≤ 0 ≤ e. Pre lepšiu čitateľnosť budeme
spodný index v zápise ep vynechávať.

Veta 1 (Stahl (1995), veta 3.1.12, Postačujúca podmienka). Pre ∀x ∈ IR \ R
plati:

int(x) ∩ ep = ∅ ⇒ HFp(x) = p(x).

Táto podmienka, žiaľ, necharakterizuje triedy polynómov, pre ktoré je Horner
presný. Existujú prípady, kedy táto podmienka neplatí a Hornerova forma nenad-
hodnocuje. Napríklad: p(x) = 2 · x má e = [0,0] a pre ľubovoľný interval x taký,
že 0 ∈ int(x) plati p(x) = HFp(x).

V dôkaze využijeme skutočnosť, že pre hodnoty mimo Overestimation inter-
valu sú subpolynómy pi monotónne. Nestačí, aby bol len p monotónny. Napríklad
p(x) = x2 − 2x je na intervale x = [1,2] monotónna funkcia a p(x) = [−1,0] ̸=
HFp(x) = [−2,0]. Monotónnosť subpolynómov pi je ukázaná v lemme 2. Cieľom
lemmy 3 je ukázať, že maximum i minimum Hornerovej formy pre intervaly x,
ktoré majú prázdny prienik s Overestimation intervalom, sa nadobúda v konco-
vých bodoch intervalu x. Priamym dôsledkom týchto dvoch lemm je táto veta 1
o postačujúcej podmienke pre presnosť Hornerovej formy.

Lemma 2 (Monotónnosť subpolynómov). Definujme sn := 1, si−1 := (−1)si pre
i = n − 1 . . . 1. Potom pre x1,x2 : x1 ≤ e ≤ e ≤ x2 platí:

0 ≤ pi(x2)
0 ≤ p′

i(x2)
0 ≤ sipi(x1)
0 ≥ sip

′
i(x1)

kde i = n . . . 0.
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Dôkaz. (Stahl (1995, strana 44)) Prvé dve nerovnosti budú platiť, ak pre e ≤ y ≤
z, i = 0 . . . n dokážeme:

0 ≤ pi(y) (3.1)
pi(y) ≤ pi(z).

To ukážeme indukciou. Pre i = n máme pn(y) = an ≥ 0, konštantnú funkciu,
pre ktorú tvrdenie zrejme platí. Indukčný krok: pi−1(z) = pi(z)z+ai−1 ≥ pi(y)y+
ai−1 = pi(y). Nerovnosť platí z IP, nezápornosti a usporiadania y a z. Pre spor,
v dôkaze (3.1) predpokladajme pi−1(z) < 0. Polynóm pi−1(x) nie je konštanta.
Je to rastúca funkcia pre x ≥ e. Zo spojitosti existuje h : h > z ≥ e kde sa
nadobudne nula: pi−1(h) = 0. To je spor s e (horná hranica intervalu e je najväčšie
číslo, kde niektorý zo subpolynómov nadobudne nulovú hodnotu).

Podobne posledné dve nerovnosti z lemmy budú platiť, ak pre y ≤ z ≤ e, i =
0 . . . n platí:

0 ≤ sipi(y) (3.2)
sipi(z) ≤ sipi(y).

Opäť, pre i = n máme pn(y) konštantnú funkciu. Indukčný krok:

si−1pi−1(y) = si−1pi(y)y + si−1ai−1 = −sipi(y)y + si−1ai−1

≥ −sipi(z)z + si−1ai−1 = si−1pi(z)z + si−1ai−1

= si−1pi−1(z).

Nerovnosť platí vďaka IP, nekladnosti a usporiadaniu y a z.
Nerovnosť (3.2): pre spor predpokladajme 0 > si−1pi−1(z). Funkcia si−1pi−1(x)

nie je konštanta, ale je klesajúca pre x ≤ e. Zo spojitosti existuje d : d < z ≤ e
kde sa nadobudne nula: pi−1(d) = 0. To je spor s dolnou hranicou intervalu e
(d by musela byť tou hranicou).

□

Na polynóm sa môžeme pozerať z Horneroveho pohľadu ako na funkciu o via-
cerých premenných. Je to zapríčinené tým, že intervalová aritmetika v schéme
nepracuje s premennou ako celkom počas celého výpočtu. Každý výskyt v zá-
pise polynómu pre ňu znamená novú premennú. Horner je potom obal takejto
funkcie o viacerých premenných. Reálne maximum a minimum pôvodného poly-
nómu sa nachádza na uhlopriečke boxu x × · · · × x spájajúcej body (x, · · · , x)
a (x, · · · , x), t.j. v bode tvaru (m, · · · , m), kde m ∈ x.

Ďalej zavedieme rekurzívne definované subpolynómy o viacerých premenných,
ktoré reprezentujú čiastočné mezdivýsledky pri použití Hornerovej schémy. Pre
x⃗ ∈ Rn bude x⃗i vektor posledných n − i prvkov: x⃗i := (xi+1, . . . ,xn), i = 0 . . . n,
ďalej hi : Rn−i → R subpolynómy:

hn(x⃗n) := an

hj−1(x⃗j−1) := hj(x⃗j)x + aj−1 pre j = n . . . 1.

h(x⃗0) := h0(x⃗0)

Špeciálne dostávame HFp(y) = {h(y⃗) : y⃗ ∈ y × · · · × y  
n−krát

}.
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Lemma 3. Majme si definované ako v lemme 2. Pre všetky y⃗, z⃗ ∈ Rn spĺňajúce
e ≤ y1 ≤ z1 , . . . , e ≤ yn ≤ zn platí:

0 ≤ h(y⃗)
h(y⃗) ≤ h(z⃗),

a pre y⃗, z⃗ ∈ Rn : y1 ≤ z1 ≤ e , . . . , yn ≤ zn ≤ e :

0 ≤ s0h(y⃗)
s0h(z⃗) ≤ s0h(y⃗).

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 45)) Prvé dve nerovnosti sú špeciálnym prípadom,
kedy i = 0 v nasledujúcich nerovnostiach:

0 ≤ hi(y⃗i) hi(y⃗i) ≤ hi(z⃗i), (3.3)

kde i = n . . . 0, y⃗, z⃗ ∈ Rn : e ≤ yi+1 ≤ zi+1 , . . . , e ≤ yn ≤ zn. Ich platnosť
ukážeme indukciou. Pre i = n máme nezapornú konštantnú funkciu. Nech (3.3)
platí pre i ≥ 1. Potom hi−1(z⃗i−1) = hi(z⃗i)zi + ai−1 ≥ hi(y⃗i)yi + ai−1 = hi−1(y⃗i−1).
Nerovnosť platí z IP, nezápornosti a usporiadania yi a zi. Nezápornosť hi(y⃗i)
plynie zo zvolenia vektoru pozostavajúceho z hodnôt e za y⃗: hi−1(z⃗i−1) = hi(z⃗i)zi+
ai−1 ≥ hi(e, . . . , e)e + ai−1 = pi(e)e + ai−1 = pi−1(e)

2
≥ 0.

Podobne druhá polovica lemmy plynie z nerovností:

0 ≤ sihi(y⃗i) sihi(z⃗i) ≤ sihi(y⃗i), (3.4)

kde i = n . . . 0 , y⃗, z⃗ ∈ Rn : y1 ≤ z1 ≤ e , . . . , yn ≤ zn ≤ e. Pre i = n tvrdenia
platia. Nech (3.4) platí pre i ≥ 1. Potom si−1hi−1(y⃗i−1) = si−1hi(y⃗i)yi+si−1ai−1 =
−sihi(y⃗i)yi + si−1ai−1 ≥ −sihi(z⃗i)zi + si−1ai−1 = si−1hi−1(z⃗i−1). Indukčný pred-
poklad bol použitý v nerovnosti. Ak za y⃗ vezmeme vektor s hodnotami e do-
stávame: si−1hi−1(y⃗i−1) = si−1hi(y⃗i)yi + si−1ai−1 = −sihi(y⃗i)yi + si−1ai−1 ≥
−sihi(e, . . . , e)e + si−1ai−1 = si−1pi(e)e + si−1ai−1 = si−1pi−1(e)

2
≥ 0.

□

Platnosť vety 1 o postačujúcej podmienke pre presnosť Hornerovej formy ľahko
dokážeme z práve ukázaných lemm.
Dôkaz. [Vety 1 ] Majme x ∈ IR : int(x) ∩ ep = ∅. Pre koncové body inter-
valu potom musí nastať e ≤ x alebo x ≤ e. Z lemmy 2 je polynóm p mono-
tónny na x, má maximum i minimum v koncových bodoch: p(x) = [{p(x),p(x)}].
Z lemmy 3 polynóm h nadobúda maximum a minimum na x × · · · × x na
vektore obsahujúcom len jeden z koncových bodov x: [{h(x⃗) : x⃗ ∈ x × · · · ×
x}] = [{h(x, . . . , x),h(x, . . . , x)}]. Pre koncové body a polynóm h máme p(x) =
h(x, . . . , x) a p(x) = h(x, . . . , x). To nám dáva HFp(x) = [{h(x⃗) : x⃗ ∈ x × · · · ×
x}] = [{h(x, . . . , x),h(x, . . . , x)}] = [{p(x), p(x)}] = p(x).

□

Skonštruovať interval ep podľa definície je náročné. Avšak, je možné ľahko
algoritmicky rozhodnúť o prázdnosti prieniku ep a vnútra intervalu x. O tom
pojednávajú nasledujúce dve vety.
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Veta 4 (Stahl (1995), veta 3.1.21, Ekvivalentná podmienka). Nech x ∈ IR \ R.
Potom

int(x) ∩ ep = ∅
⇐⇒

0 ≤ x a platí 0 ≤ pi(x) pre i = n . . . 0
alebo

0 ≥ x a plati 0 ≤ sipi(x) pre i = n . . . 0
kde sn = 1, si−1 = (−1) · si pre i = n . . . 0

Poznámka. Stále pracujeme s p v tvare definovaným na začiatku sekcie. Stačilo
by vziať do úvahy iba indexy i = n . . . 1, vďaka rekurzívne definovaným subpoly-
nómom a kladnosti/zápornosti x, resp. x, vyplývajúcej z predpokladu.

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 50))
"⇒": Predpokladajme int(x) ∩ ep = ∅, t.j. x ≤ e alebo e ≤ x. Potom pravá

strana ekvivalencie vyplýva z lemmy 2.
"⇐": Túto časť dokážeme pomocnými tvrdeniami:

0 ≤ y a 0 ≤ pi(y) pre ∀i = n . . . 0 ⇒ e ≤ y (3.5)
y ≤ 0 a 0 ≤ sipi(y) pre ∀i = n . . . 0 ⇒ y ≤ e (3.6)

Inak povedané (3.5), chceme, aby pre z > y platilo pi(z) ̸= 0. Majme z : z > y.
Pre i = n, n−1 je pn(z) = an > 0, pn−1(z) = anz+an−1 > any+an−1 = pn−1(y).
Pre indexy i = n − 1 . . . 0 ukážeme pi(z) > pi(y) indukciou: pi−1(z) = pi(z)z +
ai−1 > pi(y)y + ai−1 = pi−1(y). Z predpokladov máme 0 ≤ pi(y) pre i = n . . . 0,
ukázali sme pi(y) < pi(z) (i ̸= n), čo nám spolu dáva pi(z) ̸= 0 pre i = n . . . 0.

Podobne (3.6). Potrebujeme, aby pre z < y platilo pi(z) ̸= 0. Uvážme z :
z < y. Pre i = n, n − 1 je snpn(z) = an > 0, sn−1pn−1(z) = −anz − an−1 >
−any − an−1 = pn−1(y). Pre ďalšie indexy i = n − 1 . . . 0 ukážeme sipi(z) >
sipi(y) indukciou: si−1pi−1(z) = −sipi(z)z + si−1ai−1 > −sipi(y)y + si−1ai−1 =
si−1pi−1(y). V predpokladoch máme 0 ≤ sipi(y) pre i = n . . . 0, ukázali sme
sipi(y) < sipi(z) (i ̸= n), z čoho dostávame pi(z) ̸= 0 pre i = n . . . 0.

Pokiaľ je splnená jedna podmienka pravej časti ekvivalencie vety, tak použitím
(3.5) alebo (3.6) dosadením x resp. x za y dokončíme dôkaz.

□

Platnosť postačujúcej podmienky teda vieme overiť skúmaním subpolynómov
pi v koncových bodov vstupného intervalu. Nasledujúca veta je kľúčová pre kon-
krétnu implementáciu Hornerovej formy s overovaním postačujúcej podmienky.
Ukazuje, že je možné použiť Hornerovu formu jednotlivých subpolynómov v ove-
rovaní postačujúcej podmienky.
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Veta 5 (Stahl (1995), veta 3.1.22, Algoritmický test). Nech x ∈ IR \ R. Potom

int(x) ∩ ep = ∅
⇐⇒

0 ≤ x a platí 0 ≤ HFpi
(x) pre i = n . . . 0

alebo

0 ≥ x a platí 0 ≤ si · HFpi
(x) pre i = n . . . 0

kde sn = 1, si−1 = (−1) · si pre i = n . . . 1

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 50))
"⇒": Nech platí predpoklad. Potom buď x ≤ e alebo e ≤ x. Keďže pre

i = n . . . 0 z definície Overestimation intervalu platí epi
⊆ ep, tak postačujúca

podmienka je splnená aj pre subpolynómy a Horner na nich nenadhodnocuje:
HFpi

(x) = pi(x). Ak e ≤ x, tak zrejme 0 ≤ x. Z vety 4 dostaneme 0 ≤ pi(x)
a z lemmy 2 o monotónnosti: pi(x) = pi(x). Konečné 0 ≤ pi(x) = HFpi

(x).
Pre prípad x ≤ e, mame 0 ≤ x. Opäť použitím vety 4 a lemmy 2 dôjdeme k:

0 ≤ sipi(x) = sipi(x) = si · HFpi
(x).

"⇐": Hornerova forma je extenzia, čiže pi(x) ⊆ HFpi
(x), teda HFpi

(x) ≤
pi(x) a pi(x) ≤ HFpi

(x). Ak platia podmienky operujúce s si, tak si musíme uve-
domiť, že aj po vynásobení −1 sa vzťah inklúzie zachová: −pi(x) ⊆ −HFpi

(x).
ďalej už len stačí použiť vzťahy pi(x) ≤ pi(x), pi(x) ≤ pi(x) a vetu 4.

□

3.1.2 Horner pre intervaly so stredom v 0
Pokiaľ je stred vstupného intervalu 0, tak Horner spočítaný na intervaloch

[x, 0] a [0,x] zmenší výsledné nadhodnotenie aspoň o polovicu chyby z Hornera nad
intervalom x. O tom hovorí nasledujúca veta. Jej dôkaz je možné nájsť v Stahlovi
(Stahl (1995, strana 44)).

Veta 6. Nech mid(x) = 0 a HFBZp(x) := HFp([x,0]) ∪ HFp[0,x], potom

HFBZp(x) − p(x) ≤ (HFp(x) − p(x))/2
p(x) − HFBZp(x) ≤ (p(x) − HFp(x))/2

3.2 Taylorova forma
Táto forma využíva fakt, že polynóm je možne vyjadriť Taylorovým rozvojom

v ľubovolnom bode s konečným počtom členov. Pre ľubovoľnú hodnotu c ∈ R
platí:

p(x) =
n∑

i=0

p(i)(c)
i! (x − c)i.
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Definícia 8 (Taylorova forma). Taylorova forma TFp : IR → IR pre polynóm p
je definovaná:

TFp(x) := HFtc(x − c) = p(c) + HFgc(x − c) · (x − c)

kde c = mid(x) a

tc(y) =
n∑

i=0

p(i)(c)
i! yi, gc(y) =

n−1∑
i=0

p(i+1)(c)
(i + 1)! yi.

Z prvej definície, ktorá používa iba Hornerovu schému, vyplýva, že Taylorova
forma je intervalovým rozšírením polynómu p. V tejto sekcii budeme používať
tvar definície p(c)+HFgc(x−c) · (x−c). Voľba c = mid(x) nám dáva symetrický
interval (x − c) = [−r,r], r = rad(x), s ktorým sa nám bude lepšie počítať.
Nasledujúca lemma ukazuje, že hodnota HFgc(x−c)·(x−c) je symetrický interval,
a ako je možné spočítať ho použitím magnitúd čiastočných subpolynómov. Z tejto
lemmy priamo vychádza implementácia.

Lemma 7. Nech
ĝc(y) =

n−1∑
i=0

⏐⏐⏐⏐⏐p(i+1)(c)
(i + 1)!

⏐⏐⏐⏐⏐ yi,

r = rad(x), potom HFgc(x − c) · (x − c) = ĝc(r) · [−r,r].

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 84)) Keďže je (x − c) = [−r,r] symetrický inter-
val a HFgc(x − c) · (x − c) = mag(HFgc(x − c)) · [−r,r], stačí ukázať ĝc(x) =
mag(HFgc(x − c)). Definujme pre i = 0 . . . n − 2:

pn−1(x − c) = p(n)(c)
n! p̂n−1(x) =

⏐⏐⏐⏐⏐p(n)(c)
n!

⏐⏐⏐⏐⏐
pi(x − c) = pi+1(x − c) · (x − c) + p(i+1)(c)

(i + 1)! p̂i(x) = p̂i+1(x) · x +
⏐⏐⏐⏐⏐p(i+1)(c)
(i + 1)!

⏐⏐⏐⏐⏐
Zrejme p0(x − c) = HFgc(x − c) a p̂0(r) = ĝc(r). Indukciou ukážeme

mag(pi(x − c)) = p̂i(r) i = n − 1 . . . 0

Ak i = n − 1, tak to platí. Indukčný krok:

mag(pi(x − c)) = mag
(
pi+1(x − c) · (x − c) + p(i+1)

(i + 1)!(c)
)

= mag(pi+1(x − c) · r) +
⏐⏐⏐⏐⏐ p(i+1)

(i + 1)!(c)
⏐⏐⏐⏐⏐

IP= p̂i+1(r) +
⏐⏐⏐⏐⏐ p(i+1)

(i + 1)!(c)
⏐⏐⏐⏐⏐ = p̂i(r)

Pre i = 0 potom mag(HFgc(x − c)) = mag(p0(x − c)) = p̂0(r) = ĝc(r).
□

Tak, ako aj Hornerova forma, aj Taylorova forma je monotónna v inklúzii.
Túto vlastnosť nie je jednoduché vidieť priamo z definície. V nasledujúcej lemme
ukážeme, že ju má aj Taylorova forma.
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Lemma 8. Taylorova forma je monotónna v inklúzii.

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 84)) Nech x ⊆ y a cx,cy,rx,ry sú príslušné stredové
body a polomery intervalov x,y. Chceme ukázať TFp(x) ⊆ TFp(y). Ekvivalentne
použitím lemmy 7:

p(cx) +
n∑

i=1

⏐⏐⏐⏐⏐p(i)(cx)
i!

⏐⏐⏐⏐⏐ ri
x · [−1,1] ⊆ p(cy) +

n∑
i=1

⏐⏐⏐⏐⏐p(i)(cy)
i!

⏐⏐⏐⏐⏐ ri
y · [−1,1] (3.7)

V nasledujúcich nerovnostiach budeme používať vzťah

|cx − cy| ≤ ry − rx. (3.8)

Jeho platnosť dokážeme sporom. Pre spor predpokladajme |cx − cy| > ry − rx.
Ďalej predpokladajme |cx − cy| = cy − cx. Hornú a dolnú hranicu intervalov y,x
vyjadríme v tvare y = cy + ry a x = cx − rx. Potom y − x = cy + ry − (cx − rx) =
(cy −cx)+ry +rx > (ry −rx)+ry +rx = 2ry. Spor nastáva s predpokladom x ⊆ y.
Ak by |cx − cy| = cx − cy, tak podobne skúmaním x − y dôjdeme k podobnému
sporu.

Použitím absolútnej hodnoty na Taylorov rozvoj i-tej derivácie v bode cy

a (3.8) získame horný odhad:

n∑
i=1

⏐⏐⏐p(i)(cx)
⏐⏐⏐

i! ri
x ≤

n∑
i=1

n∑
j=i

⏐⏐⏐p(j)(cy)(cx − cy)j−i
⏐⏐⏐

i!(j − i)! ri
x ≤

n∑
i=1

n∑
j=i

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

i!(j − i)!(ry − rx)j−iri
x

=
n∑

j=1

j∑
i=1

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

i!(j − i)!
j!
j! (ry − rx)j−iri

x

=
n∑

j=1

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

j!

j∑
i=1

(
j

i

)
(ry − rx)j−iri

x

=
n∑

j=1

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

j! ((ry − rx + rx)j − (ry − rx)j−0r0
x)

=
n∑

j=1

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

j! rj
y −

n∑
j=1

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

j! (ry − rx)j

≤
n∑

j=1

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

j! rj
y −

⏐⏐⏐⏐⏐⏐
n∑

j=1

p(j)(cy)
j! (cx − cy)j

⏐⏐⏐⏐⏐⏐
=

n∑
j=1

⏐⏐⏐p(j)(cy)
⏐⏐⏐

j! rj
y − |p(cx) − p(cy)| (3.9)

Z vlastnosti absolútnej hodnoty: |p(cx) − p(cy)| ≥ p(cx) − p(cy), p(cy) − p(cx).
Použitím týchto odhadov v (3.9) dostaneme nerovnosti ekvivalentné (3.7):

p(cx) +
n∑

i=1

⏐⏐⏐p(i)(cx)
⏐⏐⏐

i! ri
x ≤ p(cy) +

n∑
i=1

⏐⏐⏐p(i)(cy)
⏐⏐⏐

i! ri
y

p(cx) −
n∑

i=1

⏐⏐⏐p(i)(cx)
⏐⏐⏐

i! ri
x ≥ p(cy) −

n∑
i=1

⏐⏐⏐p(i)(cy)
⏐⏐⏐

i! ri
y

□
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3.2.1 Taylorova forma so sekciou v 0
Definícia 9. Taylorova forma so sekciou v 0 pre polynóm p je definovaná ako
funkcia TFBMp : IR → IR:

TFBMp(x) := HFBZtc(x − mid(x)). (3.10)

Poznámka. Keďže interval (x−mid(x)) je symetrický, t.j. mid(x) = 0, tak podľa
vety o Hornerovi 6 dostávame, že veľkosť chyby oproti TFp je polovičná.

3.3 Mean value forma
Mean value forma je založená na Lagrangeovej vete o strednej hodnote. Keďže

polynómy sú spojité funkcie a majú v každom bode deriváciu, môžeme na ne
aplikovať Langrageovu vetu. Pre ľubovoľné hodnoty a a b platí, že existuje c
medzi hodnotami a a b t.ž.:

p′(c) = p(a) − p(b)
a − b

.

Nech x ∈ IR. Pre a,b ∈ x z Lagrangea ∃c t.ž. p(a) = p(b)+p′(c)(a−b). Keďže
aj c je z x, tak pre ∀a,b ∈ x plati p(a) ∈ p(b) + p′(x)(a − b). Pre ∀b ∈ x potom
platí p(x) ⊆ p(b) + p′(x)(x − b).

Voľbou b a intervalovým rozšírením p′ dostávame celú triedu intervalových
rozšírení polynómu p : P (x) := p(b) + P ′(x)(x − b).

Mean value forma je špeciálny prípad, kde sa za b zvolí mid(x), stred intervalu,
a za intervalové rozšírenie P ′ Hornerova forma p′.

Definícia 10 (Mean value forma). Mean value forma MV Fp : IR → IR pre
polynóm p je definovaná:

MV Fp(x) := p(mid(x)) + HFp′(x)(x − mid(x)).

Poznámka. Mean value forma používa hodnotu polynómu p v strede vstupného
polynómu a interval vyprodukovaný Hornerovou formou derivácie vynásobený
symetrickým intervalom. Symetrický interval nám umožňuje zapísať intervalovú
formu v tvare: MV Fp(x) = p(c) + HFp′(x)[−r,r], pre r = rad(x). Potom hranice
intervalu, ktorý dostaneme z Mean value formy majú hodnoty:

MV Fp(x) = p(c) + mag(HFp′(x)) · r

MV Fp(x) = p(c) − mag(HFp′(x)) · r

Monotónnosť tejto formy, resp. verzie pre viacrozmerné funkcie, je predstavená
v článku Capela a Madenu (Caprani a Madsen, 1980). Dôkaz z nasledujúcej
lemmy o monotónnosti Mean value formy pre polynómy je prevzatý zo Stahla
(Stahl, 1995, Veta 3.2.3).

Lemma 9 (Monotónnosť Mean value formy). Nech x,y ∈ IR a x ⊆ y, potom
MV Fp(x) ⊆ MV Fp(y).
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Dôkaz. (Stahl (1995, strany 69–70)) Podľa predchadzajúcej poznámky stačí uká-
zať

p(cx) + mag(HFp′(x)) · rx ≤ p(cy) + mag(HFp′(y)) · ry

p(cx) − mag(HFp′(x)) · rx ≥ p(cy) − mag(HFp′(y)) · ry

Z predpokladu x ⊆ y a z monotónnosti Hornera máme HFp′(x) ⊆ HFp′(y),
podobne platí aj pre ich magnitúdy. Z Lagrangea existuje µ medzi hodnotami
cx,cy, µ ∈ y, ktoré spĺňa p(cx) = p(cy) + p′(µ) · (cx − cy). Ďalej použijeme odhad
vzdialenosti stredov x,y z (3.8): |cx − cy| ≤ ry − rx.

p(cx) + mag(HFp′(x))rx = p(cy) + p′(µ) · (cx − xy) + mag(HFp′(x))rx

≤ p(cy) + |p′(µ)| · |(cx − xy)| + mag(HFp′(y))rx

≤ p(cy) + mag(HFp′(y)) · (ry − rx) + mag(HFp′(y))rx

= p(cy) + mag(HFp′(y))ry

p(cx) − mag(HFp′(x))rx = p(cy) + p′(µ) · (cx − xy) − mag(HFp′(x))rx

≥ p(cy) − |p′(µ)| · |(cx − xy)| − mag(HFp′(y))rx

≥ p(cy) − mag(HFp′(y)) · (ry − rx) − mag(HFp′(y))rx

= p(cy) − mag(HFp′(y))ry

□

3.3.1 Bicentred mean value forma
Základnou myšlienkou tejto formy je spočítanie dvoch Mean value foriem po-

užívajúce body c1 a c2 namiesto mid(x). Tieto body sú volené tak, aby minimali-
zovali hornú hranicu obalu, resp. maximalizovali dolnú hranicu výsledného obalu.
Ich optimálnosť v tomto zmysle je ukázaná vo vete 11.

Zaveďme MV Fp(x, d) = p(d) + HFp′(x)(x − d). Z odvodenia Mean value
formy ide o intervalovú extenziu. V prípade Mean value formy je d = mid(x).
V nasledujúcom texte označme interval h′ := HFp′(x).

Definícia 11 (Bicentred Mean value forma). Bicentred Mean value forma pre
polynóm p je definovaná ako MV FBCp : IR → IR:

MV FBCp(x) := [MV Fp(x,c1), MV Fp(x, c2)]

kde

c1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x ak h′ ≥ 0
x ak h′ ≤ 0
(xh′ − xh′)/w(h′) inak

c2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x ak h′ ≥ 0
x ak h′ ≤ 0
(xh′ − xh′)/w(h′) inak
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Z tejto definície nie je úplne jasné usporiadanie MV Fp(x,c1) a MV Fp(x, c2),
a teda správnosť definície. To vyplynie z vety 11 o optimálnosti voľby c1 a c2.

Pokiaľ h′ obsahuje len nezáporné alebo nekladné hodnoty, polynóm p je na in-
tervale x monotónny, tak body c1,c2 sú hranice x. V opačnom prípade je defi-
nícia komplikovanejšia. Všeobecne sú centrálne body c1,c2 konvexnou kombiná-
ciou hranic intervalu x, t.j. c1,c2 ∈ x. Ďalej MV Fp(x,d) je intervalové rozšírenie
pre všetky d ∈ x. Takže platí p(x) ⊆ MV Fp(x,c1) ∩ MV Fp(x, c2). Z definície
MV Fp(x,c1) ∩ MV Fp(x, c2) ⊆ MV FBCp(x). Z toho vyplýva, že MV FBCp(x)
je tiež intervalové rozšírenie pre polynóm p.

Čo sa týka usporiadania bodov c1 a c2 pre prípad, kedy 0 ∈ h′, tak musí
nastať jedna zo situácií:

mag(h′) = h′ ⇒ c1 ≤ c2 (3.11)
mag(h′) = h′ ⇒ c2 ≤ c1

Pokiaľ mag(h′) = h′, tak (x − x)(h′ + h′) ≥ 0. Potom xh′ − xh′ ≥ xh′ − xh′ −
(x − x)(h′ + h′) = xh′ − xh′. Z čoho c2 ≥ c1. Podobne pre mag(h′) = h′ máme
(x−x)(h′ +h′) ≤ 0 a xh′ −xh′ ≤ xh′ −xh′ − (x−x)(h′ +h′) = xh′ −xh′. Konečne
c2 ≤ c1.

Pokiaľ nám Horner derivácie polynómu vráti interval nezáporných, resp ne-
kladných hodnôt, tak je funkcia monotónna. Potom maximum a minimun poly-
nómu je v hraniciach x. Nasledujúca veta ukazuje, ze Bicentred mean value forma
v tomto prípade nenadhodnocuje.

Veta 10. Ak 0 ≤ h′ alebo h′ ≤ 0, potom MV FBCp(x) = p(x).

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 76)) Využijeme, že ak nastane jeden z predpokladov,
tak hodnoty v h′ sú nezáporné, resp. nekladné, a tak je polynóm p monotónny.
Všimnime si (x − x) = [0,w] a (x − x) = [−w,0], kde w = w(x).

Pre prípad 0 ≤ h′ dostávame z definície pre c1,c2:

MV FBCp(x) = [MV Fp(x,x), MV Fp(x, x)]
= [p(x) + h′(x − x), p(x) + h′(x − x)]
= [p(x) + h′(x − x), p(x) + h′(x − x)]
= [p(x), p(x)] = p(x)

Podobne ak h′ ≤ 0:

MV FBCp(x) = [MV Fp(x,x), MV Fp(x, x)]
= [p(x) + h′(x − x), p(x) + h′(x − x)]
= [p(x) + h′(x − x), p(x) + h′(x − x)]
= [p(x), p(x)] = p(x)

□
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Veta 11 (Baumann (1988), Optimálnosť voľby c1 a c2). Pre všetky y ∈ x platí

MV Fp(x, c2) ≤ MV Fp(x, y) (3.12)
MV Fp(x, y) ≤ MV Fp(x, c1)

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 77)) Dôkaz predvedieme iba pre nerovnosť (3.12).
Druhú je možné dokázať podobne. Ak 0 ≤ h′ alebo h′ ≤ 0, tak z predchádza-
júcej vety MV FBCp(x) = p(x), a keďže MV Fp(x, y) je intervalové rozšírenie
polynómu p pre všetky y ∈ x, tak dokazované nerovnosti musia platiť. Predpo-
kladajme 0 ∈ h′. Pre hranice potom platí h′ ≤ 0 ≤ h′. Nech y ∈ x je pevné.
Z Taylorovho rozvoja p v bode c2 dostávame:

p(y) = p(c2) + p′(µ)(y − c2) ≥ p(c2) + h′(y − c2)

kde µ je medzi y a c2. Z definície MV Fp(x, y) a predchádzajúcej nerovnosti máme:

MV Fp(x, y) = p(y) + h′(x − y) ≥ p(c2) + h′(y − c2) + h′(x − y)

Keďže MV Fp(x, c2) = p(c2) + h′(x − c2), tak stačí ukázať:

h′(x − c2) = h′(y − c2) + h′(x − y)

Vlastnosť, že oba intervaly (x − y) a h′ obsahujú nulu, nám umožňuje lepšie od-
hadnúť hornú hranicu ich súčinu: h′(x − y) = max{h′(x−y), h′(x−y)}. Podobne
platí aj pre c2. Preň vieme hodnotu h′(x − c2) nájsť presne a to vďaka tomu, že
h′(x − c2) = h′(x − c2), čo ukažeme ďalej. Potom dostaneme:

h′(x − c2) = h′(x − c2) = h′(x − c2) (3.13)

V našom prípade je c2 = (xh′ − xh′)/w(h′).

h′(x − c2) = h′x − h′(xh′ − xh′)/(h′ − h′)
= (h′xh′ − h′xh′ − h′xh′ + h′xh′)/(h′ − h′)
= (h′xh′ − h′xh′)/(h′ − h′)

h′(x − c2) = h′x − h′(xh′ − xh′)/(h′ − h′)
= (h′xh′ − h′xh′ − h′xh′ + h′xh′)/(h′ − h′)
= (h′xh′ − h′xh′)/(h′ − h′)

Pre prípad c2 ≤ y potom platí:

h′(x − y) ≤ h′(x − c2) = h′(x − c2) ≤ h′(x − y)

To nám dáva h′(x − y) = h′(x − y). Konečne:

h′(y − c2) + h′(x − y) = h′(y − c2) + h′(x − y) = h′(x − c2) = h′(x − c2)

Podobne pre y < c2:

h′(x − y) ≤ h′(x − c2) = h′(x − c2) ≤ h′(x − y)
h′(y − c2) + h′(x − y) = h′(y − c2) + h′(x − y) = h′(x − c2) = h′(x − c2) □

18



Veta 12. Bicentred mean value forma je monotónna vzhľadom na inklúziu.

Dôkaz. (Stahl (1995, strany 77–78)) Nech x ⊆ y ∈ IR, xc1,
xc2 sú optimálne

centrá pre x, yc1,
yc2 optimálne centrá pre y, xh′ = HFp′(x) a yh′ = HFp′(y).

Ekvivalentne chceme ukázať:

MV Fp(y, yc1) ≤ MV Fp(x, xc1) a MV Fp(x, xc2) ≤ MV Fp(y, yc2)

Ukážeme iba druhú nerovnosť. Prvú je možné dokázať podobne. Pokiaľ xh′ ≤ 0
alebo 0 ≤ xh′, tak Bicentred mean value forma je presná z vety 10 na x. Bicentred
mean value forma je intervalovým rozšírením p. To nám spolu dava:

MV FBCp(x) = p(x) ⊆ p(y) ⊆ MV FBCp(y)

Ďalej predpokladajme 0 ∈ int(xh′), t.j. xh′ < 0 < xh′. Hornerova forma p′ je
monotónna v inklúzii a máme x ⊆ y. Z toho 0 ∈ int(yh′), resp yh′ < 0 < yh′.
Rozlíšime dva možné prípady:

Ak yc2 ≤ xc2, tak z Taylorovho rozvoju v bode yc2 existuje µ medzi yc2 a xc2,
ktoré spĺňa:

p(xc2) = p(yc2) + p′(µ)(xc2 − yc2) ≤ p(yc2) + yh′(xc2 − yc2)

Používaním (3.13) a predchádzajúcej nerovnosti:

MV Fp(x, xc2) = p(xc2) + xh′(x − xc2)
(3.13)= p(xc2) + xh′(x − xc2)

≤ p(yc2) + yh′(xc2 − yc2) + xh′(x − xc2)
≤ p(yc2) + yh′(xc2 − yc2) + yh′(y − xc2)

= p(yc2) + yh′(y − yc2)
(3.13)= p(yc2) + yh′(y − yc2)

= MV Fp(y, yc2)

Ak xc2 < yc2, tak podobne z Taylorovho rozvoja:

p(xc2) = p(yc2) + p′(µ)(xc2 − yc2) ≤ p(yc2) + yh′(xc2 − yc2)

Opäť používaním (3.13) a predchádzajúcej nerovnosti:

MV Fp(x, xc2) = p(xc2) + xh′(x − xc2)
(3.13)= p(xc2) + xh′(x − xc2)

≤ p(yc2) + yh′(xc2 − yc2) + xh′(x − xc2)
≤ p(yc2) + yh′(xc2 − yc2) + yh′(y − xc2)

= p(yc2) + yh′(y − yc2)
(3.13)= p(yc2) + yh′(y − yc2)

= MV Fp(y, yc2)

□
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3.4 Slope forma
Táto forma je podobná Mean value forme. Vychádza zo skutočnosti, že pre

každé c ∈ R existuje reálny polynóm gc taký, že: p(x) = p(c) + gc(x)(x − c)
pre všetky x ∈ R. Celá trieda intervalových rozšírení je potom daná: P (x) :=
p(c) + Gc(x)(x − c), kde Gc je intervalové rozšírenie polynomu gc.

Slope forma je špeciálny prípad, kde c je mid(x) a ako intervalové rozšírenie
Gc sa vezme Hornerova forma gc.
Definícia 12 (Slope forma). Slope forma SFp : IR → IR pre polynóm p je
definovaná:

SFp(x) := p(c) + HFgc(x)(x − c)

kde c = mid(x) a gc je jedinečne definovaný polynóm, pre ktorý platí p(x) =
p(c) + gc(x)(x − c).
Poznámka. Z odvodenia ide o intervalové rozšírenie polynómu p. Avšak, táto
forma nie je monotónna vzhľadom na inklúziu. Teda neplatí ak x,y ∈ IR, x ⊆ y,
tak SPp(x) ⊆ SPp(y). Príkladom, kedy to neplatí, je polynóm p(x) = −3x3 +
3x2+8x a intervaly x = [0,1], y = [0,2]. Slope forma pre polynóm p dáva intervaly:
SPp(x) = [−0.75,9.5] a SPp(y) = [0,16], teda SPp(x) ̸⊆ SPp(y).
Lemma 13 (Krawczyk a Neumaier (1985), Predpis gc). Definujme polynómy

hn(x) = an

hi(x) = hi+1(x)x + ai i = n − 1 . . . 1

potom

gc(x) =
n∑

i=1
hi(c)xi−1

je polynóm, ktorý spĺňa p(x) = p(c) + gc(x)(x − c).

Dôkaz. (Krawczyk a Neumaier (1985, strany 612–613)) Všimneme si

hi+1(c)c = hi(c) − ai (3.14)
h1(c)c = p(c) − a0 (3.15)

Potom

p(c) + gc(x)(x − c) = p(c) +
n∑

i=1
hi(c)xi−1(x − c)

= p(c) +
n∑

i=1
hi(c)xi −

n−1∑
i=0

hi+1(c)xic

(3.14)= p(c) + hn(c)xn +
n−1∑
i=1

(
hi(c) − (hi(c) − ai)

)
xi − h1(c)c

(3.15)= p(c) +
n∑

i=1
aix

i − (p(c) − a0) = p(x)

□
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3.5 Interpolačná forma
Hlavnou myšlienkou tejto formy je rozloženie polynómu p na súčet dvoch po-

lynómov g a p − g. Polynóm g v našom prípade bude parabola. Jej obal vieme
jednoducho spočítať. Obálku zvyškového polynómu p − g nájdeme použitím Hor-
nera a využívaním symetrických intervaloch, ktoré nám uľahčujú výpočet.

Pre x,c ∈ R nám Taylorova veta s Langrangeovym zvyškom zaručuje existen-
ciu µ medzi x a c t.ž.

p(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + p′′(µ)(x − c)2

2 . (3.16)

Odvodíme celú triedu intervalových rozšíreni polynómu p. Pre ľubovoľné
m ∈ R platí:

p(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + p′′(µ)(x − c)2

2 + m

2 (x − c)2 − m

2 (x − c)2

= p(c) + p′(c)(x − c) + m

2 (x − c)2  
gc,m(x)

+ 1
2(p′′(µ) − m))(x − c)2  

rc,m(x)

Polynóm gc,m(x) je parabola, čo nám umožňuje presne spočítať jej obal. Adeptmi
na hranice obalu paraboly sú hodnoty v koncových bodov x a vrchol paraboly.
Takto dostaneme celú triedu intervalových rozšírení:

gc,m(x) + Rc,m(x) ⊇ p(x),

kde Rc,m(x) je intervalovým rozšírením rc,m(x). Interpolačná forma je prvkom
tejto triedy.

Definícia 13 (Interpolačná forma). Interpolačná forma IFp : IR → IR pre poly-
nóm p je definovaná:

IFp(x) := gc,m(x) + 1/2 · (HFp′′(x) − m))(x − c)2,

kde c = mid(x), gc,m(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + m
2 (x − c)2, m = mid(HFp′′(x)).

Z odvodenia ide o intervalové rozšírenie p. Vlastnosť monotónnosti v inklúzii
ostáva však otázna. Ďalej je predstavená Interpolačná forma 2, ktorá nie je horšia
ako Interpolačná forma. Vychádza priamo zo vzťahu (3.16).

Definícia 14 (Interpolačná forma 2). Interpolačná forma IF2p : IR → IR pre
polynóm p je definovaná:

IF2p(x) = [downc(x), upc(x)]

upc(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + 1
2 · HFp′′(x)(x − c)2

downc(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + 1
2 · HFp′′(x)(x − c)2

Zrejme ide o intervalové rozšírenie. Namiesto konkrétneho µ z (3.16) operuje
s hranicami HFp′′(x), ktoré sa nachádzajú pred nezápornou funkciou, mocni-
nou dvojky. Na spočítanie Interpolačnej formy 2 potrebujeme Hornera pre p′′

a následne vyhodnotenie dvoch parabol. Ich obal vieme nájsť efektívne. Runtime
implementácie tejto formy bol o niečo malo väčší ako u Interpolačnéj formy.
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Veta 14 (Vzťah Interpolačnej a Interpolačnej formy 2).

IF2p(x) ⊆ IFp(x).

Dôkaz. (Stahl (1995, strany 115–116)) Pre x ∈ IR majme m = mid(HFp′′(x))
a c = mid(x). Ekvivalentne chceme ukázať IFp(x) ≤ downc(x) a upc(x) ≤
IFp(x).

Nech polynómy upc a gc,m nadobudnú maximum nad intervalom x v bodoch
u a v. Potom:

upc(x) = upc(u) = p(c) + p′(c)(u − c) + 1
2 · HFp′′(x)(u − c)2

= p(c) + p′(c)(u − c) + 1
2 · (m + rad(HFp′′(x))) · (u − c)2

= gc,m(u) + 1
2 · rad(HFp′′(x)) · (u − c)2

≤ gc,m(v) + 1
2 · rad(HFp′′(x)) · (x − c)2 = IFp(x)

Podobne pre dolnú hranicu. Nech v bodoch u a v nadobudnú minimum gc,m

a downc nad intervalom x. Potom:

downc(x) = downc(v) = p(c) + p′(c)(v − c) + 1
2 · HFp′′(x)(v − c)2

= p(c) + p′(c)(v − c) + 1
2 · (m − rad(HFp′′(x))) · (v − c)2

= gc,m(v) − 1
2 · rad(HFp′′(x)) · (v − c)2

≥ gc,m(u) − 1
2 · rad(HFp′′(x)) · (x − c)2 = IFp(x)

□

Nasledujúca forma vychádza z Interpolačnej formy 2, kde namiesto derivá-
cie používa jedinečne definovaný polynóm gc, ktorým vieme vyjadriť hodnotu p
v bode x ako p(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + gc(x)(x − c)2.

Definícia 15 (Interpolačná slope forma ). Interpolačná slope forma ISFp : IR →
IR pre polynóm p je definovaná:

ISFp(x) = [downc(x), upc(x)]
upc(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + HFgc(x)(x − c)2

downc(x) = p(c) + p′(c)(x − c) + HFgc(x)(x − c)2

kde gc je jedinečne definovaný polynóm t.ž. p(x) = p(c)+p′(c)(x−c)+gc(x)(x−c)2.

Na spočítanie Interpolačnej slope formy potrebujeme vyhodnotiť Hornera,
ale tentokrát polynómu gc, a následne spočítať obálky dvoch parabol.

Veta 15 (Predpis gc). Definujme b1 = a1, bk = ∑k
i=1(k − i + 1)aic

k−i a hr(x) =∑r
i=1 bix

r−i. Potom gc(x) = hn−2(x), t.j. polynómon, ktorý spĺňa p(x) = p(c) +
p′(c)(x − c) + gc(x)(x − c)2.
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Dôkaz. Nasledujúci technický dôkaz je náš.
Chceme ukázať

p(x) = hn−2(x)(x − c)2 + p′(c)(x − c) + p(c). (3.17)

Majme p tvaru p(x) = ∑n
i=1 aix

n−i. Funkcie na pravej strane prepíšeme do ek-
vivalentných tvarov:

hn−2(x)(x − c)2 =
n−2∑
i=1

bix
n−i −

n−2∑
i=1

2cbix
n−1−i +

n−2∑
i=1

c2bix
n−2−i (3.18)

p′(c)(x − c) =
n−1∑
i=1

(n − i)aic
n−i−1x −

n−1∑
i=1

(n − i)aic
n−i (3.19)

p(c) =
n∑

i=1
aic

n−i (3.20)

Rovnosť polynómov (3.17)dokážeme postupnou komparáciou koeficientov pred
mocninami x na pravej a ľavej strane. Na ľavej strane je pred xs koeficient an−s.
Ukážeme, že pre s = 0 . . . n − 1 je koeficient an−s aj na pravej strane.

s = 0: p(c) je konštanta, z (3.18) konštanta je c2bn−2 = ∑n−2
i=1 (n − i − 1)aic

n−i

a z (3.19) máme −∑n−1
i=1 (n − i)aic

n−i:

∑
= an +

n−1∑
i=1

(aic
n−1 − (n − i)aic

n−i + (n − i − 1)aic
n−i)

− (n − (n − 1) − 1)an−1c
n−(n−1)

= an +
n−1∑
i=1

(1 − n + i + n − i − 1)aic
n−i − 0 = an

s = 1: z (3.18) sú to členy −2cbn−2 a c2bn−3, z (3.19) ∑n−1
i=1 (n − i)aic

n−i−1:

−2cbn−2 = −2c
n−2∑
i=1

(n − i − 1)aic
n−i−2 =

n−2∑
i=1

−2(n − i − 1)aic
n−i−1

c2bn−3 = c2
n−3∑
i=1

(n − i − 2)aic
n−i−3 =

n−3∑
i=1

(n − i − 2)aic
n−i−1

∑
=

n−3∑
i=1

(−2(n − i − 1) + (n − i − 2) + n − i)aic
n−i−1

− 2an−2c + 2an−2c + an−1

= an−1
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s = 2 . . . n − 3: členy iba z (3.18) a to bn−s, 2cbn−s−1, c2bn−s−2:∑
=

n−s∑
i=1

(n − s − i + 1)aic
n−s−i − 2c

n−s−1∑
i=1

(n − s − i)aic
n−s−i−1

+ c2
n−s−2∑

i=1
(n − s − i − 1)aic

n−s−i−2

=
n−s∑
i=1

(n − s − i + 1)aic
n−s−i +

n−s−1∑
i=1

−2(n − s − i)aic
n−s−i

+
n−s−2∑

i=1
(n − s − i − 1)aic

n−s−i

=
n−s−2∑

i=1
(n − s − i + 1 − 2(n − s − i) + n − s − i − 1)aic

n−s−i

− 2(n − s − (n − s − 1))an−s−1c
n−s−n+s+1

+ (n − s − (n − s − 1) + 1)an−s−1c
n−s−n+s+1

+ (n − s − (n − s) + 1)an−sc
n−s−n+s

= −2an−s−1c + 2an−s−1c + an−s = an−s

s = n−2,n−1: z (3.18) sú to členy b2,−2cb1 pre s = n−2 a b1 pre s = n−1:
b2 − 2cb1 = (2a1c + a2) − 2ca1 = a2

b1 = a1

□

3.6 Bernsteinova forma
Na reálne polynómy sa môžeme pozerať aj ako na vektorový priestor. Každý

vektorový priestor má bázu. Pre naše ciele bude vhodné zvoliť za bázu Bernstein-
ove polynómy. Každý polynóm je potom možné vyjadriť jedinečnou lineárnou
kombináciou Bernsteinovych polynómov. Tieto koeficienty nazveme Bernsteinove
koeficienty. Bernsteinova forma je potom obálka týchto koeficientov. Zo všetkých
skúmaných foriem bola táto forma najpresnejšia, avšak časovo najnáročnejšia.

V tejto sekcii budeme uvažovať nedegenerovaný interval x.
Definícia 16 (Bernsteinov polynóm). J-ty Bernsteinov polynóm stupňa k nad in-
tervalom x je definovaný:

p
(k,x)
j (y) =

(
k

j

)
(y − x)j(x − y)k−j

w(x)k

Pre y ∈ x Bernsteinove polynomy splňuju:
p

(k,x)
j (y) ≥ 0,

k∑
j=0

p
(k,x)
j (y) = 1

w(x)k

k∑
j=0

(
k

j

)
(y − x)j(x − y)k−j (3.21)

= 1
w(x)k

(y − x + x − y)k = 1.
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Ukážeme, že Bernsteinove polynómy tvoria bázu vektorového priestoru poly-
nómov so stupňom ≤ k. K dosiahnutiu tohto cieľa potrebujeme pomocnú tech-
nickú lemmu.

Lemma 16 (Rokne (1977), lemma). Pre každé m : 0 ≤ m ≤ k, y ∈ R platí:

(y − x)m = w(x)m
k∑

j=m

(
j
m

)
(

k
m

)p
(k,x)
j (y).

Dôkaz. (Rokne (1977, strana 228))

(y − x)m = 1
(x − x)k−m

(y − x)m(y − x + x − y)k−m

= 1
(x − x)k−m

(y − x)m
k−m∑
j=0

(
k − m

j

)
(y − x)j(x − y)k−m−j

= 1
(x − x)k−m

k∑
j=m

(
k − m

j − m

)
(y − x)j(x − y)k−j

= (x − x)m
k∑

j=m

(
j
m

)
(

k
m

)(k

j

)
(y − x)j(x − y)k−j

(x − x)k

= w(x)m
k∑

j=m

(
j
m

)
(

k
m

)p
(k,x)
j (y)

□

Z Taylorovho rozvoja polynómu p v bode x a použitím lemmy 16 odvodíme
hľadanú lineárnu kombináciu Bernsteinovych polynomónov.

p(y) =
n∑

m=0

p(m)(x)
m! · (y − x)m

16=
n∑

m=0

p(m)(x)
m! · w(x)m

k∑
j=m

(
j
m

)
(

k
m

)p
(k,x)
j (y)

=
k∑

j=0

j∑
m=0

(
j
m

)
(

k
m

) p(m)(x)
m! w(x)mp

(k,x)
j (y)

Koeficienty v takejto linernej kombinácii nazývame Bernsteinove koeficienty.

Definícia 17 (Bernsteinov koeficient). J-ty Bernsteinov koeficient polynómu p,
stupňa k nad intervalom x je definovaný:

b
(k,x)
j =

j∑
m=0

(
j
m

)
(

k
m

) p(m)(x)
m! · w(x)m
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Triviálne prípady:

b
(k,x)
0 = p(x)

b
(k,x)
k =

k∑
m=0

p(m)(x)
m! · (x − x)m Taylor= p(x)

Sú špeciálne v tom, že ich intervalový obal pokrýva maximá a minimá poly-
nómu p nad intervalom x, t.j.

p(x) ⊆ [{b
(k,x)
j : j = 0 . . . k}] (3.22)

Ekvivalentne povedané, najväčší a najmenší Bernsteinov koeficient tvoria obal
hodnôt polynómu nad intervalom x.
Dôkaz.

∀y ∈ x :

p(y) =
k∑

j=0
b

(k,x)
j p

(k,x)
j (y) ≤ max

j
b

(k,x)
j

k∑
j=0

p
(k,x)
j (y) = max

j
b

(k,x)
j

p(y) =
k∑

j=0
b

(k,x)
j p

(k,x)
j (y) ≥ min

j
b

(k,x)
j

k∑
j=0

p
(k,x)
j (y) = min

j
b

(k,x)
j

□

Definícia 18 (Bernsteinova forma). Bernsteinova forma stupňa k pre polynóm p,
kde k ≥ stupeň polynómu p, BFp : IR → IR je definovaná ako obal Bernsteino-
výchch koeficientov:

BF k
p (x) := [{b

(k,x)
j : j = 0 . . . k}].

Je zrejmé, že maxj{b
(k,x)
j : j = 0 . . . k} = BF k

p (x) a minj{b
(k,x)
j : j = 0 . . . k} =

BF k
p (x).

Veta 17 (Rokne (1977), veta 1, Nenadhodnocovanie BF). Charakterizácia pres-
nostosti hornej a dolnej hranice BF je:

p(x) = BF k
p (x) ⇐⇒ BF k

p (x) ∈ {b
(k,x)
0 , b

(k,x)
k },

p(x) = BF k
p (x) ⇐⇒ BF k

p (x) ∈ {b
(k,x)
0 , b

(k,x)
k }.

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 95))
Ukážeme iba prvú ekvivaleciu, druhá sa dá odvodiť podobne.
"⇐": Prvý a posledný Bernsteinov koeficient sú hodnoty polynómu v x a x.

Teda b
(k,x)
0 = p(x) a b

(k,x)
k = p(x). Pre ∀x ∈ x platí p(x) ≤ p(x), špeciálne

aj pre koncové body p(x),p(x) ≤ p(x). Z (3.22) p(x) ≤ BF k
p (x) (∈ {p(x),p(x)}),

teda p(x) ≤ p(x) alebo p(x) ≤ p(x). Konečne p(x) = BF k
p (x).

"⇒": Predpokladajme p(x) = BF k
p (x). Pokiaľ sú všetky koeficienty rovnaké,

tak tvrdenie platí. Uvážme, že nie sú rovnaké, t.j. ∃s,r : s ̸= r : b(k,x)
s ̸= b(k,x)

r (∗∗).
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Z definície Bernsteinových polynómov pre y ∈ int(x) a pre i = 0...k máme
0 < p

(k,x)
i (y). Potom p(y) = ∑k

j=0 b
(k,x)
j p

(k,x)
j (y) < maxj b

(k,x)
j

∑k
j=0 p

(k,x)
j (y) (3.21)=

maxj b
(k,x)
j . Nerovnosť platí vďaka (∗∗) a kladnosti Bernsteinových polynómov

v bode y. Z nej máme p(int(x)) < maxj b
(k,x)
j = BF k

p (x) = p(x). Z toho sa ma-
ximum nadobúda v koncových bodoch intervalu: p(x) = max{p(x), p(x)}, teda
v nultom alebo k-tom Bernsteinovom koeficiente.

□

Veta 18 (Rokne (1977), veta 1). Bernsteinova forma je intervalové rozšírenie
polynómu.

Dôkaz. Z (3.22) máme p(x) ⊆ BF k
p (x) pre ∀x ∈ IR. Pre x ∈ R sú všetky koefi-

cienty rovnaké a rovné p(x) = p(x) = p(x).
□

Bernsteinova forma je tiež monotónna v inklúzii, dôkaz je možné nájsť v článku
Honga a Stahla (Hong a Stahl, 1995).

Aby sme určili hornú a dolnú hranicu Bernsteinovej formy, potrebujeme spo-
čítať všetky Bernsteinove koeficienty. Namiesto počítania hodnôt z definície, uká-
žeme vetu popisujúcu schému výpočtu. Táto schéma nám v implementácii umo-
žňuje využívanie skôr spočítaných hodnôt k nájdeniu nasledujúceho Bernstein-
ovho koeficientu.

Veta 19 (Rokne (1979), Schéma výpočtu Bernsteinových koeficientov). Defi-
nujme rekurzívne:

vi,0 = ti−1(x)(
k

i−1

) · w(x)i−1 i = 1 . . . n

vn,j = vn,0 j = 1 . . . k − d

vi,j = vi,j−1 + vi+1,j−1 j = 1 . . . k, i = 1 . . . min(n − 1,k − j + 1)

kde d je stupeň polynómu, n = d + 1, k ≥ d, ti(y) je i-ty Taylorov koeficient
v bode y (ti(y) = p(i)(y)/i!), potom v1,j = b

(k,x)
j pre j = 0 . . . k.

Dôkaz. (Stahl (1995, strana 108)) Indukciou ukážeme

vi,j =
j∑

m=0

(
j
m

)
(

k
m+i−1

)tm+i−1(x)w(x)m+i−1

kde i = 1 . . . n, j = 0 . . . k − i + 1.
Pre i = 1 . . . n a j = 0 máme (0

0)
( k

i−1)
ti−1(x)w(x)i−1 = ti−1(x)

( k
i−1)

· w(x)i−1 = vi,0. Ak
zvolíme za indexy i = n a j = 1 . . . k − d, tak vďaka tomu, že tm+n−1(x) = 0 pre
m > 1, tak platí: ∑j

m=0
( j

m)
( k

m+n−1)
tm+n−1(x)w(x)m+n−1 = (0

0)
( k

n−1)
tn−1(x)w(x)n−1 =

vn,0 = vn,j. Týmto máme pripravenú indukčnú bázu. Pre ďalšie indexy j = 1 . . . k
a i = 1 . . . min(n − 1,k − j + 1) vzťah ukážeme pužitím indukcie:
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vi,j = vi,j−1 + vi+1,j−1

IP=
j−1∑
m=0

(
j−1
m

)
(

k
m+i−1

)tm+i−1(x)w(x)m+i−1 +
j−1∑
m=0

(
j−1
m

)
(

k
m+i

)tm+i(x)w(x)m+i

=
j−1∑
m=0

(
j−1
m

)
(

k
m+i−1

)tm+i−1(x)w(x)m+i−1 +
j∑

m=1

(
j−1
m−1

)
(

k
m+i−1

)tm+i−1(x)w(x)m+i−1

=

(
j−1

0

)
(

k
i−1

) ti−1(x)w(x)i−1 +
j−1∑
m=1

(
j−1
m

)
+
(

j−1
m−1

)
(

k
m+i−1

) tm+i(x)w(x)m+i−1

+

(
j−1
j−1

)
(

k
j+i−1

)tj+i−1(x)w(x)j+i−1 =
j∑

m=0

(
j
m

)
(

k
m+i−1

)tm+i−1(x)w(x)m+i−1

Špeciálne pre i = 1 dostávame:

v1,j =
j∑

m=0

(
j
m

)
(

k
m

)tm(x)w(x)m = b
(k,x)
j pre j = 0 . . . k.

□
Implementácia používa práve túto schému. Viac detailov môžeme nájsť v komen-
tovaných zdrojových súboroch.

3.7 Intervalové polynómy a ich formy
V tejto časti predstavíme redukciu výpočtu obalu intervalového polynómu

na obaly polynómov s bodovými koeficientmi. To nám umožní použiť metódy
na hľadanie obalu obyčajných polynómov na hľadanie obalu intervalových poly-
nomóv.

Definícia 19. Intervalový polynóm je polynóm s intervalovými koeficientmi:

p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0.

Je potrebné uvedomiť si, že hodnota v bode x je typický nedegenerovaný inter-
val. Obor hodnôt takéhoto polynómu nad intervalom x, si môžeme predstaviť ako
zjednotenie oboru hodnôt bodovych polynómov, ktorých koeficienty sú vybraté
z intervalov pôvodného polynómu, t.j.

p(x) = {
n∑

i=0
aix

i : x ∈ x, ai ∈ ai}

Takýto obor hodnôt bude opäť interval a to vďaka spojitosti polynómov voči
zmene koeficientov.

Obal intervalového polynómu je možné určiť z obalov polynómov, ktoré obsa-
hujú namiesto intervalových koeficientov horné, resp. dolné hranice koeficientov
intervalového polynómu. V nasledujúcej novej lemme ukážeme, ako nájsť hornú
a dolnú hranicu hodnoty polynómu v ľubovoľnom bode.
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Lemma 20 (Maximum a minimun v bode). Máme intervalový polynom p(x) =∑n
i=0 aix

i. Potom:

pre y ∈ [0,∞] : p(y) =
n∑

i=0
aiy

i a p(y) =
n∑

i=0
aiy

i, (3.23)

pre y ∈ [−∞,0] : p(y) =
n∑

i=0
δi(ai)yi a p(y) =

n∑
i=0

δ̌i(ai)yi, (3.24)

kde

δi(a) =

⎧⎨⎩a i ≡ 0 (mod 2)
a

a δ̌i(a) =

⎧⎨⎩a i ≡ 0 (mod 2)
a

Dôkaz. Najprv (3.23). Indukciou ukážeme, že pre m = 0 . . . n platí ∑m
i=0 aiyi =∑m

i=0 aiy
i a ∑m

i=0 aiy
i = ∑m

i=0 aiy
i . Ak je m = 0, tak to zrejme platí. Ak je y

nezáporne, tak pre ľubovoľný interval a platí ayi = ayi a ayi = ayi. Ďalej
indukciou pre y ∈ [0,∞] dostávame:

•
m+1∑
i=0

aiyi =
m∑

i=0
aiyi + am+1ym+1 IP=

m∑
i=0

aiy
i + am+1ym+1 =

m+1∑
i=0

aiy
i

•
m+1∑
i=0

aiy
i =

m∑
i=0

aiy
i + am+1ym+1 IP=

m∑
i=0

aiy
i + am+1ym+1 =

m+1∑
i=0

aiy
i

Podobne (3.24). Indukciou chceme ukázať rovnosti ∑m
i=0 aiyi = ∑m

i=0 δi(ai)yi

a ∑m
i=0 aiy

i = ∑m
i=0 δ̌i(ai)yi , kde m = 0 . . . n. Pre m = 0 máme δ0(a0) = a0

a δ̌0(a0) = a0, takže indukčná báza platí. Ak vezmeme do úvahy záporné alebo
nulové y, tak pre ľubovoľný interval a a pre párne i máme ayi = ayi a ayi = ayi.
V prípade, kedy i je nepárne, tak ayi = ayi a ayi = ayi. To nám dáva ayi =
[δ̌i(a)yi, δi(a)yi]. Potom indukciou pre y ∈ [−∞,0]:

•
m+1∑
i=0

aiyi =
m∑

i=0
aiyi + am+1ym+1 IP=

m∑
i=0

δi(ai)yi + am+1ym+1 =
m+1∑
i=0

δi(ai)yi

•
m+1∑
i=0

aiy
i =

m∑
i=0

aiy
i + am+1ym+1 IP=

m∑
i=0

δ̌i(ai)yi + am+1ym+1 =
m+1∑
i=0

δ̌i(ai)yi

□

Podľa nasledujúcej novej vety nám na nájdenie obalu intervalového polynómu
stačí nájsť obaly dvoch alebo štyroch bodových polynómov. Ak 0 ∈ int(x), tak
je potrebné x rozdeliť v bode 0 na dva intervaly a nájsť obaly štyroch bodových
polynómov. Ak 0 ̸∈ int(x), tak len dvoch bodových polynómov.
Veta 21 (Obal intervalového polynómu). Nech p je intervalový polynóm a x
interval tvaru x = [a,b]. Potom

ak b ≤ 0 tak p(x) =[ǧ(x), g(x)]
ak 0 ≤ a tak p(x) =[ȟ(x), h(x)]
inak p(x) =[ǧ([a,0]), g([a,0])] ∪ [ȟ([0,b]), h([0,b])]
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kde ǧ(y) = ∑n
i=0 aiy

i, g(y) = ∑n
i=0 aiy

i, δ a δ̌i sú definované ako v lemme 20
a ȟ(y) = ∑n

i=0 δ̌i(ai)yi, h(y) = ∑n
i=0 δi(ai)yi.

Dôkaz. Táto veta je priamym dôsledkom predchádzajúcej lemmy 20. V každom
bode y vieme nájsť hranice intervalu p(y) pomocou istých polynómov. Predpisy
týchto polynómov sú rovnaké v intervaloch [−∞,0] a [0,∞]. Sú to práve bodové
polynómy g,ǧ, h a ȟ.

□

Dôsledok. Nech G(x), Ǧ(x), H(x) a Ȟ(x) sú príslušné intervalové rozšírenia. De-
finujme P : IR → IR nasledovne:

P ([a,b]) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[Ǧ([a,b]), G([a,b])] ak b ≤ 0
[Ȟ([a,b]), H([a,b])] ak 0 ≤ a

[Ǧ([a,b]), G([a,b])] ∪ [Ȟ([a,b]), H([a,b])] inak

Keďže platí Ǧ([a,b]) ≤ ǧ([a,b]), g([a,b]) ≤ G([a,b]), Ȟ([a,b]) ≤ ȟ([a,b]) a h([a,b]) ≤
H([a,b]), tak P je intervalové rozšírenie intervalového polynómu p. Podobne platí,
ak G(x), Ǧ(x), H(x) a Ȟ(x) sú monotónne v inklúzii, tak aj P (x) je monotónna
funkcia vzhľadom na inklúziu.
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4. Užívateľská dokumentácia
Súčasťou práce je balík pv (polynomial value) obsahujúci m-súbory, ktoré

implementujú výpočet obalu oboru hodnôt reálnych a intervalových polynómov
nad intervalom. Je možné ich používať v Matlabe alebo Octave. Funkcie vychá-
dzajú z foriem popísaných v predchádzajúcej kapitole.

4.1 Prostredie
Ako programátorské prostredie sme zvolili Matlab a Octave. Funkcie fun-

gujú v oboch systémoch. Balík používa intervalovú aritmetiku toolboxu INTLAB,
ktorý však nie je jeho súčasťou.

V Octave je možné namiesto INTLABu použiť slobodný balík interval, ktorý
poskytuje podobnú funkčnosť ako INTLAB. Ďalej, v Octave, môžeme využiť pa-
ralelizmus pri výpočte obalu intervalového polynómu. To zabezpečuje balík pa-
rallel, ktorý je distribuovaný s naším balíkom. Zapnutie a vypnutie paralelizmu
je umožnené pri inicializácii balíka pv.

Súčasťou priloženého CD je aj balík tests, ktorý sme použili pri tvorbe štatis-
tikého výstupu. Informácie o balíku a jeho využití sú popísane v programátorskej
dokumentácii.

Samozrejme, pred použitím je odporúčané prečítať si README.md.

4.1.1 Základné konštrukcie
Zápis intervalu x = [2,3], reálneho a intervalového polynómu

p(y) = 2y3 + y + 4
ig(z) = [4,4.3]z2 + 2z + [3,3.3]

v prostredí Matlab/Octave s toolboxom INTLAB/interval:

>> x = infsup(2,3)
intval x =
[ 2.0000, 3.0000]
>> p = [2 0 1 4]
p =

2 0 1 4

>> ig = [infsup(4,4.3) 2 infsup(3,3.3)]
intval ig =
[ 4.0000, 4.3000] [ 2.0000, 2.0000] [ 3.0000, 3.3000]

Podrobnejší popis toolboxu INTLAB a jeho syntaxe je možné nájsť na jeho do-
movskej stránke v sekcii demo: http://www.ti3.tuhh.de/intlab/demos/html/
dintval.html. Všeobecné informácie o balíku interval a rozdiely medzi ním
a INTLABom sú popísané na Octave wiki: http://wiki.octave.org/Interval_
package.
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4.2 Inštalácia
Inštalácia spočíva vo vytvorení lokálnej kópie obsahu CD a načítaní funkcií

do prostredia Matlab/Octave. Pre načítanie funkcií treba nastaviť working direc-
tory na priečinok s lokálnou kópiou. To je možné použitím príkazu cd priamo
v Matlab/Octave, prípadne v terminále spustením prostredia.

Zavolaním funkcie demo sa vypíšu základné informácie o balíku pv a tiež aj
postup jeho inicializácie.

Následne je potrebné zavolať funkciu pvinit. Tú je možné zavolať s parametrom
par pre aktiváciu paralelizmu v Octave, ktorý sa použije počas výpočtu nad inter-
valovým polynómom. Takto je možné zapnúť ho v ľubovoľnej časti programu. Pre
vypnutie je nutné reinicializovať prostredie. Ukazuje sa, že paralelizmus je vhodné
aktivovať, ak pracujeme s intervalovými polynómami so stupňom aspoň 10.

Funkcia pvinit sa pokúsi detekovať úspešné načítanie knižnice v prostredí
podporujúcom intervalovú aritmetiku. Ak sa jej to nepodarí, vyzve užívateľa k jej
inicializácii a v Octave navrhne načítanie balíka interval a zobrazí inštrukcie
k jeho načítaniu.

INTLAB sa inicializacializuje príkazom startintlab. Avšak, predtým musí byť
načítaná cesta k jeho súborom, napr. príkazom addpath. Balík interval sa v Octave
inicializuje príkazom pkg load interval.

Podobne platí, ak užívateľ sa rozhodne použiť paralelizmus v Octave, a teda
balík parallel a jeho závislosť struct.

4.3 Verejné metódy
Po inicializácii balíka pv funkciou pvinit sa sprístupnia metódy na výpočet

obalu oboru hodnôt reálneho i intervalového polynómu. Taktiež sa sprístupnia
funkcie, ktoré boli použité na vytvorenie štatistiky. Viac informacií o nich a balíku
tests je v programátorskej dokumentácii.

4.3.1 Reálne polynómy
Funkcie hľadajúce obálku reálnych polynómov majú povinné dva parametre.

Su nimi reálne koeficienty polynómu, ako reálny vektor, a intervalové x. Koefi-
cienty, ktoré sú pred vyššími mocninami sa vo vektorovej reprezentácii objavia
skôr, napr. pre polynóm 8x2 + 1 su príslušné koeficienty reprezentované reálnym
vektorom [8 0 1].

Metódy založené na:

• Hornerovej forme:

– pvhornerenc: ak vráti 1 ako druhý výstupný parameter ver, tak Horner
nenadhodnocuje, vychádza z vety 5

– pvhornerlzenc: očakáva interval tvaru [0,r], 0 ≤ r

– pvhornerbzenc: vstupný interval rozdelí v 0 a spočíta dvakrát
Hornera
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• Taylorovej forme:

– pvtaylorenc: obálka Taylorovej formy polynómu
– pvtaylorbmenc: z definície (3.10) Taylorovej formy so sekciou v 0 inter-

valu [r,r] počíta Hornera Taylorovho rozvoja polynómu
nad dvoma intervalmi [−r,0] a [0,r], kde r je polomerom
vstupného intervalu

• Mean value forme:

– pvmeanvalenc: obálka Mean value formy polynómu
– pvmeanvalbcenc: obálka Bicentred mean value formy polynómu

• Slope forme:

– pvslopeenc: obálka Slope formy polynómu

• Interpolačnej forme:

– pvinterpolationenc: obálka Interpolačnej formy polynómu
– pvinterpolation2enc: obálka Interpolačnej formy 2 polynómu
– pvinterpolationslenc: obálka Interpolačnej slope formy polynómu

• Bernsteinovej forme:

– pvbernsteinenc: obálka Bernsteinovej formy polynómu. Tretí nepovinný
argument je k. Ovplyvňuje, koľko Bernsteinových ko-
eficientov, potrebných na určenie obalu, sa má spočí-
tať. Funkcia počíta k + 1 Bernsteinových koeficientov.
Hodnota k by mala byť veľká aspoň ako stupeň poly-
nómu. Implicitná hodnota pre k je stupeň polynómu.
Druhý výstupný parameter ver je 1 práve vtedy, keď
Bernsteinova forma polynómu nenadhodnocuje, veta 17.

– pvbernsteinbzenc: vstupný interval rozdelí v 0 na dva a nad nimi spočíta
obálku Bernsteinovej formy polynómu. Podobne ako
predchádzajúca funkcia, akceptuje tretí parameter k.
Druhý výstupný parameter ver je 1 práve vtedy, keď
Bernsteinova forma polynómu nenadhodnocuje.

Okrem týchto metód poskytuje balík metódu pvenc, ktorá rieši daný prob-
lém. Prvé dva parametre má rovnaké ako predchádzajúce metódy. Tretí, voliteľný
parameter je strategy. Jeho možné stringové hodnoty sú FASTEST, FASTER,
EFFECTIVE, TIGHTER, TIGHTEST. Defaultná hodnota pre tento parameter
je EFFECTIVE. Ak druhý výstupný parameter ver vracia 1, tak hodnota formy
polynómu nad intrevalom nenadhodnocuje.
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4.3.2 Intervalové polynómy
Metódy na výpočet obalu intervalových polynómov nad intervalom majú po-

vinné dva argumenty: vektor intervalových koeficientov polynómu a intervalové x.
Poradie intervalových koeficientov vo vektorovej forme je rovnaké ako u reálnych
polynómov.

Názvy metód, ktoré riešia intervalové polynómy sú rovnaké ako pre reálny
prípad, až na prefix, ktorý je pvi namiesto pv. Taktiež neexistuje intervalový
ekvivalent pre pvhornerlzenc a funkcie nevracajú ver. Význam výstupných para-
metrov je rovnaký. Sú to metódy:

– pvihornerenc

– pvihornerbzenc

– pvitaylorenc

– pvitaylorbmenc

– pvimeanvalenc

– pvimeanvalbcenc

– pvislopeenc

– pviinterpolationenc

– pviinterpolation2enc

– pviinterpolationslenc

– pvibernsteinenc

– pvibernsteinbzenc

Aj pre intervalové polynómy poskytuje balík všeobecnú metódu riešiacu daný
problém. Metódu pvienc. Prvé dva argumenty sú zhodné s predchádzajúcimi me-
tódami. Pre tretí parameter strategy platí to isté, čo pre funkciu pvenc.

4.4 Ukážky použitia
Nájdenie obalu polynómov

p(x) = 1.5x4 + 6.2x3 − 4.9x2 − 6.8x − 8.6
ip(x) = [7.55,7.85]x3 + [6.17,6.88]x2 + [−0.15,0.8]x + [0.7,0.8]

nad intervalom ix = [−0.4, 0.2]:

>> pvinit
>> ix = infsup(-0.4,0.2);

>> p = [1.5 6.2 -4.9 -6.8 -8.6];
>> pvenc(p,ix,’FASTEST’)
intval ans =
[ -10.1561, -5.8799]
>> pvenc(p,ix,’TIGHTEST’)
intval ans =
[ -10.1041, -7.0223]
>> pvenc(p,ix)
intval ans =
[ -10.1429, -6.8618]

>> ip = [infsup(7.55,7.85) infsup(6.17,6.88) ...
> infsup(-0.15,0.8) infsup(0.7,0.8)];
>> pvienc(ip,ix)
intval ans =
[ 0.4037, 1.4777]
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>> pvienc(ip,ix,’TIGHTEST’)
intval ans =
[ 0.5933, 1.4777]

Volanie metód používajúce špecifickú formu:

>> p = [-2 2 3];

>> ix = infsup(0.5,1);

>> [iy ver] = pvbernsteinenc(p,ix)
intval iy =
[ 3.0000, 3.5000]
ver = 1

>> [iy ver] = pvhornerenc(p,ix)
intval iy =
[ 3.0000, 4.0000]
ver = 0

>> iy = pvslopeenc(p,ix)
intval iy =
[ 3.0000, 3.7501]

Ďalšia ukážka používa paralelizmus v Octave počas výpočtu obalu intervalo-
vých polynómov:

>> pvinit par
>> ip = [infsup(2,2.25) infsup(-2.3,-2.1) 2];
>> ix = infsup(0.5,1.5);

>> iy = pvibernsteinenc(ip,ix)
intval iy =
[ 1.2000, 3.9126]

>> iy = pvihornerenc(ip,ix)
intval iy =
[ 0.0500, 3.9126]

Poznámka. Musíme si uvedomiť, že reprezentácia čísla zo zdrojového kódu nemusí
obsahovať mienené číslo. To sa týka hlavne čísel s desatinnou čiarkou. Pre INT-
LAB napríklad platí, ak použijeme ix = intval(0.1), tak 0.1 sa zaokrúhli na naj-
bližšie reprezentovateľné číslo. Potom nie nutne platí 0.1 ∈ ix. Pre dosiahnutie
0.1 ∈ ix potrebujeme zavolať konštruktor ix = intval(”0.1”). Viac informácií
o týchto problémoch a možnostiach ich riešenia je možné nájsť v dokumentácii
k INTLABu.

Ak sa rozhodneme použiť balík interval namiesto INTLABu, tak ten nemá
ekvivalent k jeho metódam getround, setround, špecifikujúce mód zaokrúhľovania.
Pri jeho použití teda môžu vzniknúť chyby vyplývajúce z nesprávneho smeru
zaokrúhľovania.
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5. Programátorská dokumentácia
Koreň priečinku priloženého CD obsahuje súbory README.md, demo.m, pvi-

nit.m a priečinky pv, tests, lib, reports.
Prečinky pv a test reprezentujú balíky. V reports sú uložené výsledky tes-

tov, ktoré vznikli na našej pracovnej stanici. Priečinok lib obsahuje Octave ba-
líky interval-2.1.0.tar.gz, parallel-3.1.1.tar.gz a struct-1.0.14.tar.gz. Balík interval
je open source alternatívou k INTLABu. Balík parallel potrebuje k svojej činnosti
balík struct.

Skript pvinit.m je nutné zavolať pre inicializáciu balíkov pv a tests. Funkciu
demo je možné spustiť ešte pred zavolaním pvinit.

Vo všeobecnosti naše balíky obsahujú priečinok aux, v ktorom sa nachádzajú
pomocné funkcie, ktoré balík interne používa. V priečinku doc sa nachádza do-
kumentácia vygenerovaná súborom ocdoc.m. Tento dokumentačný systém OcDoc
sa taktiež používa v projekte LIME (Library of Interval Methods), ktorý sa vy-
víja na našej fakulte. Výstupom tohto skripta je priečinok doc s dokumentáciou
jednotlivých súborov vo formáte html. Súhrnný prehľad je v súbore index.html.
Súbory jednotlivých implementácií sú v plain texte aj s komentármi, takže je
možné do nich nahliadnuť. Za dokumentačný jazyk bola zvolená angličtina.

Implementácie jednotlivých metód sú uložené v m-súboroch. Obecne môže
byť m-súbor súbor obsahujúci práve jednu funkciu alebo skript.

5.1 Funkcia pvinit
Platí pre ňu to, čo je popísané v časti 4.2 o inštalácii. Detailnejší prehľad

o tom, aké súbory sú načítané v danej konfigurácii je možné získať preštudo-
vaním samotného skripta pvinit.m. Za zmienku stojí spomenúť volanie funkcie
load_intlab_camouflage pri nenájdení funkcie intval v prostredi Octave. Tá ma-
puje mená istých funkcií z INTLABu na mená funkcií z balíka interval. Zoznam
takýchto funkcii je priamo v skripte aux/octave_env/load_intlab_camouflage.m.

Ak sa rozhodneme využiť paralelizmu prostredí Octave, tak ten sa prejaví
vo funkciách pracujúcimi s intervalovými polynómami a vo funkciách v balíku
tests. Presnejší popis o aké funkcie sa jedna, je v nasledujúcej časti popisujúcej
balik pv.

5.2 Balík pv
Balík pv (polynomial value) poskytuje funkcie počítajúce obálku reálneho

aj intervalového polynómu nad intervalom.
Ako zdroj dokumentácie je možné použiť html súbory z doc alebo priamo zdro-

jový kód, ktorý je patrične okomentovaný. Metódy s prefixom pv a pvi sú opísané
aj v užívateľskej dokumentácii.
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Štruktúra balíka pv:

pv
|- aux
| |- ocdoc.m
| |- centres_mean_value_form.m
| |- derivate_polynomial.m
| |- taylor_coefficients.m
| |- taylor_form_eval_half.m
| |- range_power.m
| |- evaluate_parabola.m
| |- invert_polynomial.m
| |- interval_polynomial_form.m
| |- interval_polynomial_forms
| | |- pvibernsteinbzenc.m
| | |- pvibernsteinenc.m
| | |- pvihornerbzenc.m
| | |- pvihornerenc.m
| | |- pviinterpolationenc.m
| | |- pviinterpolation2enc.m
| | |- pviinterpolationslenc.m
| | |- pvimeanvalbcenc.m
| | |- pvimeanvalenc.m
| | |- pvislopeenc.m
| | |- pvitaylorbmenc.m
| | \- pvitaylorenc.m
| |- doc
| | |- index.html

| | \ ...
| |- octave_env
| | |- interval_polynomial_form_par.m
| | |- load_interval_forms_par.m
| | \- load_intlab_camouflage.m
|- doc
| |- index.html
| \ ...
|- ocdoc.m
|- pvbernsteinbzenc.m
|- pvbernsteinenc.m
|- pvenc.m
|- pvhornerbzenc.m
|- pvhornerenc.m
|- pvhornerlzenc.m
|- pvienc.m
|- pvinterpolationenc.m
|- pvinterpolation2enc.m
|- pvinterpolationslenc.m
|- pvmeanvalbcenc.m
|- pvmeanvalenc.m
|- pvslopeenc.m
|- pvtaylorbmenc.m
\- pvtaylorenc.m

Funkcie z priečinka pv/aux/interval_polynomial_forms sú wrappery, ktoré vo-
lajú pv/aux/interval_polynomial_form.m s príslušnými parametrami. V jej imple-
mentácii sa uplatní veta 21 o obale intervalového polynómu.

Pokiaľ aktivujeme paralelizmus v Octave príkazom pvinit s parametrom ’par’,
tak sa namiesto funkcie z pv/aux/interval_polynomial_forms zavolá funkcia s rov-
nakým menom načítaná skriptom load_interval_forms_par.m. Ten bol volaný
v pvinit. Následne funkcie pre intervalové polynómy používajú paralelnú ver-
ziu pv/aux/octave_env/interval_polynomial_form_par.m namiesto funkcie inter-
val_polynomial_form.

Obe verzie akceptujú vektor intervalových koeficientov, interval x a handler
na formu, ktorý počíta obálku reálneho polynómu. Paralelná verzia v prípade,
kedy vstupný interval obsahuje nulu, naplánuje výpočet obaliek dvoch reálnych
polynómov. Inak naplánuje štyri polynómy. Ak má prostredie prístup k viace-
rým výpočtovým jednotkám, tak sa tieto obálky spočítajú paralelne. Nad obál-
kami sa nakoniec urobí zjednotenie. Počas výpočtu obálky sa používa handler na
formu, ktorý funkcia dostala ako argument. Tvary reálnych polynómov sú popí-
sané vo vete 21 (o obale intervalového polynómu).
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Funkcia pvenc

Vracia obal reálneho polynómu nad intervalom. Ak druhý výstupý parameter
ver je 1, tak použitá forma nenadhodnocuje. Prvé dva vstupné parametre, koefi-
cienty polynómu a intervalové x, sú povinné. Tretí stringový parameter strategy
je nepovinný a má defaultnú hodnotu EFFECTIVE. Hodnoty parametru strategy
môžu byť FASTEST, FASTER, EFFECTIVE, TIGHTER, TIGHTEST. Funkcia
na základe strategy a vlastnosti intervalu x zvoli metódu, ktorá sa má zavolať.

Podľa hodnoty strategy sa volajú funkcie:

FASTEST ak x obsahuje nulu, tak sa zavolá pvhornerbzenc, inak pvhornerenc

FASTER volá pvmeanvalbcenc

EFFECTIVE ak x obsahuje nulu, tak volá pvmeanvalbcenc, inak pvinterpola-
tion2enc

TIGHTER volá pvinterpolationslenc

TIGHTEST ak x obsahuje nulu, tak volá pvbernsteinbzenc, inak pvbernsteinenc

Funkcia pvienc

Vracia obal intervalového polynómu nad intervalom. Prvé dva vstupné pa-
rametre, koeficienty intervalového polynómu a intervalové x, sú povinné. Tretí
stringový parameter strategy je nepovinný a má defaultnú hodnotu EFFEC-
TIVE. Hodnoty parametru strategy môžu byť FASTEST, FASTER, EFFEC-
TIVE, TIGHTER, TIGHTEST. Funkcia na základe strategy zvoli metódu, ktorá
sa má zavolať.

Podľa hodnoty strategy sa volajú funkcie:

FASTEST volá pvihornerbzenc

FASTER volá pvislopeenc

EFFECTIVE volá pvimeanvalbcenc

TIGHTER volá pviinterpolationslenc

TIGHTEST volá pvibernsteinenc

5.3 Balík tests
Tento balík bol použitý na generovanie reálnych a intervalových polynómov,

vyhodnocovanie reálnych a intervalových polynómov s cieľom získania najpresnej-
šieho výsledku, generovanie štatistík zachytávajúce runtime jednotlivých metód
a ich relatívnej veľkosti nadhodnocovania.
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Štruktúra balíka tests:

tests
|- aux
| |- evaluate_polynomial
| | |- evaluate_polynomial.m
| | \- private
| | \- evaluate_polynomial_.m
| |- octave_env
| | \- evaluate_polynomial.m
| |- generate_polynomials.m
| |- evaluate_polynomial_int.m
| |- generate_polynomials_interval.m

| \- eval_forms.m
|- doc
| |- index.html
| \ ...
|- make_stats.m
|- ocdoc.m
|- run_tests.m
\- test.m

Generovanie koeficientov reálnych a intervalových polynómov zabezpečujú
funkcie generate_polynomials a generate_polynomials_interval. Pre generovanie
bolo zvolené rovnomerné rozdelenie. Pre nájdenie najtesnejšieho referenčného
obalu, za cenu väčšieho výpočetného času, sú použité funkcie evaluate_polynomial
a evaluate_polynomial_par.

Funkcia evaluate_polynomial_ pracuje triviálnym spôsobom. Posúva práve te-
stované reálne y z intervalu x o pevne zvolené delta a priebežne zlepšuje maximum
a minimum. Delta má implicitnú hodnotu 0.0003. Je možné ju zmeniť priamo
v zdrojovom súbore tejto metódy.

Metóda evaluate_polynomial_par je len wrapper pre volanie funkcie inter-
val_polynomial_form, ktorá za formu vezme evaluate_polynomial.

Existujú dve verzie evaluate_polynomial. Ktorá sa načíta do prostredia zá-
visí od toho, či používame Octave a posledné volanie pinit bolo s parametrom
’par’. Defaultne sa použije tá v tests/aux/evaluate_polynomial. Obaľuje volanie
funkcie tests/aux/evaluate_polynomial/private/evaluate_polynomial_.m. Ak sme
v prostredí Octave a zavoláme pvinit s parametrom ’par’, tak sa načíta me-
tóda tests/aux/octave_env/evaluate_polynomial.m, ktorá patrične využíva para-
lelizmus. Vstupný interval rozdelí na n časti, kde n je počet detekovaných proceso-
rov. Na týchto intervaloch zavolá evaluate_polynomial_ a na vratených intervaloch
skonštruuje ich obal.

Spustenie, vytvorenie testu a štatistiky
Na vytvorenie štatistiky, generovanie testovacích výstupov, definovanie a spus-

tenie testov bol použitý skript make_stats.m a funkcie z test.m, run_tests.m. Pod-
robnejší popis ich rozhraní sa nachádza v príslušnom súbore v priečinku tests/doc
a priamo v zdrojovom kóde.

Funkcia test

Funkcia test spočíta obaly, v nej vygenerovaných, polynómov použitím fun-
kcie evaluate_polynomial alebo evaluate_polynomial_par nad pevným vstupným
intervalom ix. Nad týmito polynómami a ix sa spustia handlery na funkcie repre-
zentujúce intervalové formy predané funkcii v poli buniek. Každá bunka obsahuje
štruktúru s handlerom a jeho textovým popisom, tagom.
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Výsledky volania test sa uchovajú v priečinku test_out. Každý vygenerovaný
súbor má prefix, ktorý bol definovaný pri volaní funkcie test. Formát týchto sú-
borov je binárny, konkrétne je typu MATLAB 5.0 MAT-file.

Pre každé volanie handlera sa uloží štruktúra s jeho popisom, pole časov
výpočtov jednotlivých polynómov a spočítané obaly do binárneho súboru, ktorého
meno obsahuje názov handlera a prefix testu.

Taktiež sa vytvorí binárny súbor so sufixom ’test.bin’ reprezentujúci celý test.
Ten, okrem iného, obsahuje odkazy na súbory vniknuté popri volaní handlerov.

Štruktúra binárneho súboru *test.bin:

test.ix = interválové x
test.n = # polynómov
test.deg = stupeň vygenerovaných polynómov
test.forms_count = # handlerov
test.filenames = vektor odkazov na súbory vygenerované handlermi
test.polynomials = vektor vygenerovaných polynómov
test.polynomials_ranges = spočítané referenčné obálky polynómov

Štruktúra binárneho súboru vygenerovaného handlerom:

form.ranges = spočítané obálky
form.eval_times = vektor časov výpočtov
form.desc = popis handlera

Funkcia run_tests

V tejto funkcii definujeme a spúšťame testovacie suity. Tie obsahujú pole
buniek forms_structs popisujúce, aké handlery sa použijú vo funkcii test a pole
štruktúr parametrov, ktoré sa postupne použijú vo volaní test.

Ako vstupné parametre má suita počet polynómov, ktorý má funkcia test
generovať a spracovať, a základ mena súboru, z ktorého sa odvodia mená sú-
borov pre zápis štatistiky danej suity. Konkrétne štatistiky sa uložia do súbo-
rov stats_out/$FILENAME.txt a stats_out/$FILENAME_t.txt. Ich obsah definuje
funkcia make_stats.

Pre vytvorenie a spustenie vlastnej suity stačí skopírovať a modifikovať ša-
blónu, umiestnenú v zdrojovom súbore, a pridať volanie do run_tests.

Funkcia make_stats

Táto funkcia generuje štatistické dáta zo súborov vytvorených volaním test.
Typicky zo súboru *test.bin a príslušných binárnych súborov, na ktoré vo vnútri
ukazuje. Výstup posiela do dvoch file deskriptorov, ktoré mu boli predané ako
parametre. Tie mohli byť otvorené volajúcim v rôznom móde, napr. vo write
móde alebo append móde.

Do jedného súboru zapisuje štatistiku o čase behu testovaných handlerov uve-
denú v sekundách. Štatistika v druhom súbore vychádza z dát vyprodukovaných
funkciou distance_fcn, ktorá je na začiatku namapovaná na privátnu funkciu dis-
tance2. Tá vracia hodnotu:

100 ∗
(
w(iz) − w(iy)

)
/w(iz).
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Pri jej volaní je iy, pre daný interval a polynóm, referenčný interval spočítaný
a používaný v jednom teste a iz výstup handleru pre daný polynóm a inter-
val. Štatistické veličiny, ktoré sa vyhodnocujú sú minimum, maximum, priemer
a medián.

Príklad obsahu súborov stats_out/statsX.txt a stats_out/statsX_t.txt vygene-
rované funkciou make_stats v testovacej suite používajúce dva testy. Oba testy
boli volané s bunkovým poľom o troch handleroch a ich textovými anotáciami HF,
SF a BF, avšak s rôznými požiadavkami na stupeň vygenerovaných polynómov
a vstupný interval:

>> STATS for tests_out/t1_test.bin
#polynomials = 100 deg = 4 X = [-0.300000 , 0.200000]

>> [DISTANCE]
Form max min mean median deg X
------------------------------------------------------------------
HF 85.426 3.162 27.500 23.405 4 [-0.300000, 0.200000]
SF 75.350 1.836 25.261 21.818 4 [-0.300000, 0.200000]
BF 64.569 0.000 4.048 0.000 4 [-0.300000, 0.200000]

------------------------------------------------------------------
>> STATS for tests_out/t2_test.bin
#polynomials = 100 deg = 21 X = [-0.100000 , 0.100000]

>> [DISTANCE]
Form max min mean median deg X
------------------------------------------------------------------
HF 59.595 0.085 14.481 10.255 21 [-0.100000, 0.100000]
SF 52.969 0.078 13.787 9.312 21 [-0.100000, 0.100000]
BF 3.829 0.000 0.177 0.000 21 [-0.100000, 0.100000]

------------------------------------------------------------------

>> STATS for tests_out/t1_test.bin
#polynomials = 100 deg = 4 X = [-0.300000 , 0.200000]

>> [EVAL_TIME]
Form max min mean median deg X
------------------------------------------------------------------
HF 0.0258 0.0017 0.0029 0.0026 4 [-0.300000, 0.200000]
SF 0.0251 0.0085 0.0095 0.0092 4 [-0.300000, 0.200000]
BF 0.0349 0.0124 0.0168 0.0183 4 [-0.300000, 0.200000]

------------------------------------------------------------------
>> STATS for tests_out/t2_test.bin
#polynomials = 100 deg = 21 X = [-0.100000 , 0.100000]

>> [EVAL_TIME]
Form max min mean median deg X
------------------------------------------------------------------
HF 0.0072 0.0070 0.0070 0.0070 21 [-0.100000, 0.100000]
SF 0.0640 0.0372 0.0530 0.0579 21 [-0.100000, 0.100000]
BF 0.2992 0.1581 0.2191 0.2441 21 [-0.100000, 0.100000]

------------------------------------------------------------------
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6. Numerické porovnanie
Pre tento účel bola použitá funkcia run_tests z balička test, v ktorej sú zároveň

definované testovacie suity. V priečinku reports sa nachádzajú kópie výstupných
priečinkoch stats_out a tests_out volania tejto funkcie. Okrem nich, reports ob-
sahuje skrípt table.awk, ktorý bol použitý na vytvorenie ostatných *.txt súborov
v reports, zhrňujúce výsledky testu zo súborov z stat_out do prehľadnejšej podoby,
do formy tabuľky. Skript očakáva súbor z stats_out a mód špecifikujúci aké hod-
noty zo súboru má zobrazovať na výstupe. Mód pripúšťa nasledujúce hodnoty:
max, min, mean a median.

Dáta boli vygenerované na pracovnej stanici s Gentoo 2.3, Intel(R) Core(TM)
i7-6700 CPU @ 3.40GHz, v prostredí Matlabu R2017a (9.2.0.538062) 64-bit s INT-
LABom verzie 10, a bez použitia paralelizmu vo výpočtoch obálok intervalových
polynómov.

6.1 Testovacie suity
Každá suita používa 100 náhodné vygenerovaných polynómov so stupňami

4,5,6,7,11,16,21,26 a 31. Koeficienty reálnych polynómov sú v intervale (−1,1).
Koeficienty intervalových polynómov sú podintervaly intervalu (−0.95,0.95).

V run_tests sme definovali 4 suity: test_suite1 až test_suite4. Suity #1 a #3
používajú metódy pre výpočet obálky reálneho polynómu, suity #2 a #4 me-
tódy pre výpočet obálky intervalových polynómov. Konkrétne používajú metódy
popísané v podkapitole Verejné metódy kapitoly Užívateľská dokumentácia,
strana 32.

V testovacích suitách #1 a #2 sú polynómy vyhodnocovane nad intervalmi
[−0.3,0.2], [−0.15, 0.1], [−0.1,0.1], [−0.3, − 0.2] a [0.2,0.3]. V suitách #3 a #4
nad užšími intervalmi [−0.03,0.02], [−0.015, 0.01], [−0.01,0.01], [−0.03, − 0.02]
a [0.02,0.03].

Pripomeňme, že hodnoty štatistických dát generované testami sú spočítané
nasledujúcim vzťahom:

100 ∗
(
w(z) − w(y)

)
/w(z)

Interval y je, pre daný vstupný interval a polynóm, referenčný interval, t.j. na-
južšia obálka, ktorá bola spočítaná hrubou silou. Interval z je spočítaný metódou
používajúcu funkčnú formu. Jedna sa o relatívnu veličinu vyjadrujúcu minimálne
koľko percent hodnôt intervalu spočítaných funkčnou formu je nesprávnych. Táto
interpretácia avšak prehliada súvislosť intervalov. Takto definovanú relatívnu veľ-
kosť nadhodnocovania pre konkrétny polynóm, interval a metódu teda môžme
porovnávať naprieč rôznými metódami používajúce funkčnú formu.

Hodnoty behu metód v štatistických dátach generované spustením testovacej
suity sú uvedené v sekundách.

6.2 Vygenerované tabuľky
Skriptom table.awk bol vygenerovaný súbor $MODE_tab_stats$N.txt a k nemu

odpovedajúci súbor $MODE_tab_stats$N_t.txt zachytávajúci čas behu jednotli-
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vých metód, pre príslušnú N -tu suitu a módy median, mean. Tieto súbory sú sú-
časťou priečinku reports. V prílohe sú ukážky časti týchto súborov pre mód mean.

6.3 Zhrnutie
Nasledujúce pozorovania vychádzajú z obsahu súborov mean_tab_stats1.txt až

mean_tab_stats4.txt zachytávajúce výsledky testovacích suít #1 až #4. Tento ob-
sah je umiestnený v prílohe. Ďalej v prílohe sú iba časti súborov mean_tab_stats1.txt
a mean_tab_stats3.txt udávajúce priemerné časy behov jednotlivých metód. Run-
time metód nezávisí od šírky intervalov. Závisí od stupňa polynómu a pre špe-
cifické metódy čí vstupný interval obsahuje nulu. Preto sme v prílohe umiestnili
iba určíte časti pôvodných súborov.

Testovacie suity používajú nasledujúce mapovanie:

HF pvhornerenc
HFBZ pvhornerbzenc
IF pvinterpolationenc
IF2 pvinterpolation2enc
ISF pvinterpolationslenc
TF pvtaylorenc
TFBM pvtaylorbmenc
MVF pvmeanvalenc
MVFBC pvmeanvalbcenc
SF pvslopeenc
BF pvbernsteinenc
BFBZ pvbernsteinbzenc

iHF pvihornerenc
iHFBZ pvihornerbzenc

iIF pviinterpolationenc
iIF2 pviinterpolation2enc
iISF pviinterpolationslenc
iTF pvitaylorenc

iTFBM pvitaylorbmenc
iMVF pvimeanvalenc

iMVFBC pvimeanvalbcen
iSF pvislopeenc
iBF pvibernsteinenc

iBFBZ pvibernsteinbzenc

Postrehy:

• Výpočtový čas metódy pre intervalový polynóm je teoretický dvojnásobný
pre vstupný interval neobsahujúci nulu voči behu verzie metódy pre reálny
polynóm. Ak vstupný interval obsahuje nulu, tak štvornásobný. To je spô-
sobené priamou aplikáciou vety 21 o obale intervalového polynómu. Ak by
sme využili paralelizmu v Octave, tak čas behu funkcie pre intervalový po-
lynóm by mohol byť približné rovnaký ako pre jej reálnu verziu. Ukázalo sa,
že beh funkcie je v Matlabe rýchlejší aj oproti paralelnej verzie spustenej
v Octave.

• HFBZ použitá pre interval obsahujúci nulu nám dáva pre reálne polynómy
v priemere o polovicu menšie nadhodnocovanie než HF, čo sme čakali vďaka
vete 6. Ak nulu neobsahuje, tak HFBZ používa na celom intervale HF a teda
obe formy dávajú rovnakú obálku. Časovo HFBZ je rýchlejšia pre interval
obsahujúci nulu, a to vďaka intervalom tvaru [0,u] s ktorými pracuje. Tento
tvar zjednodušuje a urýchľuje operáciu násobenia v intervalovej aritmetike.
Pre intervalové polynómy sa iHFBZ a iHF, čo sa tyká veľkostí nadhodno-
covania, správajú rovnako. Je to zapríčinené implementáciou metódy, ktorá
pre intervalový polynóm automaticky rozdelí vstupný interval v bode nule
na dva intervaly, ak interval nulu obsahoval, a na ne použije príslušnú formu.

43



Podobne ako pre reálny prípad je iHFBZ rýchlejšia ako iHF, ak vstupný in-
terval obsahuje nulu.

• IF2 vracia o niečo malo lepšiu obálku než IF za cenu zanedbateľného spo-
malenia výpočtu. Vzťah inklúzie je ukázaný vo vete 14. Podstatne lepšiu
obálku, ako ráta IF2, dáva ISF, a to aj v lepšom čase než IF. Pre užšie in-
tervaly neobsahujúce nulu sú tieto metódy, založené na Interpolačnej forme,
výrazné presnejšie než HF. Spočítať ISF v našom prostredí trvalo v priemere
približné 3–4 krát dlhšie ako HF.

• Veľkosť nadhodnocovania SF je podobná ako u HF, avšak pre intervaly bez
nuly podstatne nižšia. Runtime SF oproti HF bol 3–5 násobný.

• TFBM vracia intervaly s polovičným nadhodnotením ako TF. To ukazuje aj
teória, poznámka v definícii TFBM 3.2.1. TFBM beží o niečo malo pomalšie
ako TF. TF pre intervaly s nulou má podobnú veľkosť nadhodnocovania ako
HF. Pre intervaly bez nuly výsledok má polovičnú chybu HF. TF a SF vra-
cajú v priemere interval s rovnakou chybou, avšak s narastajúcim stupňom
polynómu je TF o dosť pomalšia ako SF.

• Chyba intervalov spočítaných MVF je podobná ako u HF. Pre širšie inter-
valy dokonca výrazné väčšia. Runtime oproti HF je dvojnásobný. MVFBC
v podstate zráta dvakrát MVF, aby sa minimalizovala šírka výslednej obálky,
viď vetu 11. Veľkosť chyby MVFBC je viditeľné menšia ako pri MVF. Čas
behu by mal byť teoretický dvojnásobný oproti MVF.

• V priemere najmenšiu chybu vykazuje použitie BF. Prípadne, pre intervaly
obsahujúce 0 použitie BFBZ, ktorá ráta dvakrát BF. Čas behu BFBZ pre
intervaly obsahujúce nulu je potom tiež dvojnásobný. Pre intervaly bez nuly,
BFBZ volá iba raz BF. Tieto metódy sú výpočetne najnáročnejšie. Priame
porovnanie s HF nie je možné urobiť, lebo BFBZ sa nechová časovo lineárne
vzhľadom k stupňu polynómu ako HF.

Pre intervalové verzie jednotlivých foriem platia podobné závery. V priečinku
reports sú taktiež podobné tabuľky používajúce mód median namiesto priemeru.
V niektorých prípadoch je hodnota mediánu je o dosť nižšia ako priemer. Kon-
krétne pre metódy BMVFBC, BF a BFBZ je medián veľkosti nadhodnocovania
nulový v danej presnosti štatistických dát.

Pokiaľ potrebujeme metódu na spočítanie obálky polynómu s minimálnym
nadhodnotením, tak siahneme po funkciách založených na Bernsteinovej forme.
Pokiaľ nám ide o rýchlosť výpočtu, tak v tomto smere prevažuje implementácia
Hornerovej formy.
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7. Záver
V prací sme v úvodných kapitolách zhrnuli základné poznatky o intervalovej

aritmetike a o istých funkčných formách reálnych polynómov používajúce inter-
valovú aritmetiku, ktoré sa dajú použiť na výpočet obálky reálneho polynómu.
Ukázali sme, že obal intervalového polynómu vieme zložiť z dvoch až štyroch
obalov reálnych polynómov. Štruktúra týchto reálnych polynómov je jednoduchá.
Ich koeficienty sú hodnoty hraníc z príslušných intervalových koeficientov. Tým
pádom metódy počítajúce obálku reálneho polynómu je možné použiť na výpočet
obálky intervalového polynómu.

Implementovali sme metódy počítajúce obálku reálnych a intervalových po-
lynómov vychádzajúce z funkčných foriem. Implementácia je primárne určená
pre prostredie Matlab s toolboxom INTLAB. Alternatívne je ju možné používať
v prostredí Octave s INTLABom, prípadne s neplateným variantom INTLABu
poskytujúcim intervalovú aritmetiku, ktorým je balík interval. V prostredí Oc-
tave je možné aktivovať paralelizmu pri výpočte obálky intervalového polynómu.
Ten môže spôsobiť, že čas behu funkcie pre intervalový polynóm sa bude blížiť
k času behu verzie pre reálny polynóm. Pre Matlab sme nenašli neplatený tool-
box umožňujúci nám využiť paralelizmus v našich funkciách. V praxi sa ukázalo,
že funkcie bežiace v paralelnom móde v Octave sú pomalšie ako ich neparalelné
verzie bežiace v prostredí Matlabu.

Nakoniec sme urobili numerické porovnanie veľkosti nadhodnocovania a ča-
sov behu implementovaných metód. Dáta použite pre numerické porovnanie sú
súčasťou prílohy. Ďalšie numerické výsledky sú umiestnené na CD. Ukazuje sa,
že najužšiu obálku dávajú metódy založené na Bernsteinovej forme. Najrýchlejšie
boli metódy aplikujúce priamo Hornerovu schému na vstupný polynóm.
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Príloha
Príloha obsahuje tabuľky výsledkov testovacích suit #1 až #4 zo súborov

mean_tab_stats1.txt až mean_tab_stats4.txt. Ďalej časy behu jednotlivých metód
pre suity #1 a #2. zo súborov mean_tab_stats1_t.txt a mean_tab_stats4_t.txt.
Časy behu metód nezávisia od šírky intervalu, preto tabuľky neobsahujú kom-
pletné dáta z príslušných súborov, ale len hodnoty pre špecifické intervaly. Po-
drobná interpretácia hodnôt v prílohe je uvedená v kapitole 6, Numerické po-
rovnanie.

Ďalšie tabuľky ako aj celú implementáciu je možné nájsť na priloženom CD.
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