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tivne spocitat obalku polynému. V teoretickej casti je taktiez predstaveny prevod
umoznujuci pouzif lubovolni formu pocitajicu obalku realneho polynému na vy-
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nas problém aplikujice niektort z foriem. Uzivatel ma moznost nepriamo ovplyv-
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1. Uvod

Vsestrannost dnesnych modernych pocitacov je ohromna. St prostriedkami ve-
dice k rieseniam komplexnych tloh sirokého spektra Iudského poznania. Priamo,
¢i nepriamo nam ulahcuju kazdodenny zivot a zefektiviiuju vyrobne procesy. A-
vsak ich pévodny zamer, a to vykonavanie aritmetickych a logickych operacii,
je stale zachovany.

7 principu konec¢nosti, hlavnym nedostatkom pocitacovej aritmetiky, je jej ne-
schopnost reprezentovat vietky redlne ¢sla. Dalsf problém, ktory standardnd im-
plementécia ¢isiel s desatinnou ¢iarkou zavadza, je vznik zaokruhlovacich chyb.
Vo vypoétoch vyzadujuce rigorézne vysledky, typicky vedeckych, takyto efekt
pouzitia pocitacovej aritmetiky nie je akceptovatelny. Tieto nedostatky mozeme
¢iastocné vyriesit aplikovanim casti tedrie numerickej matematiky. Konkrétne te-
orie intervalovej aritmetiky, z ktorej vychaddza gro nasej prace.

Korene intervalovej aritmetiky siahaji na prelom 50. a 60. rokoch 20. storo-
¢ia. Za otca tejto Casti matematiky sa pokladd R. E. Moore, ktory v roku 1959
publikoval ¢lanok Automatic error analysis in digital computation (Moore, 1959)),
zaoberajuci sa moznostami implementacie intervalovej aritmetiky v pocitaci. Ne-
skor, v roku 1966, su zaklady intervalovej aritmetiky predstavené v jeho knihe
s nazvom Interval Analysis (Moore, 1966)).

Intervalova aritmetika pouziva ako zakladnt entitu interval obsahujtci cielent
hodnotu. St na nich zadefinované unarne a binarne aritmetické operacie, ktoré
pozname z telesa realnych cisiel. Sama vSak teleso netvori. Vysledok takychto
operacii zavisi iba na hornych a dolnych hraniciach vstupnych intervalov. Ich
vypoctovy cas, resp. pocet instrukcii, je konStanta krat horsi ako v pripade redl-
nej verzie pocitacovej aritmetiky. V beznych implementaciach je tato konstanta
rozumna, ¢o nam umoznuje relativne rychlo vykonavat aritmetické operacie bez
straty skutocnej vyslednej hodnoty. Vysledny interval operécie intervalovej arit-
metiky zachytava vsetky mozné vysledky, ktoré mézu vznikniut aplikovanim ope-
racie na vstupné hodnoty z intervalov.

Mohlo by sa zdaf, Ze priamociarym nahradenim redlnej pocitacovej aritme-
tiky za intervalovi dosiahneme vytuzeného efektu. Takouto priamou aplikaciou
dostaneme reprezentaciu, ktord myslienkovo obsahuje skutoc¢ni hodnotu, ale vy-
sledok méze byt viac obecny ako sme cheeli. Sirka vysledného intervalu moze byt
velkd, a teda aj neurcitost skutocnej hodnoty. Odbor intervalovd analyza studuje
pravé efektivnejsie pouzitie intervalovej aritmetiky:.

Jednou z otazok intervalovej analyzy je najdenie aproximdcie oboru hodnot
polynému nad uzavretym intervalom. Problém vyhodnotenia polynému nad inter-
valom pre variabilny pocet premennych je NP-tazky (Gaganov| (1981)), |Gaganov
(1985))), zatial ¢o pre pevny pocet premennych sa jedna o polynomidlny problém
(Grigoryev a Vorobjov, [1988). V préci sa zaoberame priamo aplikdciou interva-
lovej aritmetiky na vypocet odhadu hornej a dolej hranice obori hodnot poly-
noémov o jednej premennej nad intervalom. Koeficienty uvazovanych polynémov
su realne i intervalové.



1.1 Ciele prace

o predstavenie metod hladajice obalku realneho polynému nad intervalovym
vstupom

» zovseobecnenie metdd pre intervalové polynémy

 implentacia zmienenych metdéd v prostredi Matlab/INTLAB, pripadne pri-
danie podpory pre prostredie Octave/interval.

o numerické porovnanie implementovanych metdod

Dalsim cielom prace je, aby formalna tprava implementacii sa zhodovala
so Standardom pouzivajuci v projekte LIME, vyvijajici sa na nasej fakulte, pre ich
pripadni jednoduchsiu integrovatelnost do projektu. Primédrnym bodom zaujmu
toolboxu LIME je aplikacia intervalovych met6d v prostredi Matlab/INTLAB.

1.2 Podobné prace

Sucastou toolboxu INTLAB je funkcia polyval pocitajuca obalku realneho
i intervalového polynému nad intervalom. Priptusta polynémy viac premennych.
Pri defaultnej konfiguracii vo vypocétu pouziva Hornerovu schému. Je mozné vynu-
tit, aby vysledok bol sticet mocnin vyhodnotenych nad intervalom, prenasobenych
prislusnymi koeficientmi.

V teoretickej casti ¢erpame hlavne z prace Stahla (Stahl, [1995). Dokazy vy-
chadzajucej z nej sa snazime konstruovat pochopitelnejsie za cenu vacsej vyre-
¢nosti. Prindsame redukciu vypoctu obalu intervalového polynému na vypocty
obalov redlnych polynémov, ako aj detailnejsie popisy subpolynémov vyskytu-
juce sa vo vypoctoch. Implementacie funkénych foriem polynému st zalozené
na pseudokodu taktiez od Stahla. Nasa implementacia je slobodna a snazi sa
zaviest prvky paralelizmus vo funkcidch pracujice s intervalovymi polynémami.
Na zaklade numerického porovnania ponikame globalne funkcie riesiace defino-
vany problém.

1.3 Struktira prace

Druha a tretia kapitola pokryva zakladni teériu, od ktorej sa odrazaju im-
plementécie jednotlivych metdéd. V zavere tretej kapitoly je predstaveny prevod
umoznujuci pouzif Tubovolni metédu hladajici obalku redlneho polynému na néaj-
denie obalky intervalového polynému. Jednotlivé tvrdenia a ich dokazy mozu
byt pouzite ako dokumentacné referencie pri nejasnostiach vzniknuté studovanim
zdrojového kodu.

Vo stvrtej a piatej kapitole najdeme uzivatelski a programéatorski dokumen-
taciu popisujicu typické iikony spojene s instalaciou, pouzivanim softwaru, ako aj
popis struktiry a logiky suborov vyslednej implementacie. Alternativne za zdroj
dokumentacie je mozné povazovat okomentované zdrojové stubory, z ktorych sa ge-
neruje dokumentacia vo formate html v priecinkoch doc.



V Siestej kapitole ndjdeme numerické porovnanie velkosti nadhodnocovania
a runtimu jednotlivych metéd pocitajice obalku polynému. Data, z ktorych sme
vychadzali su v prilohe.

Sucastou prace je aj CD obsahujiice nasu implementaciu a vygenerované data,
na ktorych je mozné urobif dalSie numerické porovnanie jednotlivych metod.



2. Zakladné pojmy

V tejto kapitole definujeme zdkladné pojmy a znacenia, ktoré nas budu spre-
vadzat zvyskom prace.

2.1 Interval a intervalova aritmetika

Definicia 1 (Interval). Intervalom a nazveme mnozinu definovani ako
a:=[aa ={reR:a<z<a},

horna hranicu znacime @, dolnd hranicu a.

O intervale, pre ktory plati @ = a hovorime, Ze je degenerovany. Interval
je symetricky, ak @ = —a. Mnozinu vsetkych realnych intervalov oznacujeme IR.
Viacrozmernym intervalom (vektorom z IR"™) hovorime boxy.

Definicia 2 (Intervalova aritmetika). Majme a,b € IR. Definujeme operdcie
scitania, odcitania, ndsobenia a delenia na IR nasledovne:

[
a—b:=[a—0ba—1D
a - b:=[min(R), mazx(R)] kde R:={a-ba-b,a-b,a-b}
a/b = [min(R'),maz(R')] kde R :={a/b,a/b,a/b,a/b},0 ¢ b

Ulohou intervalovej aritmetiky je najst vietky mozné hodnoty vypoétu, ku kto-
rym by sme dospeli zvolenim Tubovolnych hodnot zo vstupnych intervalov, t.j.
najst mnozinu aob = {aob:a € a,b € b}, kde o je prislusnou operéciou.

Existuje aj rozsirena intervalova aritmetika, ktora pripusta a pracuje s neko-
ne¢nom (vid Popoval (1994))).

Poznamka. Pre operacie + a - plati asociativita a komutativita. Neutralne prvky
st 0 =[0,0] a 1 = [1,1]. Avsak, nie kazdy prvok z IR mé inverz.

Pre intervaly neplati distributivita ako ju pozname pre redlne cisla. Plati vSak
subdistributivita:

Va,b,c € IR:a(b+c) C ab+ ac
Priklad:

2,3] % ([=1,0] + [4,5]) = [2,3] * ([3,5]) = [6,15]
12,3 % [=1,0] + [2,3] * [4,5] = [~3,0] + [8,15] = [5,16]

Pri¢inou tohto javu je skutocnost, Zze vyraz po roznasobeni nezachytava po-
vodni zavislost @ a vyrazu (b + ¢). Ide o tzv. dependency problem.

Definicia 3 (Obalka a obal). Obédlka mnoziny M C R je lubovolny interval
H, pre ktory plati M C H. Znacime [H]. Najmensia moznd obdlka, vzhladom
na inkluziu, je obal.



Dalsie znacenia:

w(a):=a—a sirka intervalu
rad(a) := (a—a)/2 polomer intervalu
mid(a) == (@ +a)/2 stred intervalu
int(a) :=a\ {a,a} vnutro intervalu
mag(a) := max{|z|: x € a} magnitida intervalu
mig(a) := min{|z| : x € a} mignitida intervalu

2.2 Intervalové rozsirenie a monoténnost

Jadrom zaujmu tejto prace si najma intervalové rozsirenia polynémov. Ich
predpisy nam umoznia efektivne najst obalku oboru hodnot polynémov nad Iu-
bovolnym intervalom.

Definicia 4 (Intervalové rozsirenie). Majme funkciu f : R — IR. Funkcia
F : IR — IR je jej intervalovym rozsirenim, ak plati f(z) = F(x)preVx € R
a f(x) C F(x) preVx € IR.

Definicia pripusta lubovolni realnu funkciu. My sa vSak zameriame len na po-
lynémy. Na redlne, tak aj na intervalové. Z definicie Tubovolny polyném moze
maf viacero intervalovych rozsireni. Tie budu typicky rézne nadhodnocovat a to
v zavislosti od faktoru sirky intervalu, pritomnosti 0 v intervale a dalsich faktorov.

Definicia 5 (Monoténnost vzhladom na inkliziu). Funkcia F' : IR — IR je mo-
noténna vzhladom na inkliziu, ok pre Vo Cy € IR plati F(x) C F(y).

Téato vlasnost nam zarucuje, ze pri zmensSovani Sirky pévodného intervalu
sa §irka oboru hodnét nezvacsi. Dalej ndm umoziiuje rozdelit vstupny interval
na viacero intervalov, spocitat intervalové rozsirenie nad nimi a zjednotit ich vy-
sledky bez pridaného nadhodnocovania. Formalne:

y=Uz = UF@)CF)

V nasledujicej kapitole prezentujeme rézné funkcéné formy, ktoré sa interva-
lovymi rozsireniami. Vsetky, az na Slope formu, su monoténne vzhladom na ink-
liziu.



3. Intervalové formy

V tejto kapitole popisujeme intervalové formy pre redlne polynémy. Doka-
zeme, ze takto definované predpisy su intervalové rozsirenia redlneho polynému.
Dalej ukédZeme monoténnost vzhladom na inkliziu niektorych foriem, optiméalnost
volieb istych parametrov a predpisy pomocnych polynémov pouzitych v imple-
mentacii.

V poslednej podkapitole predstavime prevod intervalového polynému na dva
az Styri redlne polynémy. Ich koeficienty budu hranice koeficientov intervalového
polynému. To nam umozni pouzif Tubovolna formu pre realny polyném na vypo-
¢et obdlky intervalového polynému.

V dalsich podkapitolach, pokial na zaciatku neuvedieme inak, pouzivame reé-
Iny polyném p :

p(z) = apa" + a2 P+ Far+ay a; €ERi=mn...0

3.1 Hornerova forma

Hornerova forma je najpriamociarenejsim spésobom vypoctu obalky hodnot
polynému nad intervalom pouzivajicim intervalovi aritmetiku. Je zaloZeny na
prepise polynému do ekvivalentného tvaru, ktory znizuje pocet operacii nasobe-
nia. Tento prepis pozname aj pod pojmom Hornerova schéma. Ostatné formy
budu casto pouzivat prave Hornerovu formu istych polynémov pre jej jednodu-
chost a rychlost.

Definicia 6 (Hornerova forma). Hornerova forma HF, : IR — IR pre polynom p
je definovand:

HF,(x) := ( . ((anw +a, 1)x+ an,2>w + .-+ al)w + ag.

Hornerova forma polynému p je intervalové rozsirenie p, podla principu fun-
govania intervalovej aritmetiky. Monoténnost vzhladom na inkluziu plati vdaka
tomu, ze operacie intervalového sc¢itania a nasobenia maju tito vlastnost ako aj
skladanie funkcii, ktoré st monoténne vzhladom na inkltziu.

3.1.1 Nenadhodnocovanie Hornerovej formy

V tejto sekcii popisujeme postac¢ujicu podmienku urcujicu nenadhodnoco-
vanie Hornerovej formy. Charakterizacia celej triedy polynémov, ktorych Hor-
nerova forma nenadhodnocuje, nie je znama. Vo vSeobecnosti plati, ze ak su
hodnoty vo vstupnom intervale dostato¢ne vzdialené od nuly, t.j. mig(x) > b
pre isté b, tak je Horner presny. Horner je zrejme presny vtedy, ked je polyném
iba konstanta. Na presnost nema vplyv ani prenasobenie celého polynému —1.
Aditivna konstanta v polynéme tiez nema vplyv. T4 len cely takmer vysledok po-
stiva o konstantu. Preto budeme v tejto sekcii bez ujmy na vseobecnosti pracovat
s polynémom v tvare:

p(z) =apa"™ +---+ax+ag n>2,a,>0,a =0



Vezmime do tvahy rekurzivne definované subpolynémy p; : R — R: popisu-
juce priebeh Hornerovej schémy v bode x:

pn(-r) = (0%
pn—l(x) = pn(x) - T +  ap-1
pn72<x) = pnfl(x> -z +  ap—2

Po = pl(I) T + ag

Zrejme po(z) = p(z). Obal koreniov tychto polynémov tvori Querestimation in-
terval. Prazdnota prieniku tohto intervalu s vniatrom vstupného intervalu nam
zarucuje nenadhodnocovanie Hornerovej formy:.

Definicia 7 (Overestimation interval). Ouverestimation interval e, polynému p
je interval tvaru:

e, =[{reR:3i 0<i<n prektoré p;(x) = 0}].

Tento interval obsahuje 0 vdaka tvaru polynému, ktory sme uviedli na za-
¢iatku sekcie (po(0) = 0), teda plati e < 0 < e. Pre lepsiu citatelnost budeme
spodny index v zapise e, vynechéavat.

Veta 1 (Stahl (1995), veta 3.1.12, Postac¢ujica podmienka). Pre V& € IR\ R
plati:
int(x)Ne,=0 = HF,(x)=p(x).

Tato podmienka, zial, necharakterizuje triedy polynémov, pre ktoré je Horner
presny. Existuju pripady, kedy tato podmienka neplati a Hornerova forma nenad-
hodnocuje. Napriklad: p(x) = 2 -2 ma e = [0,0] a pre Tubovolny interval x taky,
ze 0 € int(x) plati p(x) = HF,(x).

V dokaze vyuzijeme skutocnost, ze pre hodnoty mimo Overestimation inter-
valu st subpolynémy p; monoténne. Nestaci, aby bol len p monoténny. Napriklad
p(r) = 2% — 2z je na intervale & = [1,2] monoténna funkcia a p(x) = [—1,0] #
HF,(x) = [-2,0]. Monoténnost subpolynémov p; je ukézand v lemme 2l Cielom
lemmy [3] je ukazat, Ze maximum i minimum Hornerovej formy pre intervaly x,
ktoré maji prazdny prienik s Overestimation intervalom, sa nadobtida v konco-
vych bodoch intervalu @. Priamym dosledkom tychto dvoch lemm je tato veta
o postacujucej podmienke pre presnost Hornerovej formy.

Lemma 2 (Monoténnost subpolynémov). Definujme s, :== 1, s;_1 := (—1)s; pre
t=n—1...1. Potom pre x1,x5 : v1 < e <€ < xy plati:

0 < pi(x2)
0 < pi(w2)
0 < sipi(w1)
0 > sipj(1)

kdet1=mn...0.



Dékaz. (Stahl (1995, strana 44)) Prvé dve nerovnosti budu platit, ak pree <y <
2,1 =0...n dokdzeme:

0 < pi(y) (3.1)
pi(y) < pi(2).

To ukdzeme indukciou. Pre i = n mame p,(y) = a, > 0, konstantni funkciu,
pre ktort tvrdenie zrejme plati. Indukény krok: p;_1(z) = pi(2)z+a;—1 > pi(y)y+
a;—1 = p;(y). Nerovnost plati z IP, nezdpornosti a usporiadania y a z. Pre spor,
v dokaze predpokladajme p;_1(z) < 0. Polyném p;_;(x) nie je konstanta.
Je to rastica funkcia pre x > €. Zo spojitosti existuje h : h > z > € kde sa
nadobudne nula: p;_1(h) = 0. To je spor s € (horna hranica intervalu e je najvicsie
¢islo, kde niektory zo subpolynémov nadobudne nulovii hodnotu).

Podobne posledné dve nerovnosti z lemmy budu platif, ak pre y < z < €,i =
0...n plati:

0 < sipi(y) (32)
sipi(2) < sipi(y).

Opaét, pre i = n mame p,(y) konstantni funkciu. Indukény krok:

Si—1Pi—1(y) = $i—1pi(Y)y + Sic10i—1 = —$ipi(Y)y + Si—10,-1
> —sipi(2)z + Si10i-1 = si—1pi(2)2 + Si—101
= 82‘—1297;—1(2)-

Nerovnost plati vdaka IP, nekladnosti a usporiadaniu y a z.

Nerovnost : pre spor predpokladajme 0 > s;,_1p;_1(z). Funkcia s;_1p;—1(x)
nie je konstanta, ale je klesajica pre z < e. Zo spojitosti existuje d : d < z < e
kde sa nadobudne nula: p;_1(d) = 0. To je spor s dolnou hranicou intervalu e
(d by musela byt tou hranicou).

OJ

Na polyném sa mozeme pozeraf z Horneroveho pohladu ako na funkciu o via-
cerych premennych. Je to zapri¢inené tym, ze intervalova aritmetika v schéme
nepracuje s premennou ako celkom pocas celého vypoctu. Kazdy vyskyt v za-
pise polynému pre nu znamena novi premenni. Horner je potom obal takejto
funkcie o viacerych premennych. Redlne maximum a minimum povodného poly-
néomu sa nachadza na uhlopriecke boxu @ X --- X x spajajicej body (z,--- ,z)
a (T, --,T), t.j. v bode tvaru (m,--- ,;m), kde m € x.

Dalej zavedieme rekurzivne definované subpolynémy o viacerych premennych,
ktoré reprezentuju ciastocné mezdivysledky pri pouziti Hornerovej schémy. Pre
Z € R™ bude &; vektor poslednych n — ¢ prvkov: &; := (z441,...,2,), 1 =0...n
dalej h; : R** — R subpolynémy:

( n) Qn
hj1(Zj-1) =
h(Z) :==

Specidlne dostdvame HF,(y) = {h(¥) : § €y x --- x y}.
—_—



Lemma 3. Majme s; definované ako v lemme . Pre vsetky 7,7 € R™ spliajice
Egyl Szl 7"'7é§yn Szn pl(lt’bf

IN N
/N
Ny <y
~—

apre,ZER" 1y < z1<e,..., Y, <

W
3
IN
I

0
Soh(g)

>

(
Soh(

S0

IA A

J)
v)-

Dékaz. (Stahl (1995, strana 45)) Prvé dve nerovnosti si Specidlnym pripadom,
kedy ¢+ = 0 v nasledujticich nerovnostiach:

0 < hi(9) hi(i) < hi(Z), (3-3)

kde i =n...0, 4,2 € R" :e < yir1 < Zig1 ,..., € <y, < z,. Ich platnost
ukazeme indukciou. Pre ¢ = n mame nezapornd konstantni funkciu. Nech
plati pre i > 1. Potom h;_(Zi—1) = hi(Zi)zi + ai—1 > hi(¥)yi + ai-1 = hi—1(¥i—1)-
Nerovnost plati z IP, nezdpornosti a usporiadania y; a z;. Nezapornost h;(y;)
plynie zo zvolenia vektoru pozostavajticeho z hodnot € za ¢ h;—1(Z;—1) = hi(Z;)zi+

a;—1 Z hi(é, e ,é)é +a;_1 = pi(é)é +a;,_1 = pifl(é) 2 0.
Podobne druhé polovica lemmy plynie z nerovnosti:

0 < s;hi () sihi(Zi) < sihi(%i), (3.4)

kdei=n...0,y,Z72€eR": iy <z1<e,..., Yo <z, <e. Prei=n tvrdenia
platia. Nech plati pre ¢ > 1. Potom $;_1h;_1(¥i—1) = Si—1hi(9i)yi +Si—1a;-1 =
—s:ihi(Ui)yi + sic1ai-1 > —sihi(Z) 2z + si—10,21 = Si—1hi—1(Zi—1). Indukény pred-
poklad bol pouzity v nerovnosti. Ak za y vezmeme vektor s hodnotami e do-
stavame: s;_1hi_1(Yi—1) = Sic1hi(Ui)y + sic1a,1 = _Sihi(_))yi.‘F Si—1Gi-1 =2

12
—s;hi(e, ..., e)e + si_1a,-1 = si_ipi(e)e + si_1a;-1 = si_1pi—1(e) > 0.
OJ

Platnost vety [[]o postacujicej podmienke pre presnost Hornerovej formy Iahko
dokazeme z prave ukazanych lemm.

Dékaz. [Vety ] Majme « € IR : int(x) Ne, = 0. Pre koncové body inter-
valu potom musi nastat € < x alebo T < e. Z lemmy [2] je polyném p mono-
ténny na &, ma maximum i minimum v koncovych bodoch: p(x) = [{p(z),p(T)}].
Z lemmy 3| polyném h nadobtida maximum a minimum na x X --- X  na
vektore obsahujicom len jeden z koncovych bodov @: [{h(Z) : ¥ € & x -+ X
x}] = [{h(z,...,z),h(Z,...,7)}]. Pre koncové body a polyném h mame p(x) =
h(z,...,xz)ap(@) = h(Z,...,7). Tonam dava HF,(x) = [{h(Z) : T € & x --- X
w}] = [{h(z, ..., 2),M7, ..., 2)}] = [{p(z), p(7)}] = p(). .

Skonstruovaf interval e, podla definicie je narocné. Avsak, je mozné lahko
algoritmicky rozhodnut o prazdnosti prieniku e, a vnitra intervalu x. O tom
pojednavaju nasledujice dve vety.

10



Veta 4 (Stahl| (1995)), veta 3.1.21, Ekvivalentnd podmienka). Nech = € IR \ R.
Potom

int(x)Ne,=0

<

0 <z aplati 0 < p;(x) prei=mn...0
alebo

0>7 a plati 0 < s;p;(T) prei=mn...0

kde s, = 1,81 =(—1)-s; prei=mn...0

Poznamka. Stale pracujeme s p v tvare definovanym na zaciatku sekcie. Stacilo
by vziat do Gvahy iba indexy ¢ = n...1, vdaka rekurzivne definovanym subpoly-
némom a kladnosti/zapornosti z, resp. T, vyplyvajucej z predpokladu.

Dékaz. (Stahl (1995] strana 50))

'=": Predpokladajme int(x) Ne, = 0, t.j. T < e alebo € < z. Potom prava
strana ekvivalencie vyplyva z lemmy

'«<=": Tuto cast dokazeme pomocnymi tvrdeniami:

0<yal<p(y) preVi=mn...0 =

y (3.5)
y<0a0<spy) preVi=n...0 = e

N<Ee\
IN A

Inak povedané , chceme, aby pre z > y platilo p;(z) # 0. Majme z : z > y.
Prei=n,n—1jep,(2) =a, >0, pp1(2) =anz+an_1 > ay+an_1 = pu_1(y).
Pre indexy ¢ = n — 1...0 ukdzeme p;(z) > p;(y) indukciou: p;_1(2) = pi(2)z +
ai—1 > pi(y)y + ai1 = pi—1(y). Z predpokladov mame 0 < p;(y) pre i = n...0,
ukazali sme p;(y) < p;(z) (i # n), ¢o ndm spolu dava p;(z) # 0 pre i =n...0.

Podobne . Potrebujeme, aby pre z < y platilo p;(z) # 0. Uvdzme z :
z <y Prei=nmn—1jespu(2) = a, >0, S 1Pp_1(2) = —apz — ap_1 >
—pY — ap_1 = Pp_1(y). Pre dalsie indexy i = n — 1...0 ukdzeme s;p;(z) >
Sipi(y) indukciou: Siflpifl(z) = —SiPi(Z)Z + Si—1Qi—1 > _Sipi(y)y + Si—10i—1 =
si—1pi—1(y). V predpokladoch mame 0 < s;p;(y) pre i = n...0, ukdzali sme
sipi(y) < s;pi(z) (i # n), z ¢oho dostavame p;(z) # 0 prei =n...0.

Pokial je splnena jedna podmienka pravej casti ekvivalencie vety, tak pouzitim
(3.5) alebo dosadenim z resp. T za y dokon¢ime dokaz.

[

Platnost postacujicej podmienky teda vieme overit skiimanim subpolynémov
p; v koncovych bodov vstupného intervalu. Nasledujica veta je klicova pre kon-
krétnu implementaciu Hornerovej formy s overovanim postacujicej podmienky.
Ukazuje, Ze je mozné pouzit Hornerovu formu jednotlivych subpolynémov v ove-
rovani postacujicej podmienky:.
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Veta 5 (Stahl (1995)), veta 3.1.22, Algoritmicky test). Nech & € IR \ R. Potom

int(xz) Ne, =10
<~
0<z aplati0 < HF, (x) preit=mn...0
alebo
0>7 aplati 0 < s, - HE, (x) prei=mn...0
kde s, =1,8,1=(=1)-s; prei=mn...1

Dékaz. (Stahl (1995] strana 50))

'=": Nech plati predpoklad. Potom bud 7 < e alebo € < z. KedZe pre
i = n...0 z definicie Overestimation intervalu plati e,, C e,, tak postacujuca
podmienka je splnena aj pre subpolynémy a Horner na nich nenadhodnocuje:
HF, (x) = pi(x). Ak € < z, tak zrejme 0 < z. Z vety {| dostaneme 0 < p;(z)
a z lemmy [2| o monoténnosti: p;(x) = p;(x). Konecné 0 < p;(x) = HEF),,(x).

Pre pripad T < e, mame 0 < z. Opéat pouzitim vety ] a lemmy [2| d6jdeme k:
0 < s;pi(T) = sipi(x) = s, - HF, ().

'«<=": Hornerova forma je extenzia, ¢ize p;(x) C HF,, (x), teda HF, (x) <

pi(x) a p;(x) < HF, (). Ak platia podmienky operujice s s;, tak si musime uve-
domit, ze aj po vyndsobeni —1 sa vztah inklizie zachova: —p;(x) C —HF,, ().
dalej uz len staci pouzit vztahy p;(x) < p;(z), pi(T) < pi(x) a vetu

3.1.2 Horner pre intervaly so stredom v 0

Pokial je stred vstupného intervalu 0, tak Horner spocitany na intervaloch
[z,0] a [0,Z] zmensi vysledné nadhodnotenie aspon o polovicu chyby z Hornera nad
intervalom a. O tom hovori nasledujtca veta. Jej dokaz je mozné najst v Stahlovi
(Stahl (1995, strana 44)).

Veta 6. Nech mid(x) =0 a« HFBZ,(x) := HF,([z,0]) U HF,[0,Z], potom

HFBZ,(@) - p(@) < (HE,(@) - p(x))/2
p(@) — HFBZ,(@) < (p(x) — HF,(x))/2

3.2 Taylorova forma

Tato forma vyuziva fakt, ze polyném je mozne vyjadrit Taylorovym rozvojom
v Tubovolnom bode s koneénym poctom c¢lenov. Pre lubovolni hodnotu ¢ € R
plati:

@) (o |
pa) =3 2w o

n
|
i—0 1!
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Definicia 8 (Taylorova forma). Taylorova forma TF), : IR — IR pre polynom p
je definovand:

TF,(x):=HF, (x—c)=plc)+ HF, (x —c¢) - (x — ¢
kde ¢ = mid(x) a

n () c) . n—1, (i+1) c) .

no) =250 aln) - 2
7 prvej definicie, ktora pouziva iba Hornerovu schému, vyplyva, ze Taylorova
forma je intervalovym rozsirenim polynému p. V tejto sekcii budeme pouzivat
tvar definicie p(c) + HF, (x —c)- (x —c). Volba ¢ = mid(x) nam déva symetricky
interval (x — ¢) = [—r,r], r = rad(x), s ktorym sa ndm bude lepsie pocitat.
Nasledujica lemma ukazuje, Ze hodnota H F, (x—c)-(x—c) je symetricky interval,
a ako je mozné spocitat ho pouzitim magnitid ¢iastoénych subpolynémov. Z tejto

lemmy priamo vychadza implementécia.

Lemma 7. Nech

’“)( )

r =rad(x), potom HF, (x —c) - (:c — c) = gc(r) - [=rr].

Dékaz. (Stahl (1995, strana 84)) Kedze je (x — ¢) = [—r,r] symetricky inter-
val a HF, (x —¢) - (x — ¢) = mag(HF, (x — ¢)) - [-r,r], sta¢l ukazat g.(x) =
mag(HF,, (x — c)). Definujme pre i =0...n — 2:

(n) (n)
_ ") . _ | ()
pata o) =" o) =[]
(i+1) (i+1)
(@ =) -+ D iy =g, p(e)
@ =) =@ =) (@ =)+ Fo o) = ate) o+ o)
Zrejme po(x —c) = HF, (x — ¢) a po(r) = g.(r). Indukciou ukazeme
mag(pi(x —c)) =pi(r) i=n—1...0
Ak ¢ =n — 1, tak to plati. Indukény krok:
p(i—H)
mag(p(@ = ) = mag(pua (@ — ) - (2 = ) + F=5;(0)
plitD)
(i4+1)
P o P ol = s
i) + [ 350 =50
Pre i = 0 potom mag(HF, (x — ¢)) = mag(po(x — ¢)) = Po(r) = G(r).
0J

Tak, ako aj Hornerova forma, aj Taylorova forma je monoténna v inklizii.
Tuato vlastnost nie je jednoduché vidiet priamo z definicie. V nasledujicej lemme
ukazeme, ze ju mé aj Taylorova forma.

13



Lemma 8. Taylorova forma je monotonna v inkluzii.

Dékaz. (Stahl (1995 strana 84)) Nech  C y a c;,¢y,14,7y s prislusné stredové
body a polomery intervalov x,y. Chceme ukazat T'F,(x) C TF,(y). Ekvivalentne
pouzitim lemmy [7}

n () c
plez) + 231 P (, o)

1

n

re - [=11 S pley) + 32

=1

p(i)(cy)
7!

ri - [=1,1] (3.7)

V nasledujucich nerovnostiach budeme pouzivat vztah
lcx — ¢y <1y — 1 (3.8)

Jeho platnost dokdzeme sporom. Pre spor predpokladajme |c, —¢,| > 1, — 7.
Dalej predpokladajme |c, — ¢,| = ¢, — ¢,. Hornt a dolnti hranicu intervalov y,
vyjadrime v tvare y = ¢, +ryax = ¢, —1,. Potom g —x = ¢, +r, — (¢, — 1) =
(cy—cy)+ry+1s > (ry—148)+1,+7, = 21, Spor nastava s predpokladom = C y.
Ak by |c; — ¢y| = ¢z — ¢y, tak podobne skimanim T — y déjdeme k podobnému
sporu.

Pouzitim absolitnej hodnoty na Taylorov rozvoj i-tej derivacie v bode ¢,
a (|3.8) ziskame horny odhad:

n (7') n n (J) — J— n n (J)
P9 (ca)] P9 (cy)(er = c,) p9(c,)
1 < — r, < — (ry — 1)1y,
N 22 G-
n ‘p(j)(cy)‘ 1 o
- s s s f(’r _Tx)]_lri
jzlizlll(j—l)!j! Y
P (ey)] { J j—i, .
- S () -y
Jj= i=
n |pl)
PV (cy) . ,
=Yy = e = (= ) )
j=1 :
n () n ()
P9 (c,) P9 (cy)|
n (4) n
p(ey) p9)(c,)
S I A P e G
Jj=1 j=1
n |pld)
p (Cy> ,
= o (es) — pley) (3.9)
=1 )

Z vlastnosti absolttnej hodnoty: [p(c;) — p(c,)| > ples) — pley), pley) — plcs)-
Pouzitim tychto odhadov v (3.9)) dostaneme nerovnosti ekvivalentné ((3.7)):

n |pd) n_ |p()
p (Cw) i p (cy) i
plea) + 30— < pley) + 30—
i=1 ' i=1 '
p (Cx) i p (CZ/) i
ples) = 3 o 2 ple,) = 2
i=1 : =1 ’



3.2.1 Taylorova forma so sekciou v 0

Definicia 9. Taylorova forma so sekciou v 0 pre polynom p je definovand ako
funkcia TFBM, : IR — IR:

TFBM,(z) :== HF BZ, (x — mid(x)). (3.10)

Pozndmka. Kedze interval (@ —mid(x)) je symetricky, t.j. mid(x) = 0, tak podla
vety o Hornerovi [6] dostdvame, Ze velkost chyby oproti T'F, je polovi¢na.

3.3 Mean value forma

Mean value forma je zalozena na Lagrangeovej vete o strednej hodnote. Kedze
polynémy su spojité funkcie a maju v kazdom bode derivaciu, moézeme na ne
aplikovat Langrageovu vetu. Pre ITubovoIné hodnoty a a b plati, Ze existuje ¢
medzi hodnotami a a b t.7.:

pla) — p(b)

Pie)==———

Nech x € IR. Pre a,b € x z Lagrangea Jc t.z. p(a) = p(b) +p'(c)(a—b). Kedze
aj c je z x, tak pre Va,b € x plati p(a) € p(b) + p'(x)(a — b). Pre Vb € x potom
plati p(z) € p(b) + p'(z)(x — b).

VoIbou b a intervalovym rozsirenim p’ dostavame celi triedu intervalovych
rozsireni polynému p : P(x) := p(b) + P'(x)(x — b).

Mean value forma je $pecidlny pripad, kde sa za b zvoli mid(x), stred intervalu,
a za intervalové rozsirenie P’ Hornerova forma p'.

Definicia 10 (Mean value forma). Mean value forma MV F, : IR — IR pre
polynom p je definovand:

MV F,(x) := p(mid(x)) + HFy(x)(x — mid(x)).

Poznamka. Mean value forma pouziva hodnotu polynému p v strede vstupného
polynému a interval vyprodukovany Hornerovou formou derivacie vynasobeny
symetrickym intervalom. Symetricky interval ndm umoznuje zapisat intervalovi
formu v tvare: MV F,(x) = p(c) + HFy(x)[—r,r], pre r = rad(x). Potom hranice
intervalu, ktory dostaneme z Mean value formy maji hodnoty:

MV E,(x) = p(c) + mag(HFy(x)) - r
MV Fy(x) = p(c) —mag(HFy(x)) - r
Monoténnost tejto formy, resp. verzie pre viacrozmerné funkcie, je predstavena
v clanku Capela a Madenu (Caprani a Madsen, |1980)). Ddkaz z nasledujuce;

lemmy o monoténnosti Mean value formy pre polynémy je prevzaty zo Stahla
(Stahl, 1995, Veta 3.2.3).

Lemma 9 (Monoténnost Mean value formy). Nech x,y € IR a @ C y, potom
MVEF,(x) C MV F,(y).
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Dékaz. (Stahl (1995, strany 69-70)) Podla predchadzajticej poznamky staci uka-
zat

pce) +mag(HFy(x)) - < plcy) +mag(HFy(y)) - ry
p(ce) —mag(HFy(x)) - ry > p(c,) — mag(HF,(y)) -,

Z predpokladu  C y a z monoténnosti Hornera mame HF,(x) C HF,(y),
podobne plati aj pre ich magnitiudy. Z Lagrangea existuje p medzi hodnotami
CasCy, b € Y, ktoré spliia p(c,) = p(cy) + ' (1) - (cx — ¢,). Dalej pouzijeme odhad
vzdialenosti stredov @,y z (3.8): |c; — ¢ <1y —1s.

)+ /(1) - (ex — my) + mag(HEy(x))r,

pley) + ' ()] - (o = zy)| + mag(H Fy (y))re

pley) +mag(HFy(y)) - (ry —re) + mag(HFy(y))r.
pley) +mag(HFy(y))r,

plex) +mag(H Fy(x))r. = ple,

3.3.1 Bicentred mean value forma

Zakladnou myslienkou tejto formy je spocitanie dvoch Mean value foriem po-
uzivajice body ¢; a ¢o namiesto mid(x). Tieto body st volené tak, aby minimali-
zovali hornti hranicu obalu, resp. maximalizovali dolnti hranicu vysledného obalu.
Ich optimalnost v tomto zmysle je ukédzanda vo vete [11}]

Zavedme MV F,(x,d) = p(d) + HFy(x)(x — d). Z odvodenia Mean value
formy ide o intervalovi extenziu. V pripade Mean value formy je d = mid(x).
V nasledujicom texte oznac¢me interval h’ := HF,(x).

Definicia 11 (Bicentred Mean value forma). Bicentred Mean value forma pre
polynom p je definovand ako MV FBC), : IR — IR:

MVFBC,(x) := [MV F,(x,c1), MV Fy(2, c2)]

kde

ak b/ >0
ak b <0
zh' — zh/)/w(h’) inak

ak b/ >0
ak b <0 cy=
(zh — W) /w(k') inak

ST

x
Cl =472

~
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Z tejto definicie nie je tplne jasné usporiadanie MV F,(x,c1) a MV F,(x, c2),
a teda spravnost definicie. To vyplynie z vety [11] o optimalnosti volby ¢; a c¢s.

Pokial A’ obsahuje len nezaporné alebo nekladné hodnoty, polyném p je na in-
tervale & monoténny, tak body c¢i,co st hranice . V opacnom pripade je defi-
nicia komplikovanejsia. VSeobecne st centralne body c;,co konvexnou kombina-
ciou hranic intervalu @, t.j. ¢1,c2 € x. Dalej MV F,(x,d) je intervalové rozsirenie
pre vsetky d € x. Takze plati p(x) C MV F,(x,c1) N MV E,(,c2). Z definicie
MV Ey(x,c1) N MV Fy(x,c2) € MV FBC,(x). Z toho vyplyva, ze MV FBC,(x)
je tiez intervalové rozsirenie pre polyném p.

Co sa tyka usporiadania bodov ¢; a ¢, pre pripad, kedy 0 € h’, tak musi
nastaf jedna zo situécii:

mag(h'y =1 = ¢ <c (3.11)

Pokial mag(h’) = K/, tak (x —x)(W + 1) > 0. Potom Th' — zh’ > TH — zh’ —
(T —x)(W + 1) =zl — 7. Z ¢oho ¢y > ¢;. Podobne pre mag(h') = I/ mame
Z—z)(W+1) <0 afﬁ—m <zh —zh/ — (T—2z)(W+HK) =z —Th'. Konecne
Co S Ct.

Pokial ndm Horner derivacie polynému vrati interval nezapornych, resp ne-
kladnych hodnot, tak je funkcia monoténna. Potom maximum a minimun poly-
nému je v hraniciach . Nasledujica veta ukazuje, ze Bicentred mean value forma
v tomto pripade nenadhodnocuje.

‘ b‘

Veta 10. Ak 0 < I alebo W <0, potom MV FBC,(x) = p(x).

Dékaz. (Stahl (1995 strana 76)) Vyuzijeme, ze ak nastane jeden z predpokladov,
tak hodnoty v h’ st nezaporné, resp. nekladné, a tak je polyném p monoténny.
Vsimnime si (x — z) = [0,w] a (x —T) = [—w,0], kde w = w(x).

Pre pripad 0 < A’ dostavame z definicie pre c¢q,cs:

MVFBC,(x) =

MV E,(x,z), MV F,(z,T)]

= [p(z) + W' (@ — 2),p(T) + W (z — 7))
= [p(z) + b (@ — 2),p(T) + W (z — 7))
= [p(a), p(@)] = p(=)

Podobne ak A/ < 0:
MVFBCy(x) = [MVF,(x,x), MV F,(x,x)]
= [p(@) + W' (z —7),p(x
= [p(z) + h'(z —7),p(z
= [p(@), p(z)] = p(z)
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Veta 11 (Baumann (1988), Optimalnost volby ¢; a ¢3). Pre vsetky y € x plati

MV E,(x,c0) < MV Ey(x,y) (3.12)
MV E,(x,y) < MV E,(x,c)

Dékaz. (Stahl (1995, strana 77)) Dokaz predvedieme iba pre nerovnost (3.12).
Druhit je mozné dokézat podobne. Ak 0 < A’ alebo A/ < 0, tak z predchadza-
jucej vety MV FBC,(x) = p(x), a kedze MV F,(x,y) je intervalové rozsirenie
polynému p pre vsetky y € @, tak dokazované nerovnosti musia platit. Predpo-
kladajme 0 € h’. Pre hranice potom plati A’ < 0 < k. Nech y € x je pevné.
7, Taylorovho rozvoja p v bode ¢y dostavame:

p(y) = ple2) +p' (1) (y — c2) = plea) + A (y — c2)
kde 41 je medzi y a cy. Z definicie MV F,(x, y) a predchddzajtcej nerovnosti mame:
MVE,(z,y) = ply) + W'(@ —y) = plez) + W'y — o) + W@~ y)
Kedze MV F,(x,cy) = p(cz) + b/ (z — cy), tak staci ukazat:
R(z —cy) =h'(y —co) + W (x —y)

Vlastnost, ze oba intervaly ( —y) a h’ obsahujti nulu, ndm umoznuje lepsie od-
hadnit hornt hranicu ich siuéinu: h’(x — y) = max{h'(z—y), '(Z —y)}. Podobne
plati aj pre co. Pren vieme hodnotu h/(x — c2) najst presne a to vdaka tomu, ze
N (z — cy) = W (T — ¢3), ¢o ukazeme dalej. Potom dostaneme:

W (x —co) =h(x—c3) =N (T — cy) (3.13)
V nasom pripade je c; = (Th' — zh') /w(h').
Wz — ) = Wa — W@ — oh!) /(7 — )
= (Wzh' — W'zh' — Wzh + h'zh') /(W — 1)
— (Wl — K /(7 — )
W(T —cy) =Nz — W (E@h —zh') /(W — K)
= (WZh' — WTh' — WTh' + Wzh') /(W — K)
(Wl — KR /(7 — )
Pre pripad ¢y <y potom plati:
W(T—y) <W(T—c) =hl(z—c) <h(z—y)
To nam dava h/(x — y) = h/(z — y). Konecne:
Wy —co) + h'(x—y) = by —co) + Bz —y) = b(z — ) = W' (@ — )

Podobne pre y < ¢s:
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Veta 12. Bicentred mean value forma je monotonna vzhladom na inkliziu.

Dékaz. (Stahl (1995, strany 77-78)) Nech  C y € IR, “¢;,%co s optimélne
centrd pre , Yc;,Yco optimélne centra pre y, *h’ = HF,(x) a Yh' = HF,(y).
Ekvivalentne chceme ukazat:

MVE,(y,Yc1) < MV F,(x,%c) a MVE,(x,%cy) < MV F,(y,Yc2)

UkéZeme iba druhii nerovnost. Prvii je mozné dokézat podobne. Pokial *h/ < 0
alebo 0 < 21/, tak Bicentred mean value forma je presnd z vety [10]na x. Bicentred
mean value forma je intervalovym rozsirenim p. To nam spolu dava:

MV FBCy(z) = p(x) C ply) € MVFBC,(y)

Dalej predpokladajme 0 € int(*h’), t.j. “h’ < 0 < @h/. Hornerova forma p’ je
monoténna v inklizii a mame x C y. Z toho 0 € int(Yh'), resp YI' < 0 < Yh'.
Rozlisime dva mozné pripady:

Ak Yey < ey, tak z Taylorovho rozvoju v bode Yey existuje g medzi Yep a Feo,
ktoré spliia:

p(ca) = p(Yez) + p' () (Fea — Yeo) < p(Yer) 4+ YR (Tea — Yea)

Pouzivanim ({3.13)) a predchadzajtcej nerovnosti:

MV E,(x,%c3) = p(“ca) + *h/(x — ®cy) £ p(“ea) + 70 (T —“cy)
< p(¥ey) + VW (Feg — Yeo) + TR/ (T — o)
<p(Yca) + YW (Feg — Yeo) + VR (T — “ca)
(

Ak *cy < Yeq, tak podobne z Taylorovho rozvoja:

p(“ea) = p(Yea) +p' (1) ("ca — Yea) < p(Yep) + YR (Teg — Yea)

Opét pouzivanim (3.13)) a predchadzajicej nerovnosti:
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3.4 Slope forma

Tato forma je podobnad Mean value forme. Vychddza zo skutocnosti, ze pre
kazdé ¢ € R existuje realny polyném g. taky, ze: p(z) = p(c) + ge(z)(x — ¢)
pre vSetky = € R. Celd trieda intervalovych rozsireni je potom dana: P(x) :=
p(c) + G.(x)(x — ¢), kde G, je intervalové rozsirenie polynomu g..

Slope forma je Specialny pripad, kde ¢ je mid(x) a ako intervalové rozsirenie
G. sa vezme Hornerova forma g..

Definicia 12 (Slope forma). Slope forma SF, : IR — IR pre polyném p je
definovand:

SEy(x) = ple) + HE (z)(x — )

kde ¢ = mid(x) a g. je jedinecne definovany polyném, pre ktory plati p(x) =
p(c) + ge(z)(z —c).

Pozndmka. Z odvodenia ide o intervalové rozsirenie polynému p. Avsak, tato
forma nie je monoténna vzhladom na inkliziu. Teda neplati ak x,y € IR, x C y,
tak SP,(x) C SP,(y). Prikladom, kedy to neplati, je polyném p(x) = —3z* +
32248z a intervaly = [0,1], y = [0,2]. Slope forma pre polyném p déva intervaly:
SP,(x) =[—0.75,9.5] a SP,(y) = [0,16], teda SP,(x) Z SP,(y).

Lemma 13 (Krawczyk a Neumaier| (1985)), Predpis g.). Definujme polynomy

hn(z) = ay,

potom

1
je polyném, ktory spliia p(x) = p(c) + go(z)(x — ¢).

Dékaz. (Krawczyk a Neumaier| (1985, strany 612-613)) Vsimneme si

hit1(c)e = hi(c) — a; (3.14)
hi(c)e = p(c) — ag (3.15)
Potom
PLe) + 0:(x)(x = ) = ple) + D hle)e' o~
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3.5 Interpolacna forma

Hlavnou myslienkou tejto formy je rozlozenie polynému p na sicet dvoch po-
lynémov g a p — g. Polyném ¢ v nasom pripade bude parabola. Jej obal vieme
jednoducho spocitat. Obalku zvyskového polynému p — g ndjdeme pouzitim Hor-
nera a vyuzivanim symetrickych intervaloch, ktoré ndm ulahcuji vypocet.

Pre xz,c € R nam Taylorova veta s Langrangeovym zvyskom zarucuje existen-
ciu p medzi x a c t.7.

P ()=

2

Odvodime celu triedu intervalovych rozsireni polynému p. Pre Tubovolné
m € R plati:

p(x) = p(c) +p'(c)(x — c) + (3.16)

(@) = p(e) + () — )+ LOEZ T g Ty
= p(e) + P () — ) + 5 (&= )+ S (0" () — )z — )
ge,m () e,m ()

Polyném g, (x) je parabola, co ndm umoznuje presne spocitat jej obal. Adeptmi
na hranice obalu paraboly st hodnoty v koncovych bodov @ a vrchol paraboly.
Takto dostaneme celt triedu intervalovych rozsireni:

gem () + RBem(z) 2 p(2),

kde R.,.(z) je intervalovym rozsirenim r.,,(x). Interpolacnd forma je prvkom
tejto triedy.

Definicia 13 (Interpolacna forma). Interpolacnd forma IF, : IR — IR pre poly-
nom p je definovand:

[Fy(2) = gegn(@) +1/2 - (HEy () —m))(x — 0%,

kde ¢ = mid(x), gem(x) = p(c)+p'(c)(x —c) + Z(x —¢)*, m = mid(HF,(x)).

Z odvodenia ide o intervalové rozsirenie p. Vlastnost monoténnosti v inklizii
ostava vsak otazna. Dalej je predstavend Interpolacna forma 2, ktora nie je horsia
ako Interpolacna forma. Vychddza priamo zo vzfahu (3.16)).

Definicia 14 (Interpolacna forma 2). Interpolacnd forma IF2, : IR — IR pre
polynom p je definovand:

IF2,(x) = [down.(x), up.(x)]

upe() = p(c) + P(&)(x — &) + » - HEp(@)(z — o)?

— N

down.(z) = p(c) + p'(e)(x — ¢) + 3 HF(z)(x — c)?

Zrejme ide o intervalové rozsirenie. Namiesto konkrétneho i z operuje
s hranicami HF,(x), ktoré sa nachadzaji pred nezdpornou funkciou, mocni-
nou dvojky. Na spocitanie Interpolacnej formy 2 potrebujeme Hornera pre p”
a nasledne vyhodnotenie dvoch parabol. Ich obal vieme néajst efektivne. Runtime
implementacie tejto formy bol o nieco malo vacsi ako u Interpolacnéj formy.
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Veta 14 (Vztah Interpolacnej a Interpolacnej formy 2).

IF2,(x) C IF,(x).

Dékaz. (Stahl (1995, strany 115-116)) Pre € IR majme m = mid(HF,(x
a ¢ = mid(x). Ekvivalentne chceme ukazat [F,(x) < down.(z) a up.(x)
IF,(x).

Nech polynémy up. a g, nadobudni maximum nad intervalom @ v bodoch
u a v. Potom:

~—

)

IN

up @) = upelu) = ple) + p(€)(u ) + 5 - Flp (@) — o’
= p(e) + () =€) 5 - (m o+ rad(HEp(®))) - (u —

= gem(u) + ; ‘rad(HF(x)) - (u— c)?

< gem(®) + 5 - rad(HF(@)) - (& — o = TF, @)

Podobne pre dolnt hranicu. Nech v bodoch u a v nadobudni minimum g,
a down, nad intervalom x. Potom:

down.(x) = down.(v) = p(c) + p'(c)(v —¢) + ; -HEy(z)(v —c)?
= p(e) + P =)+ 5 - (= rad(HEp())) - (0~ o)
— Gem(v) — ; rad(HE (@) - (v — 0)?

> Gem(w) — 5 - rad(HEy () - (@ — ) = IFy(x)

O

Nasledujica forma vychadza z Interpolacnej formy 2, kde namiesto deriva-
cie pouziva jedinecne definovany polyném g., ktorym vieme vyjadrit hodnotu p
v bode x ako p(z) = p(c) + p'(c)(z — ¢) + g.(x)(z — ).

Definicia 15 (Interpolac¢na slope forma ). Interpolacnd slope forma ISF), : IR —

IR pre polynom p je definovand:

ISF,(x) = [down.(x), up.(z)]

upe(z) = p(c) + /() (x — ¢) + HFy (x)(x — )’
down.(z) = p(c) + p'(c)(z — ¢) + HF, (z)(z — ¢)?

kde g. je jedinecne definovany polyném t.Z. p(x) = p(c)+p'(c)(x—c)+g.(x)(x—c)%.

Na spocitanie Interpolacnej slope formy potrebujeme vyhodnotit Hornera,

ale tentokrat polynému g., a nasledne spocitat obalky dvoch parabol.

Veta 15 (Predpis g.). Definujme by = a1, by = S8 (k — i + 1)a;c*™ a h,(z)
S b Potom g.(x) = hy_o(x), t.j. polynémon, ktory splia p(z) = p(c)
p'(e)(z — ) + ge(x)(x — ).

+
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Dokaz. Nasledujuci technicky dokaz je nés.
Chceme ukézat

p(@) = hn—z(z)(x — ¢)* + () (x — ¢) +p(c). (3.17)

Majme p tvaru p(z) = 3F_; a;z"". Funkcie na pravej strane prepiSeme do ek-
vivalentnych tvarov:

n—2 n—2
Bo—o(z) (2 — ¢)? Z bix" Z 2ch a1 4 Z b2 (3.18)

n—1 n—1

ple)z—c)=> (n—i)ac" 'z = (n—1i)ac"™" (3.19)

i=1 i=1

=> a;c"" (3.20)
i=1

Rovnost polynémov dokéieme postupnou komparaciou koeficientov pred
mocninami x na pravej a lavej strane. Na lavej strane je pred x® koeficient a,, .
Ukézeme, ze pre s = 0...n — 1 je koeficient a,,_s aj na pravej strane.

s = 0: p(c) je konstanta, z konstanta je c¢2b,_o = S 2(n —i — 1)a;c" !

a z (3.19) mame — X7 (n — i)a;c*

n—1

Yo=a,+ > (@ = (n—i)aic" "+ (n—i— 1)a;c" )

i=1
—(n—(n—1) = 1)ay_1c"~ Y
n—1
=a,+Y (I-n+i+n—i—1)ad" " —0=aq,
i=1

s =1:z (3.18) st to ¢leny —2cb, 5 a c2b,_3, z (3.19) 0 (n — i)a;c L

n—2

—2¢by_o = —2¢Y (n—1i—1)a :Z —2(n —1i—1)a;c
i=1
n—3

n—3
bpz = ¢ Z n—i—2)a;c" T = Z(n — i — 2)a;" !
i=1

i=1
n—3 )

o= (2n—i-1)+n—i—2)+n—iac """
i=1

— 20y,—oC+ 207_oC + Qp_1

= OGp—-1
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s=2...n—3: ¢leny iba z (3.18)) a to b,_s, 2cb,_s_1,Pby_s_o:
n-s n—s—1
Z = Z(n —s—1i+ 1)aic"_s_i —2¢c Z (n—s— Z‘)aicn—s—i—l
=1 i=1
n—s—2 '
+ 02 Z (n — s —1— 1)aicn—s—z—2
i=1

n—s n—s—1
= Z(n —s—1+ 1)aicn_s_i + Z _2(n —5— i)aicn—s—i
=1 i=1
n—s—2 .
+ Z (n—s—1—1)a;c"*""
i=1
n—s—2

= n—s—i+1—2n—s—i)+n—s—i—1)a;c" "

i

I
—

—2(n—s5—(n—s5—1))a, s "5t

+(n—s5—(n—5—1)+ Day_ "5 rstt
+(n—s—(n—38)+ 1a,_" "
= —2ap—s-1C+ 2ap_s-1C + Qs = An—s
s=n—2n—1:z st to ¢leny by, —2cby pre s =n—2a by pre s =n—1:
by — 2cby = (2a1¢ + az) — 2ca; = ay

by = a;

3.6 Bernsteinova forma

Na realne polynémy sa moézeme pozerat aj ako na vektorovy priestor. Kazdy
vektorovy priestor ma bazu. Pre nase ciele bude vhodné zvolit za bazu Bernstein-
ove polynémy. Kazdy polynéom je potom mozné vyjadrit jedinecnou linedrnou
kombinaciou Bernsteinovych polynémov. Tieto koeficienty nazveme Bernsteinove
koeficienty. Bernsteinova forma je potom obalka tychto koeficientov. Zo vsetkych
skimanych foriem bola tato forma najpresnejsia, avSsak ¢asovo najnarocnejsia.

V tejto sekcii budeme uvazovat nedegenerovany interval a.

Definicia 16 (Bernsteinov polyném). J-ty Bernsteinov polyném stupria k nad in-
tervalom x je definovany:

() (1)) = (’f) (y —2)i(T —y)F

b i) w@)
Pre y €  Bernsteinove polynomy spliuju:
k,x
P () = 0,
= (ha) 1L (K ’ -
S0 = i 3 () o= are - .21
j=0 j




Ukazeme, ze Bernsteinove polynémy tvoria bazu vektorového priestoru poly-
noémov so stupnom < k. K dosiahnutiu tohto ciela potrebujeme pomocnu tech-
nickd lemmu.

Lemma 16 (Rokne| (1977), lemma). Pre kazdé m :0<m <k, y € R plati:

(y —2)™ = w(x)" Z E?}jngék’w) (y)-

Dékaz. (Rokne (1977, strana 228))

(y—2)" = (x_;)km y—o)"(y—z+T—y" "
! mk_m k—m — 2V (F — )
:(f—x)’“—m( o) j_0< j ><y z)'(T —y)
! ~ (k—m J k—j

O

7 Taylorovho rozvoja polynému p v bode z a pouzitim lemmy (16| odvodime
hladant linearnu kombinaciu Bernsteinovych polynomoénov.

Koeficienty v takejto linernej kombinécii nazyvame Bernsteinove koeficienty.

Definicia 17 (Bernsteinov koeficient). J-ty Bernsteinov koeficient polynomu p,
stupnia  k nad intervalom x je definovany:

oo _ o ) p0).

J
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Trividlne pripady:

b = p(x)
ko (m)
»T p (2) m Taylor
b =3 (T —2)" "= p(@)

Su Specidlne v tom, zZe ich intervalovy obal pokryva maximé a minima poly-
nému p nad intervalom z, t.j.

p(x) C [0 j=0.. . k}] (3.22)

Ekvivalentne povedané, najvacsi a najmensi Bernsteinov koeficient tvoria obal
hodno6t polynému nad intervalom .

Dokaz.
Yy e x:
ply) = Db p ) (y) < maxb 37 5 () = max o
Jj=0 j=0
5 k) (ha) (ko) o (k) (k.z)
ply) =D b, p; " ) = minb > o (y) min b
Jj=0 j=0

Definicia 18 (Bernsteinova forma). Bernsteinova forma stupria k pre polyndm p,
kde k > stuperi polynomu p, BF,, : IR — IR je definovand ako obal Bernsteino-
viychch koeficientov:

BE () == [{0"" 1 j =0...k}].

Je zrejmé, ze maxj{b§k’w) :j=0...k} = BFf(z)a minj{bgk’w) :j=0...k} =
BF}(x).

Veta 17 (Rokne| (1977), veta 1, Nenadhodnocovanie BF). Charakterizicia pres-
nostosti hornej a dolnej hranice BF je:

p(x) = BF} () = BFFz) € {b)", b1,
p(x) = BFF(z) — BF(x) € (b, 0"}

Dékaz. (Stahl (1995] strana 95))

Ukazeme iba prvu ekvivaleciu, druha sa da odvodit podobne.

'<<": Prvy a posledny Bernsteinov koeficient st hodnoty polynému v z a 7.
Teda b = p(z) a b,(ck’x) = p(T). Pre Vo € x plati p(z) < p(x), Specidlne
aj pre koncové body p(z),p(T) < p(x). Z p(x) < BFj(x) (€ {p(z).p(7)}),
teda p(x) < p(z) alebo p(z) < p(T). Konetne p(x) = BFF(x).

'=": Predpokladajme p(x) = BF}(x). Pokial st vSetky koeficienty rovnaké,
tak tvrdenie plati. UvaZme, Ze nie st rovnaké, t.j. s,r : s # r : D) £ p*2) (5x),
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Z definicie Bernsteinovych polynémov pre y € int(x) a pre ¢ = 0..k mame

k,x kx) (kx k,x k,x (3.21)
0 < p"(y). Potom p(y) = X 0" plP*) (y) < max; b8 3ok plt®) (y) B2

max; bg-k’m). Nerovnost plati vdaka (xx) a kladnosti Bernsteinovych polynémov
v bode y. Z nej mame p(int(x)) < max; b§k,w) = BF}(x) = p(zx). Z toho sa ma-
ximum nadobida v koncovych bodoch intervalu: p(x) = max{p(z),p(T)}, teda
v nultom alebo k-tom Bernsteinovom koeficiente.

O

Veta 18 (Rokne (1977), veta 1). Bernsteinova forma je intervalové rozsirenie
polynomu.

Dékaz. 7 (3.22) mame p(x) C B

FF(x) pre Va € IR. Pre « € R st vietky koefi-
cienty rovnaké a rovné p(z) =

p() = p(a).

O

Bernsteinova forma je tiez monoténna v inklizii, dokaz je mozné néjst v ¢lanku
Honga a Stahla (Hong a Stahl, |1995)).

Aby sme urcili horni a dolnt hranicu Bernsteinovej formy, potrebujeme spo-
¢itat vSetky Bernsteinove koeficienty. Namiesto pocitania hodndt z definicie, uka-
zeme vetu popisujicu schému vypoctu. Tato schéma nam v implementacii umo-
znuje vyuzivanie skor spocitanych hodnot k najdeniu nasledujiceho Bernstein-
ovho koeficientu.

Veta 19 (Rokne (1979), Schéma vypoctu Bernsteinovych koeficientov). Defi-
nujme rekurzivne:

ti— ;
Vig = — L@) cw(x) ! i=1...n
(5)
Un,j = Un,0 j=1...k—d
Vij = Vij—1 + Vit1,5—-1 ] =1... k), 1=1.. mln(n — 1,]{3 —j + 1)

kde d je stupen pOZynomu n=d+1, k> d, ty(y) je i-ty Taylorov koeficient
v bode y (t;(y) = p?(y)/i!), potom v, ; = bgk)prej:()...k.

Dékaz. (Stahl (1995] strana 108)) Indukciou ukazeme

vij = ZJ: 7(771) tio1 (z)w (@)

k
m=0 \m4i-1

kdei=1...n,7=0...k—14 1.

0
Prei=1...naj =0 mame (( ))tZ (z)w(x) = % cw(x)" =0, Ak

zvolime za indexy i =n a j =1...k — d, tak vdaka tomu 7€ tmin—1(x) = 0 pre

. J

m > 1, tak plati: ¥, o((’:))tm (yw(a)m ot = ((2 ta(w(@) ! =
m+n—1 1

Un,0 = Up,j. Tymto mame pripravent induként bazu. Pre dalsie indexy j =1...k

ai=1...min(n — 1,k —j + 1) vztah ukdzeme puzitim indukcie:
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Vij = Vij—1 + Vig1,-1

'y (( 71? ))tmﬂl(ﬂ?)w(w)mHl + s <(mk)>t
m=0 mAi—1 m=0 .

m-+1 (i)w(m)mﬂ

+ (j:I tj+i_l(x)w<m)j+i—1:zj: (m) tm-i-i—l(&)w(w)mﬂ_l

k = k
j+i—1 m=0 \ i1

Specidlne pre i = 1 dostévame:

(3
V15 = Z <m)tm($)w($)m = b;k’m) pre j =0...k.

=)

O
Implementéacia pouziva prave tito schému. Viac detailov mozeme najst v komen-
tovanych zdrojovych suboroch.

3.7 Intervalové polynémy a ich formy

V tejto casti predstavime redukciu vypoctu obalu intervalového polynému
na obaly polynémov s bodovymi koeficientmi. To nam umozni pouzit metdédy
na hladanie obalu obyc¢ajnych polynémov na hladanie obalu intervalovych poly-
nomov.

Definicia 19. Intervalovy polyndom je polynom s intervalovymi koeficientmi:
P(T) = @pt" + @p_12" "t -+ a1x + ao.

Je potrebné uvedomit si, ze hodnota v bode z je typicky nedegenerovany inter-
val. Obor hodnot takéhoto polynému nad intervalom «, si mozeme predstavit ako
zjednotenie oboru hodnot bodovych polynémov, ktorych koeficienty si vybraté
z intervalov pévodného polynému, t.j.

n
pl)={> az' z€x a € a;}
i=0
Takyto obor hodnot bude opéat interval a to vdaka spojitosti polynémov voci
zmene koeficientov.

Obal intervalového polynému je mozné urcit z obalov polynémov, ktoré obsa-
huji namiesto intervalovych koeficientov horné, resp. dolné hranice koeficientov
intervalového polynému. V nasledujicej novej lemme ukazeme, ako najst hornua
a doln hranicu hodnoty polynému v Iubovolnom bode.
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Lemma 20 (Maximum a minimun v bode). Mdme intervalovy polynom p(z) =
S ga;xt. Potom:

pryeliods M =Ya o p)=Yay,  (32)
pryeloolls H=Yaledy o ply) =3 da’  (32)

kde

Dékaz Najprv - Indukciou ukdzeme, ze pre m = 0...n plati Y7 a;y’ =

syt a Y ltyay = moayt . Ak je m = 0, tak to zrejme plati. Ak je y
nezaporne, tak pre lubovolny interval a plati ay’ = ay' a ay’ = ay’. Dalej

indukciou pre y € [0,00] dostdvame:

m+1 m m+1
J > ayi = Zazy + @y T E N @Y+ Gy = Y @y
=0 =0 =0 =0
m+1 TP ) m+1 ‘
o > ay = Zazy + Ay = ZJyZ + Ay =D ay
i—0 =0 =0 i=0

Podobne . Indukciou cheeme ukdzat rovnosti Y% ay' = i, 8i(a;)y’
azgioa,-yi:zloé( )y’ kde m = 0...n. Pre m = 0 mame dy(ag) = ao
a So(ao) = ay, takze mdukcna baza plati. Ak vezmeme do tvahy zaporné alebo
nulové y, tak pre lubovolny interval @ a pre prne ¢ mame ay’ = ay’ a ay' = ay'.
V pripade, kedy i je nepdrne, tak ay’ = ay’ a ay’ = ay’. To ndm déva ay’ =
[6;(a)y, 6;(a)y’]. Potom indukciou pre y € [—o0,0]:

m—+1 m m+1

o Y oay = Zazy + Gy = 0@y + Gy = Z di(aq)y
1=0 =0 =
m+1 1P mo ) m+1

o N oay= Zazy + @1y =D 00(@)Y F @y =D dias)y
=0 =0 1=0 =0

O

Podla nasledujtcej novej vety nam na najdenie obalu intervalového polynému
staci ndjst obaly dvoch alebo $tyroch bodovych polynémov. Ak 0 € int(x), tak
je potrebné x rozdelit v bode 0 na dva intervaly a najst obaly Styroch bodovych
polynémov. Ak 0 ¢ int(x), tak len dvoch bodovych polynémov.

Veta 21 (Obal intervalového polynému). Nech p je intervalovy polynom a x
interval tvaru x = [a,b]. Potom

akb<0 tak p(x) =[g(x), g(x)]
ak0<a tak p(x) =[h(x), h(z)]
inak p(x) =[3(a,0)), 9([a,0])] U [2(([0,8]), 2 ([0,8])]




kde g(y) = S oay’, g(y) = Sroay', 6 a 0; st definované ako v lemme
a h(y) = ¥io 0i(aq)y’, hly) = Xilo di(ai)y'.

Dékaz. Tato veta je priamym désledkom predchadzajicej lemmy [20] V kazdom
bode y vieme néjst hranice intervalu p(y) pomocou istych polynémov. Predpisy
tychto polynémov st rovnaké v intervaloch [—o0,0] a [0,00]. Si to prave bodové

polynémy ¢,g,h a h.
O

Désledok. Nech G(z), G(x), H(z) a H(z) st prisluiné intervalové rozsirenia. De-
finujme P : IR — IR nasledovne:

(G ([a.b]), G([a.b])] ak b <0

v

P([a,b]) == § [H([a,b]), H([a,b])] ak 0 <a

G([ab)), G(lab])] U [H([a.p]), H([a,0])] inak

Kedze plati G([a,b]) < §([a.b]), g([a.b]) < G([a,b]), H([a,b]) < h([a,b]) a h([a,b]) <
H([a,b]), tak P je intervalové rozsirenie intervalového polynému p. Podobne plati,
ak G(z), G(x), H(x) a H(x) si monoténne v inklizii, tak aj P(x) je monoténna

funkcia vzhladom na inkliziu.
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4. Uzivatelska dokumentacia

Stcastou préace je balik pv (polynomial value) obsahujici m-stbory, ktoré
implementuji vypocet obalu oboru hodnot redlnych a intervalovych polynémov
nad intervalom. Je mozné ich pouzivat v Matlabe alebo Octave. Funkcie vycha-
dzaju z foriem popisanych v predchadzajtcej kapitole.

4.1 Prostredie

Ako programatorské prostredie sme zvolili Matlab a Octave. Funkcie fun-
guju v oboch systémoch. Balik pouziva intervalovi aritmetiku toolboxu INTLAB,
ktory vsak nie je jeho stcastou.

V Octave je mozné namiesto INTLABu pouzit slobodny balik interval, ktory
poskytuje podobnti funkénost ako INTLAB. Dalej, v Octave, mozeme vyuzit pa-
ralelizmus pri vypocte obalu intervalového polynému. To zabezpecuje balik pa-
rallel, ktory je distribuovany s nasim balikom. Zapnutie a vypnutie paralelizmu
je umoznené pri inicializacii balika pv.

Sucastou prilozeného CD je aj balik tests, ktory sme pouzili pri tvorbe Statis-
tikého vystupu. Informéacie o baliku a jeho vyuziti si popisane v programatorske;j
dokumentacii.

Samozrejme, pred pouzitim je odporucané precitat si README.md.

4.1.1 Zakladné konstrukcie

Zapis intervalu x = [2,3], redlneho a intervalového polynému

p(y) =2y° +y+4
ig(2) = [4,4.3]2* + 2z + [3,3.3]

v prostredi Matlab/Octave s toolboxom INTLAB/interval:

>> x = infsup(2,3)
intval x =

[ 2.0000, 3.0000]
>>p=[201 4]

p =

2 0 1 4

>> ig = [infsup(4,4.3) 2 infsup(3,3.3)]
intval ig =
[ 4.0000, 4.3000] [ 2.0000, 2.0000] [ 3.0000, 3.3000]

Podrobnejsi popis toolboxu INTLAB a jeho syntaxe je mozné najst na jeho do-
movskej stranke v sekcii demo: http://www.ti3.tuhh.de/intlab/demos/html/
dintval.html. VSeobecné informacie o baliku interval a rozdiely medzi nim
a INTLABom st popisané na Octave wiki: http://wiki.octave.org/Interval
package.
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4.2 Instalacia

Instalacia spociva vo vytvoreni lokdlnej képie obsahu CD a nacitani funkeii
do prostredia Matlab/Octave. Pre nacitanie funkcii treba nastavit working direc-
tory na prie¢inok s lokalnou képiou. To je mozné pouzitim prikazu cd priamo
v Matlab/Octave, pripadne v terminale spustenim prostredia.

Zavolanim funkcie demo sa vypisu zakladné informécie o baliku pv a tiez aj
postup jeho inicializacie.

Nésledne je potrebné zavolat funkciu pvinit. T je mozné zavolat s parametrom
par pre aktivaciu paralelizmu v Octave, ktory sa pouzije pocas vypoctu nad inter-
valovym polynémom. Takto je mozné zapnit ho v Tubovolnej casti programu. Pre
vypnutie je nutné reinicializovat prostredie. Ukazuje sa, ze paralelizmus je vhodné
aktivovat, ak pracujeme s intervalovymi polynémami so stupnom aspon 10.

Funkcia pvinit sa pokusi detekovat tspesné nacitanie kniznice v prostredi
podporujicom intervalovu aritmetiku. Ak sa jej to nepodari, vyzve uzivatela k jej
inicializacii a v Octave navrhne nacitanie balika interval a zobrazi instrukcie
k jeho nacitaniu.

INTLAB sa inicializacializuje prikazom startintlab. Avsak, predtym musi byt
nacitana cesta k jeho suborom, napr. prikazom addpath. Balik interval sa v Octave
inicializuje prikazom pkg load interval.

Podobne plati, ak uzivatel sa rozhodne pouzit paralelizmus v Octave, a teda
balik parallel a jeho zavislost struct.

4.3 Verejné metoddy

Po inicializacii balika pv funkciou pvinit sa spristupnia metédy na vypocet
obalu oboru hodnét realneho i intervalového polynému. Taktiez sa spristupnia
funkcie, ktoré boli pouzité na vytvorenie Statistiky. Viac informacii o nich a baliku
tests je v programatorskej dokumentacii.

4.3.1 Realne polynémy

Funkcie hladajice obalku redlnych polynémov maju povinné dva parametre.
Su nimi redlne koeficienty polynému, ako redlny vektor, a intervalové x. Koefi-
cienty, ktoré si pred vyssimi mocninami sa vo vektorovej reprezentacii objavia
skor, napr. pre polyném 8z2 + 1 su prisluné koeficienty reprezentované realnym
vektorom [8 0 1].

Metody zalozené na:

o Hornerovej forme:

— pvhornerenc:  ak vrati 1 ako druhy vystupny parameter ver, tak Horner
nenadhodnocuje, vychadza z vety
— pvhornerlzenc: ocakava interval tvaru [0,r], 0 <r

— pvhornerbzenc: vstupny interval rozdeli v 0 a spocita dvakrat

Hornera
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Taylorovej forme:

— pvtaylorenc: obalka Taylorovej formy polynému

— pvtaylorbmenc: z definicie Taylorovej formy so sekciou v 0 inter-
valu [r,r] po¢ita Hornera Taylorovho rozvoja polynému
nad dvoma intervalmi [—r,0] a [0,7], kde r je polomerom
vstupného intervalu

Mean value forme:

— pvmeanvalenc:  obalka Mean value formy polynému

— pvmeanvalbcenc: obalka Bicentred mean value formy polynému

o Slope forme:

— pvslopeenc: obalka Slope formy polynému

Interpolacnej forme:

— pvinterpolationenc:

obélka Interpolacnej formy polynému

— pvinterpolation2enc: obalka Interpolacnej formy 2 polynému

— pvinterpolationslenc: obalka Interpolacnej slope formy polynému

o Bernsteinovej forme:

— pvbernsteinenc:

— pvbernsteinbzenc:

obalka Bernsteinovej formy polynému. Treti nepovinny
argument je k. Ovplyvnuje, kolko Bernsteinovych ko-
eficientov, potrebnych na urcenie obalu, sa ma spoci-
tat. Funkcia pocita k + 1 Bernsteinovych koeficientov.
Hodnota £ by mala byt velka aspon ako stupen poly-
nomu. Implicitna hodnota pre £ je stupen polynému.
Druhy vystupny parameter ver je 1 prave vtedy, ked
Bernsteinova forma polynému nenadhodnocuje, vetal[I7]

vstupny interval rozdeli v 0 na dva a nad nimi spocita
obalku Bernsteinovej formy polynému. Podobne ako
predchadzajica funkcia, akceptuje treti parameter k.
Druhy vystupny parameter ver je 1 prave vtedy, ked
Bernsteinova forma polynému nenadhodnocuje.

Okrem tychto metéd poskytuje balik metodu puvenc, ktora riesi dany prob-
lém. Prvé dva parametre mé rovnaké ako predchédzajice metody. Treti, volitelny
parameter je strategy. Jeho mozné stringové hodnoty st FASTEST, FASTER,

EFFECTIVE, TIGHTER,

TIGHTEST. Defaultnd hodnota pre tento parameter

je EFFECTIVE. Ak druhy vystupny parameter ver vracia 1, tak hodnota formy
polynému nad intrevalom nenadhodnocuje.
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4.3.2 Intervalové polynémy

Metody na vypocet obalu intervalovych polynémov nad intervalom maji po-
vinné dva argumenty: vektor intervalovych koeficientov polynému a intervalové .
Poradie intervalovych koeficientov vo vektorovej forme je rovnaké ako u realnych
polynémov.

Néazvy metdd, ktoré riesia intervalové polynémy st rovnaké ako pre realny
pripad, az na prefix, ktory je pvi namiesto pv. Taktiez neexistuje intervalovy
ekvivalent pre pvhornerlzenc a funkcie nevracaji ver. Vyznam vystupnych para-
metrov je rovnaky. Su to metody:

— pvihornerenc — pvimeanvalenc — pviinterpolation2enc
— pvihornerbzenc — pvimeanvalbcenc — pviinterpolationslenc
— pvitaylorenc — pvislopeenc — pvibernsteinenc

— pvitaylorbmenc — pviinterpolationenc — pvibernsteinbzenc

Aj pre intervalové polynémy poskytuje balik vSseobecni metédu riesiacu dany
problém. Metoédu pvienc. Prvé dva argumenty st zhodné s predchadzajicimi me-
todami. Pre treti parameter strategy plati to isté, ¢o pre funkciu pvenc.

4.4 Ukazky pouzitia
Néjdenie obalu polynémov

p(z) = 1.52* +6.20° — 4.92* — 6.80 — 8.6
ip(x) = [7.55,7.85]2° + [6.17,6.88]z* + [—0.15,0.8]z + [0.7,0.8]

nad intervalom sz = [—0.4,0.2]:

>> pvinit
>> ix = infsup(-0.4,0.2);

>>p=[1.56.2 -4.9 -6.8 -8.6];
>> pvenc(p,ix, ’FASTEST’)

intval ans =

[ -10.1561, -5.8799]

>> pvenc(p,ix, ’TIGHTEST’)

intval ans =

[ -10.1041, -7.0223]

>> pvenc(p,ix)

intval ans =

[ -10.1429, -6.8618]

>> ip = [infsup(7.55,7.85) infsup(6.17,6.88)
> infsup(-0.15,0.8) infsup(0.7,0.8)];
>> pvienc(ip,ix)

intval ans =

[ 0.4037, 1.4777]
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>> pvienc(ip,ix, ’TIGHTEST’)
intval ans =
[ 0.5933, 1.4777]

Volanie metdd pouzivajice Specificki formu:

> p = [-2 2 3];

>> ix = infsup(0.5,1);

>> [iy ver] pvbernsteinenc(p,ix)
intval iy =
[ 3.0000, 3.5000]

ver = 1

>> [iy ver] pvhornerenc(p,ix)

intval iy =
[ 3.0000, 4.0000]
ver = 0

>> iy = pvslopeenc(p,ix)
intval iy =
[ 3.0000, 3.7501]

Dalsia ukézka pouziva paralelizmus v Octave pocas vypoétu obalu intervalo-
vych polynémov:

>> pvinit par
>> ip = [infsup(2,2.25) infsup(-2.3,-2.1) 2];
>> ix = infsup(0.5,1.5);

>> iy = pvibernsteinenc(ip,ix)
intval iy =

[ 1.2000, 3.9126]

>> iy = pvihornerenc(ip,ix)
intval iy =
[ 0.0500, 3.9126]

Pozndmka. Musime si uvedomit, Ze reprezentécia ¢isla zo zdrojového kédu nemusi
obsahovat mienené ¢islo. To sa tyka hlavne cisel s desatinnou ¢iarkou. Pre INT-
LAB napriklad plati, ak pouzijeme ix = intval(0.1), tak 0.1 sa zaokrihli na naj-
blizsie reprezentovatelné c¢islo. Potom nie nutne plati 0.1 € iz. Pre dosiahnutie
0.1 € iz potrebujeme zavolat konstruktor iz = intval(”0.1”). Viac informécii
o tychto problémoch a moznostiach ich riesenia je mozné najst v dokumentécii
k INTLABu.

Ak sa rozhodneme pouzit balik interval namiesto INTLABu, tak ten nema
ekvivalent k jeho metodam getround, setround, Specifikujice mod zaokrihlovania.
Pri jeho pouziti teda mozu vzniknuf chyby vyplyvajice z nespravneho smeru
zaokrihlovania.
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5. Programatorska dokumentacia

Koren priecinku prilozeného CD obsahuje sibory README.md, demo.m, pvi-
nit.m a priecinky pv, tests, lib, reports.

Precinky pv a test reprezentuju baliky. V reports st ulozené vysledky tes-
tov, ktoré vznikli na nasej pracovnej stanici. Priecinok [ib obsahuje Octave ba-
liky interval-2.1.0.tar.gz, parallel-3.1.1.tar.gz a struct-1.0.14.tar.gz. Balik interval
je open source alternativou k INTLABu. Balik parallel potrebuje k svojej ¢innosti
balik struct.

Skript pvinit.m je nutné zavolat pre inicializaciu balikov pv a tests. Funkciu
demo je mozné spustit este pred zavolanim pwvinit.

Vo vSeobecnosti nase baliky obsahuju priec¢inok auz, v ktorom sa nachadzaja
pomocné funkcie, ktoré balik interne pouziva. V prie¢inku doc sa nachadza do-
kumentécia vygenerovana siborom ocdoc.m. Tento dokumentacny systém OcDoc
sa taktiez pouziva v projekte LIME (Library of Interval Methods), ktory sa vy-
vija na nasej fakulte. Vystupom tohto skripta je priec¢inok doc s dokumentaciou
jednotlivych stiborov vo forméte html. Stithrnny prehlad je v sibore index.html.
Subory jednotlivych implementacii si v plain texte aj s komentarmi, takze je
mozné do nich nahliadnuf. Za dokumentac¢ny jazyk bola zvolena anglic¢tina.

Implementécie jednotlivych metéd st ulozené v m-stiboroch. Obecne moze
byt m-stbor stibor obsahujici prave jednu funkciu alebo skript.

5.1 Funkcia pvinit

Plati pre nu to, ¢o je popisané v casti o instalacii. Detailnejsi prehlad
o tom, aké subory su nacitané v danej konfiguracii je mozné ziskat prestudo-
vanim samotného skripta puvinit.m. Za zmienku stoji spomentt volanie funkcie
load_intlab_camouflage pri nendjdeni funkcie intval v prostredi Octave. T4 ma-
puje mend istych funkcii z INTLABu na mend funkcii z balika interval. Zoznam
takychto funkcii je priamo v skripte auz/octave_env/load_intlab_camouflage.m.

Ak sa rozhodneme vyuzit paralelizmu prostredi Octave, tak ten sa prejavi
vo funkcidch pracujicimi s intervalovymi polynémami a vo funkcidch v baliku
tests. Presnejsi popis o aké funkcie sa jedna, je v nasledujiicej casti popisujuce;j
balik pv.

5.2 Balik pv

Balik pv (polynomial value) poskytuje funkcie pocitajice obalku redlneho
aj intervalového polynému nad intervalom.

Ako zdroj dokumentéacie je mozné pouzit html sibory z doc alebo priamo zdro-
jovy kod, ktory je patricne okomentovany. Metédy s prefixom pv a puvi st opisané
aj v uzivatelskej dokumentécii.
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Struktira balika pu:

pv (I T

|- aux | |- octave_env

| |- ocdoc.m | | |- interval_polynomial_form_par.m
| |- centres mean value form.m | | |- load_interval_forms_par.m
| |- derivate_polynomial.m | | \- load_intlab_camouflage.m
| |- taylor_coefficients.m |- doc

| |- taylor_form eval_half.m | |- index.html

| |- range power.m |\

| |- evaluate_parabola.m |- ocdoc.m

| |- invert_polynomial.m |- pvbernsteinbzenc.m

| |- interval _polynomial form.m |- pvbernsteinenc.m

| |- interval polynomial forms |- pvenc.m

| | |- pvibernsteinbzenc.m | - pvhornerbzenc.m

| | |- pvibernsteinenc.m |- pvhornerenc.m

| | |- pvihornerbzenc.m |- pvhornerlzenc.m

| | |- pvihornerenc.m |- pvienc.m

| | |- pviinterpolationenc.m |- pvinterpolationenc.m

| | |- pviinterpolation2enc.m |- pvinterpolation2enc.m

| | |- pviinterpolationslenc.m |- pvinterpolationslenc.m

| | |- pvimeanvalbcenc.m |- pvmeanvalbcenc.m

| | |- pvimeanvalenc.m |- pvmeanvalenc.m

| | |- pvislopeenc.m |- pvslopeenc.m

| | |- pvitaylorbmenc.m |- pvtaylorbmenc.m

| | \- pvitaylorenc.m \- pvtaylorenc.m

| |- doc

| | |- index.html

Funkcie z priec¢inka pv/auz/interval_polynomial_forms si wrappery, ktoré vo-
laju pv/aux/interval_polynomial_form.m s prislusnymi parametrami. V jej imple-
mentacii sa uplatni veta 21] o obale intervalového polynému.

Pokial aktivujeme paralelizmus v Octave prikazom pvinit s parametrom "par’,
tak sa namiesto funkcie z pv/auz/interval_polynomial_forms zavola funkcia s rov-
nakym menom nacitana skriptom load_interval_forms_par.m. Ten bol volany
v puinit. Nasledne funkcie pre intervalové polynémy pouzivaju paralelnu ver-
ziu pv/auzx/octave_env/interval_polynomial_form_par.m namiesto funkcie inter-
val_polynomial_form.

Obe verzie akceptuju vektor intervalovych koeficientov, interval & a handler
na formu, ktory pocita obalku realneho polynému. Paralelna verzia v pripade,
kedy vstupny interval obsahuje nulu, naplanuje vypocet obaliek dvoch realnych
polynémov. Inak naplanuje styri polynémy. Ak méa prostredie pristup k viace-
rym vypoctovym jednotkam, tak sa tieto obalky spocitaju paralelne. Nad obal-
kami sa nakoniec urobi zjednotenie. Pocas vypoctu obalky sa pouziva handler na
formu, ktory funkcia dostala ako argument. Tvary realnych polynémov st popi-
sané vo vete 21| (o obale intervalového polynému).
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Funkcia pvenc

Vracia obal redlneho polynému nad intervalom. Ak druhy vystupy parameter
ver je 1, tak pouzita forma nenadhodnocuje. Prvé dva vstupné parametre, koefi-
cienty polynéomu a intervalové a, si povinné. Treti stringovy parameter strategy
je nepovinny a ma defaultni hodnotu EFFECTIVE. Hodnoty parametru strategy
moézu byt FASTEST, FASTER, EFFECTIVE, TIGHTER, TIGHTEST. Funkcia
na zaklade strategy a vlastnosti intervalu @ zvoli metddu, ktora sa ma zavolat.

Podla hodnoty strategy sa volaju funkcie:

FASTEST ak @ obsahuje nulu, tak sa zavola pvhornerbzenc, inak pvhornerenc
FASTER vola pvmeanvalbcenc

EFFECTIVE ak x obsahuje nulu, tak vola pvmeanvalbcenc, inak puvinterpola-
tton2enc

TIGHTER vola pvinterpolationslenc

TIGHTEST ak x obsahuje nulu, tak vola pvbernsteinbzenc, inak pvbernsteinenc

Funkcia pvienc

Vracia obal intervalového polynému nad intervalom. Prvé dva vstupné pa-
rametre, koeficienty intervalového polynému a intervalové x, st povinné. Treti
stringovy parameter strategy je nepovinny a ma defaultni hodnotu EFFEC-
TIVE. Hodnoty parametru strategy moézu byt FASTEST, FASTER, EFFEC-
TIVE, TIGHTER, TIGHTEST. Funkcia na zaklade strategy zvoli metédu, ktora
sa ma zavolaf.

Podla hodnoty strategy sa volaju funkcie:

FASTEST vola puvihornerbzenc
FASTER vola puislopeenc
EFFECTIVE vola pvimeanvalbcenc
TIGHTER vola pviinterpolationslenc

TIGHTEST vola puibernsteinenc

5.3 Balik tests

Tento balik bol pouzity na generovanie realnych a intervalovych polynémov,
vyhodnocovanie redlnych a intervalovych polynémov s cielom ziskania najpresnej-
sieho vysledku, generovanie Statistik zachytavajuce runtime jednotlivych metéd
a ich relativnej velkosti nadhodnocovania.
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Struktira balika tests:

|- generate_polynomials.m
|- evaluate_polynomial_int.m
|- generate_polynomials_interval.m

tests | \- eval forms.m
|- aux |- doc

| |- evaluate_polynomial | |- index.html
| | |- evaluate_polynomial.m [\ ...

| | \- private |- make_stats.m
| | \- evaluate_polynomial .m |- ocdoc.m

| |- octave_env |- run_tests.m
| | \- evaluate_polynomial.m \- test.m

|

|

|

Generovanie koeficientov redlnych a intervalovych polynémov zabezpecuju
funkcie generate_polynomials a generate_polynomials_interval. Pre generovanie
bolo zvolené rovnomerné rozdelenie. Pre néjdenie najtesnejsicho referencéného
obalu, za cenu vicsieho vypocetného casu, st pouzité funkcie evaluate_polynomial
a evaluate_polynomial_par.

Funkcia evaluate_polynomial_ pracuje trivialnym spdsobom. Postuva prave te-
stované realne y z intervalu « o pevne zvolené delta a priebezne zlepSuje maximum
a minimum. Delta ma implicitni hodnotu 0.0003. Je mozné ju zmenif priamo
v zdrojovom stubore tejto metody.

Metéda evaluate_polynomial_par je len wrapper pre volanie funkcie inter-
val_polynomial_form, ktord za formu vezme evaluate_polynomial.

Existuju dve verzie evaluate_polynomial. Ktorda sa nacita do prostredia za-
visi od toho, ¢i pouzivame Octave a posledné volanie pinit bolo s parametrom
‘par’. Defaultne sa pouzije ta v tests/auz/evaluate_polynomial. Obaluje volanie
funkcie tests/auz/evaluate_polynomial/private/evaluate_polynomial_.m. Ak sme
v prostredi Octave a zavolame pwvinit s parametrom 'par’, tak sa nacita me-
téda tests/aux/octave_env/evaluate_polynomial.m, ktord patriéne vyuZziva para-
lelizmus. Vstupny interval rozdeli na n Casti, kde n je pocet detekovanych proceso-
rov. Na tychto intervaloch zavola evaluate_polynomial_ a na vratenych intervaloch
skonstruuje ich obal.

Spustenie, vytvorenie testu a Statistiky

Na vytvorenie Statistiky, generovanie testovacich vystupov, definovanie a spus-
tenie testov bol pouzity skript make_stats.m a funkcie z test.m, run_tests.m. Pod-
robnejsi popis ich rozhrani sa nachadza v prislusnom stbore v priecinku tests/doc
a priamo v zdrojovom kode.

Funkcia test

Funkcia test spocita obaly, v nej vygenerovanych, polynémov pouzitim fun-
kcie evaluate_polynomial alebo evaluate_polynomial_par nad pevnym vstupnym
intervalom za. Nad tymito polynémami a 2 sa spustia handlery na funkcie repre-
zentujuce intervalové formy predané funkcii v poli buniek. Kazda bunka obsahuje
struktiru s handlerom a jeho textovym popisom, tagom.
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Vysledky volania test sa uchovaju v priecinku test_out. Kazdy vygenerovany
sibor méa prefix, ktory bol definovany pri volani funkcie test. Format tychto su-
borov je binarny, konkrétne je typu MATLAB 5.0 MAT-file.

Pre kazdé volanie handlera sa ulozi struktira s jeho popisom, pole casov
vypoctov jednotlivych polynémov a spocitané obaly do binarneho stiboru, ktorého
meno obsahuje nazov handlera a prefix testu.

Taktiez sa vytvori bindrny stibor so sufixom ’test.bin’ reprezentujuci cely test.
Ten, okrem iného, obsahuje odkazy na subory vniknuté popri volani handlerov.

Struktira binarneho stiboru *test.bin:

test.ix intervalové x

test.n = # polyndémov

test.deg = stupeni vygenerovanjch polynémov

test.forms_count = # handlerov

test.filenames vektor odkazov na sibory vygenerované handlermi
test.polynomials = vektor vygenerovanjych polynémov
test.polynomials_ranges = spoCitané referencné obdlky polynémov

Struktira bindrneho stiboru vygenerovaného handlerom:

form.ranges = spoCitané obalky
form.eval_times = vektor Casov vypoltov
form.desc popis handlera

Funkcia run_tests

V tejto funkcii definujeme a spustame testovacie suity. Tie obsahuju pole
buniek forms_structs popisujice, aké handlery sa pouziju vo funkcii test a pole
struktir parametrov, ktoré sa postupne pouziji vo volani test.

Ako vstupné parametre ma suita pocet polynémov, ktory méa funkcia test
generovat a spracovat, a zdklad mena siboru, z ktorého sa odvodia mena su-
borov pre zapis Statistiky danej suity. Konkrétne statistiky sa ulozia do sibo-
rov stats_out/SFILENAME.tzt a stats_out/$SFILENAME_t.txt. Ich obsah definuje
funkcia make_stats.

Pre vytvorenie a spustenie vlastnej suity staci skopirovat a modifikovat Sa-
bléonu, umiestnent v zdrojovom subore, a pridat volanie do run_tests.

Funkcia make stats

Tato funkcia generuje sStatistické data zo siborov vytvorenych volanim test.
Typicky zo stiboru *test.bin a prislusnych bindrnych stiborov, na ktoré vo vmitri
ukazuje. Vystup posiela do dvoch file deskriptorov, ktoré mu boli predané ako
parametre. Tie mohli byt otvorené volajicim v réznom mode, napr. vo write
mode alebo append maéde.

Do jedného suboru zapisuje statistiku o ¢ase behu testovanych handlerov uve-
dentt v sekundach. Statistika v druhom stibore vychadza z dat vyprodukovanjch
funkciou distance_fcn, ktora je na zaCiatku namapovana na privatnu funkciu dis-
tance2. Ta vracia hodnotu:

100 * (w(iz) - w(iy))/w(iz).
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Pri jej volani je 2y, pre dany interval a polyném, referencny interval spocitany
a pouzivany v jednom teste a 2z vystup handleru pre dany polyném a inter-
val. Statistické veli¢iny, ktoré sa vyhodnocuji st minimum, maximum, priemer
a median.

Priklad obsahu stborov stats_out/statsX.txt a stats_out/statsX_t.txt vygene-
rované funkciou make_stats v testovacej suite pouzivajice dva testy. Oba testy
boli volané s bunkovym polom o troch handleroch a ich textovymi anotaciami HF,
SF a BF, avsak s roznymi poziadavkami na stupen vygenerovanych polynémov
a vstupny interval:

>> STATS for tests out/tl test.bin

#polynomials = 100 deg = 4 X = [-0.300000 , 0.200000]
>> [DISTANCE]
Form max min mean median deg X

HF 85.426 3.162 27.500 23.405 4 [-0.300000, 0.200000]
SF 75.350 1.836 25.261 21.818 4 [-0.300000, 0.200000]
BF 64 .569 0.000 4.048 0.000 4 [-0.300000, 0.200000]
>> STATS for tests_out/t2_test.bin

#polynomials = 100 deg = 21 X = [-0.100000 , 0.100000]

>> [DISTANCE]

Form max min mean median deg X

w w w

HF 59.595 0.085 14.481 10.255 21 [-0.100000, 0.100000]
SF 52.969 0.078 13.787 9.312 21 [-0.100000, 0.100000]
BF 3.829 0.000 0.177 0.000 21 [-0.100000, 0.100000]

>> STATS for tests_out/tl_test.bin

#polynomials = 100 deg = 4 X = [-0.300000 , 0.200000]

>> [EVAL_TIME]

Form max min mean median deg X

HF 0.0268 0.0017 0.0029 0.0026 4 [-0.300000, 0.200000]
SF 0.02561 0.0085 0.0095 0.0092 4 [-0.300000, 0.200000]
BF 0.0349 0.0124 0.0168 0.0183 4 [-0.300000, 0.200000]

>> STATS for tests_out/t2_test.bin
#polynomials = 100 deg = 21 X = [-0.100000 , 0.100000]
>> [EVAL_TIME]

Form max min mean median deg X

HF 0.0072  0.0070 0.0070 0.0070 21 [-0.100000, 0.100000]
SF 0.0640 0.0372 0.0530 0.0579 21 [-0.100000, 0.100000]
BF 0.2992 0.1581 0.2191 0.2441 21 [-0.100000, 0.100000]
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6. Numerické porovnanie

Pre tento 1cel bola pouzita funkcia run_tests z balicka test, v ktorej su zaroven
definované testovacie suity. V priec¢inku reports sa nachadzaji kopie vystupnych
prie¢inkoch stats_out a tests_out volania tejto funkcie. Okrem nich, reports ob-
sahuje skript table.awk, ktory bol pouzity na vytvorenie ostatnych *.tzt siborov
v reports, zhrnujuce vysledky testu zo stiborov z stat_out do prehladnejsej podoby;,
do formy tabulky. Skript ocakava stubor z stats_out a mod Specifikujici aké hod-
noty zo siboru ma zobrazovat na vystupe. Mod pripusta nasledujice hodnoty:
max, min, mean a median.

Déta boli vygenerované na pracovnej stanici s Gentoo 2.3, Intel(R) Core(TM)
i7-6700 CPU @ 3.40GHz, v prostredi Matlabu R2017a (9.2.0.538062) 64-bit s INT-
LABom verzie 10, a bez pouzitia paralelizmu vo vypoctoch obalok intervalovych
polynémov.

6.1 Testovacie suity

Kazda suita pouziva 100 ndhodné vygenerovanych polynémov so stupnami
4,5,6,7,11,16,21,26 a 31. Koeficienty redlnych polynémov st v intervale (—1,1).
Koeficienty intervalovych polynémov st podintervaly intervalu (—0.95,0.95).

V run_tests sme definovali 4 suity: test_suitel az test_suite4. Suity #1 a #3
pouzivaju metdédy pre vypocet obalky realneho polynému, suity #2 a #4 me-
tédy pre vypocet obalky intervalovych polynémov. Konkrétne pouzivaju metody
popisané v podkapitole Verejné metody kapitoly Uzivatelska dokumentacia,
strana [32

V testovacich suitach #1 a #2 st polynémy vyhodnocovane nad intervalmi
[—0.3,0.2], [-0.15,0.1], [-0.1,0.1], [-0.3, — 0.2] a [0.2,0.3]. V suitdch #3 a #4
nad uzsimi intervalmi [—0.03,0.02], [-0.015,0.01], [—0.01,0.01], [-0.03, — 0.02]
a [0.02,0.03].

Pripomenme, ze hodnoty Statistickych dat generované testami si spocitané
nasledujicim vztahom:

100  (w(2) — w(y))/w(z)

Interval y je, pre dany vstupny interval a polyném, referencny interval, t.j. na-
juzsia obalka, ktora bola spocitana hrubou silou. Interval z je spoc¢itany metédou
pouzivajucu funkéni formu. Jedna sa o relativnu veli¢inu vyjadrujicu minimélne
kolko percent hodnot intervalu spocitanych funkénou formu je nespravnych. Téato
interpretacia avsak prehliada sivislost intervalov. Takto definovant relativnu vel-
kost nadhodnocovania pre konkrétny polyném, interval a metodu teda mozme
porovnavat naprie¢ roznymi metédami pouzivajice funként formu.

Hodnoty behu metéd v statistickych datach generované spustenim testovacej
suity stu uvedené v sekundach.

6.2 Vygenerované tabulky

Skriptom table.awk bol vygenerovany stubor $MODE_tab_stats$N.txt a k nemu
odpovedajuci sibor $MODE_tab_stats$N_t.tat zachytavajici ¢as behu jednotli-
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vych metod, pre prislusni N-tu suitu a mody median, mean. Tieto stbory s si-
castou priecinku reports. V prilohe st ukazky casti tychto siiborov pre méd mean.

6.3 Zhrnutie

Nasledujuce pozorovania vychadzaji z obsahu suborov mean_tab_statsl.tat az
mean_tab_stats4.txt zachytavajice vysledky testovacich suit #1 az #4. Tento ob-
sah je umiestneny v prilohe. Dalej v prilohe st iba ¢asti siborov mean_tab_stats1.tat
a mean_tab_stats3.txt udavajice priemerné ¢asy behov jednotlivych metod. Run-
time metod nezavisi od sirky intervalov. Zavisi od stupna polynému a pre Spe-
cifické metody ¢i vstupny interval obsahuje nulu. Preto sme v prilohe umiestnili
iba urc¢ite ¢asti pévodnych siiborov.

Testovacie suity pouzivaji nasledujice mapovanie:

HF pvhornerenc iHF' | pvihornerenc

HFBZ pvhornerbzenc iHFBZ | pvihornerbzenc

IF pvinterpolationenc ilF' | pviinterpolationenc

IF2 pvinterpolation2enc ilF2 | pviinterpolation2enc

ISF pvinterpolationslenc iISF | pviinterpolationslenc

TF pvtaylorenc iTF | pvitaylorenc

TFBM pvtaylorbmenc iTFBM | pvitaylorbmenc

MVF pvmeanvalenc iMVF | pvimeanvalenc

MVFBC | pvmeanvalbcenc iMVFBC | pvimeanvalbcen

SF pvslopeenc iSF | pvislopeenc

BF pvbernsteinenc iBF | pvibernsteinenc

BFBZ pvbernsteinbzenc iBFBZ | pvibernsteinbzenc
Postrehy:

o Vypoctovy Cas metddy pre intervalovy polynéom je teoreticky dvojnasobny
pre vstupny interval neobsahujici nulu voé¢i behu verzie metédy pre redlny
polyném. Ak vstupny interval obsahuje nulu, tak stvornasobny. To je spo6-
sobené priamou aplikiciou vety [21] o obale intervalového polynému. Ak by
sme vyuzili paralelizmu v Octave, tak ¢as behu funkcie pre intervalovy po-
lyném by mohol byt priblizné rovnaky ako pre jej redlnu verziu. Ukazalo sa,
ze beh funkcie je v Matlabe rychlejsi aj oproti paralelnej verzie spustenej
v Octave.

o HFBZ pouzita pre interval obsahujtci nulu ndm dava pre redlne polynémy
v priemere o polovicu mensie nadhodnocovanie nez HF, ¢o sme ¢akali vdaka
vete [0l Ak nulu neobsahuje, tak HFBZ pouziva na celom intervale HF a teda
obe formy davaji rovnaka obalku. Casovo HFBZ je rychlejia pre interval
obsahujtci nulu, a to vdaka intervalom tvaru [0,u] s ktorymi pracuje. Tento
tvar zjednodusuje a urychluje operaciu nasobenia v intervalovej aritmetike.

Pre intervalové polynémy sa iHFBZ a iHF, ¢o sa tyka velkosti nadhodno-
covania, spravajui rovnako. Je to zapri¢inené implementaciou metody, ktora
pre intervalovy polyném automaticky rozdeli vstupny interval v bode nule
na dva intervaly, ak interval nulu obsahoval, a na ne pouzije prislusni formu.
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Podobne ako pre realny pripad je iHFBZ rychlejsia ako iHF, ak vstupny in-
terval obsahuje nulu.

e IF2 vracia o nieco malo lepsiu obalku nez IF za cenu zanedbatelného spo-
malenia vypoctu. Vztah inklizie je ukdzany vo vete [14] Podstatne lepsiu
obalku, ako rata IF2, dava ISF, a to aj v lepSom case nez IF. Pre uzsie in-
tervaly neobsahujtice nulu st tieto metody, zalozené na Interpolacnej forme,
vyrazné presnejsie nez HF. Spocitat ISF v nasom prostredi trvalo v priemere
priblizné 3—4 krat dlhsie ako HF.

o Velkost nadhodnocovania SF je podobna ako u HF, avSak pre intervaly bez
nuly podstatne nizsia. Runtime SF oproti HF bol 3-5 nasobny.

o TFBM vracia intervaly s poloviécnym nadhodnotenim ako TF. To ukazuje aj
teéria, poznamka v definicii TFBM [3.2.1] TFBM bezi o nieco malo pomalsie
ako TF. TF pre intervaly s nulou ma podobni velkost nadhodnocovania ako
HF'. Pre intervaly bez nuly vysledok ma polovié¢na chybu HF. TF a SF vra-
caju v priemere interval s rovnakou chybou, avsak s narastajicim stupnom
polynému je TF o dost pomalsia ako SF.

e Chyba intervalov spoc¢itanych MVF je podobné ako u HF. Pre Sirsie inter-
valy dokonca vyrazné vicsia. Runtime oproti HF je dvojnasobny. MVFBC
v podstate zrata dvakrat MVF, aby sa minimalizovala sirka vyslednej obélky,
vid vetu . Velkost chyby MVFBC je viditelné mensia ako pri MVF. Cas
behu by mal byt teoreticky dvojnasobny oproti MVF.

e V priemere najmensiu chybu vykazuje pouzitie BF. Pripadne, pre intervaly
obsahujtice 0 pouzitie BFBZ, ktora rata dvakrat BF. Cas behu BFBZ pre
intervaly obsahujtce nulu je potom tiez dvojnasobny. Pre intervaly bez nuly,
BFBZ vola iba raz BF. Tieto metody st vypocetne najnarocnejsie. Priame
porovnanie s HF nie je mozné urobit, lebo BFBZ sa nechova ¢asovo linearne
vzhladom k stupnu polynému ako HF'.

Pre intervalové verzie jednotlivych foriem platia podobné zavery. V prie¢inku
reports su taktiez podobné tabulky pouzivajice méd median namiesto priemeru.
V niektorych pripadoch je hodnota medidnu je o dost nizsia ako priemer. Kon-
krétne pre metédy BMVFBC, BF a BFBZ je medidn velkosti nadhodnocovania
nulovy v danej presnosti Statistickych dat.

Pokial potrebujeme metédu na spocitanie obalky polynému s minimalnym
nadhodnotenim, tak siahneme po funkciach zalozenych na Bernsteinovej forme.
Pokial ndm ide o rychlost vypoctu, tak v tomto smere prevazuje implementacia
Hornerovej formy.
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7. Zaver

V praci sme v ivodnych kapitolach zhrnuli zdkladné poznatky o intervalovej
aritmetike a o istych funkénych formach realnych polynémov pouzivajice inter-
valovil aritmetiku, ktoré sa daju pouzit na vypocet obalky realneho polynému.
Ukéazali sme, ze obal intervalového polynému vieme zlozit z dvoch az Styroch
obalov realnych polynémov. Struktiira tychto realnych polynémov je jednoducha.
Ich koeficienty st hodnoty hranic z prislusnych intervalovych koeficientov. Tym
padom metédy pocitajice obdlku redlneho polynému je mozné pouzit na vypocet
obélky intervalového polynému.

Implementovali sme metédy pocitajuce obalku realnych a intervalovych po-
lynémov vychadzajice z funkénych foriem. Implementacia je primarne urcena
pre prostredie Matlab s toolboxom INTLAB. Alternativne je ju mozné pouzivat
v prostredi Octave s INTLABom, pripadne s neplatenym variantom INTLABu
poskytujucim intervalovi aritmetiku, ktorym je balik interval. V prostredi Oc-
tave je mozné aktivovat paralelizmu pri vypocte obalky intervalového polynomu.
Ten moze sposobit, ze ¢as behu funkcie pre intervalovy polyném sa bude blizit
k ¢asu behu verzie pre redlny polyném. Pre Matlab sme nenasli neplateny tool-
box umoznujici ndm vyuzit paralelizmus v nasich funkciach. V praxi sa ukézalo,
ze funkcie beziace v paralelnom moéde v Octave st pomalsie ako ich neparalelné
verzie beziace v prostredi Matlabu.

Nakoniec sme urobili numerické porovnanie velkosti nadhodnocovania a ca-
sov behu implementovanych metéd. Data pouzite pre numerické porovnanie st
sticastou prilohy. Dalsie numerické vysledky st umiestnené na CD. Ukazuje sa,
ze najuzsiu obalku davaji metody zalozené na Bernsteinovej forme. Najrychlejsie
boli metody aplikujiice priamo Hornerovu schému na vstupny polyném.
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Priloha

Priloha obsahuje tabulky vysledkov testovacich suit #1 az #4 zo suborov
mean_tab_stats1.tzt az mean_tab_stats4.txt. Dalej ¢asy behu jednotlivych metéd
pre suity #1 a #2. zo suborov mean_tab_stats1_t.txt a mean_tab_stats4_t.txt.
Casy behu met6d nezdvisia od Sirky intervalu, preto tabulky neobsahuji kom-
pletné data z prislusnych siborov, ale len hodnoty pre Specifické intervaly. Po-
drobnd interpretacia hodnot v prilohe je uvedend v kapitole [6f Numerické po-
rovnanie.

Dalsie tabulky ako aj celti implementaciu je mozné najst na prilozenom CD.
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