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je struktura mnoziny feseni, ze které vyplyva navrh nékterych algoritmi pro vy-
pocet intervalového obalu mnoziny feseni. Vypocet intervalového obalu je obecné
N P-tézka tloha. Presto existuji algoritmy, které zapouzdii vSechna feseni diive
nez po exponencialné mnoha krocich. Témito algoritmy se prace zabyva. Sys-
tém TeSeni je tvoren symetrickou intervalovou matici, proto je soucasti prace také
implementace teSi¢il symetrickych soustav. Prace také obsahuje numerické po-
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Uvod

Slovo interval se objevuje v mnoha oborech. Naptiklad v hudbé znamena vzda-
lenost mezi dvéma tény. Tento pojem se objevuje i ve sportu. Cyklisté a bézci
pouzivaji intervalovy trénink, pfi kterém v casovych tsecich méni intenzitu tré-
ninku. V jinych sportech se naptiklad mizeme setkat s pojmem intervalovy zavod,
kde zavodnici startuji za sebou v ¢asovych intervalech. Nas vsak bude zajimat ma-
tematicky vyznam slova interval. V matematice timto pojmem oznacuje mnozinu
realnych cisel, kterd lezi mezi dvéma urcenymi ¢isly, jimz fikame meze intervalu.

Intervalova analyza neni tplné novy fenomén moderni matematiky, objevuje
se nékolikrat pod riuznymi nazvy v priabéhu déjin. Napiiklad Archimedes odhadl
dolni a horni mez 223/71 < m < 22/7 ve 3. stoleti pf. n. 1. Po¢itani s intervaly
vsak nebylo tak popularni jako ostatni numerické techniky. Pravidla, jak pocitat
s intervaly, byla publikovana v roce 1931 v praci, kterou zverejnil doktorand
Cambridgeské univerzity Rosalind Cicely Young. V pribéhu padesatych let byly
vydany dalsi prace vénujici se vyuziti intervalt. Za zaklad moderni intervalové
analyzy je povazovana kniha Interval Analysis napsana R. E. Moorem v roce
1966.

Postupem let zacali pribyvat prace vénujici se intervalovym metodam; to bylo
zpusobeno i diky rozmachu pocitact. Intervalové metody se zacaly pouzivat i v ji-
nych odvétvich nez matematika, napiiklad v pocitacové grafice, robotice nebo
ekonomii.

V praxi se Casto setkdvame s problémy, Ze dochéazi k rtiznym nepfesnostem
(napf. méfeni hodnot). Také pocitate nemohou pocitat s neomezenou presnosti,
ale ¢isla zaokrouhluji. Zpiisob, jak se vyporadat s nepfesnostmi, je vyuzit inter-
valovy pTistup. Hlavni myslenkou intervalového pocitani je, Zze nepocitame s kon-
krétnimi hodnotami, ale s intervaly, kde se dan& hodnota urcité nachéazi.

P1i strojové reprezentaci ¢isel mize dojit k nepfesnostem vinou omezeného
poctu biti, pomoci kterych ¢islo reprezentujeme. Iraciondalni ¢isla nelze presné
reprezentovat na pocitaci, musime se zpokojit se zaokrouhlenim dané hodnoty.
Ale i u zdanlivé nevinnych ¢isel (napf. 0.1) mize dojit k nekoneénému bindr-
nimu rozvoji. Pti zaokrouhlovani hodnot mutze dojit nastiddani chyb, takze pak
o vysledné hodnoté nejsme schopni fici, do jaké miry je dobra nebo Spatna. To
muze mit fatalni nasledky, dokonce mtize dojit i ke katastrofé. Mezi nejznamé;jsi
katastrofy, které vznikly kvili nepfesné reprezentaci ¢isel, patri:

e Spatné nacasovani vybuchu americké protiraketové stiely v roce 1991 ve
vélce v Perském zalivu zpisobilo smrt 28 vojakium (kvili bindrni reprezen-
taci ¢isla 0.1 doslo ke zpozdéni 1/3 sekund),

e ziiceni ropné plosiny v severnim Norsku v roce 1991 (kvuli diskretizaci
diferencidlnich rovnic doslo k podcenéni smykového napéti o 47%).

Mozné teseni téchto problému je reprezentovat dané ¢islo jako interval, o kte-
rém vime, ze jisté obsahuje ptivodni hodnotu. V intervalovém pocitani sice miize
néjaka chyba nastat, ale vzdy méame jistotu, Ze vysledna hodnota se nachazi ve
spoc¢teném intervalu.



Cile prace

e uvedeni metod na zapouzdfeni feseni intervalovych soustav linearnich rov-
nic metodou nejmensich ¢tvercti

e uvedeni metod na zapouzdieni feseni symetrickych intervalovych soustav
linearnich rovnic

e implementace téchto metod v prostiedi Matlab s vyuzitim knihovny Intlab

e numerické porovnani téchto metod

Struktura prace

Prace se sklada ze sedmi kapitol. V prvni a druhé kapitole uvadime strucny
uvod do problematiky intervalové analyzy. Ve tieti kapitole se zabyvame sousta-
vami intervalovych linearnich rovnic. Ve ¢tvrté kapitole prezentujeme a v paté
kapitole porovnavame metody na feSeni intervalovych soustav linearnich rovnic
metodou nejmensich ¢étvercl. V Sesté kapitole uvedeme stru¢ny tvod do Intlabu
a navod, jak pouzivat naimplementované metody. V posledni kapitole popiseme,
jak implementujeme dané metody.



1. Intervaly

V této kapitole zavedeme zakladni pojmy a ivod do problematiky intervalo-
vého poctu. Tato ¢ast Cerpa predevsim z knihy Moore a kol.| (2009).

1.1 Definice intervalu

V naésledujici sekci definujeme realné intervaly a jejich znaceni. Dale zave-

prilis zminovat nebudeme, ale budeme ji automaticky pouzivat. Pokud nebude
uvedeno jinak, bude pojem ,interval® oznacovat mnozinu zavedenou definici [I}

Definice 1 (Reélny interval). Méjme z, = € R, pro které plati z < T, pak mnoZinu
z=[z7={yeRaz<y<7}
nazveme readlnym intervalem. Cislo z nazgvdme dolni mez a ¢islo T horni mez.

Pokud plati x = 7, potom se intervalu rika degenerovany. Pokud plati x = —7x,
tikdme, ze interval je symetricky.

Definice 2. Symbolem IR oznacujeme mnozZinu redlnych intervali.

V nasledujici definici zavedeme dulezité pojmy, které jsou tizce spjaty s inter-
valy.
Definice 3 (Intervalové pojmy). Necht @ = [z, T] € IR, definujeme ndsledugici
pojmy:

e stied intervalu z¢ = 5(z + ),

N =

e polomér intervalu z* = (T — z),
o sitka intervalu w(x) =7 — z,

e magnituda intervalu mag(x) = max(|7|, |z|).

Ptedchozi definice ndm dava alternativni vyjadieni intervalu jako:
A

x = [2¢ — 2%, 2° + 2.

1.2 MnozZinové operace a relace

Definice 4 (Prunik intervala). Méime @ = [z, 7],y = |y, y| dvojici redlnych

intervali. Prinik x,y je prdzdny, pokud plati bud j < z, nebo T < y. V tomto
pripadé je prinik prdzdnd mnozZina. Piseme

xNy=10.
Jinak miZeme definovat prunik x Ny jako interval

xNy={z€eRzcxAzcy}=[max(z,y), min(z,7)|



Prinik intervali odpovidd mnozinovému priniku, nebot prinik dvou libovol-
nych intervalt je opét interval. Obdobné tvrzeni neplati pro sjednoceni intervalii.
Mnozinové sjednoceni dvou intervaltt nemusi byt obecné souvisly interval. Na-
ptiklad mnozinové sjednoceni interval [0, 1] a [2, 3] neni interval dle definice
Proto zavedeme obalku intervalti, pro kterou bude platit, Ze obalka dvou intervalt
je vzdy interval.

Definice 5 (Obélka intervalii). Méjme © = [2,7],y = [y,y] dvojici redingch
intervalu. Obdlka intervalt x,y je definovana jako

x Uy = [min(z,y), max(T,7)].

Pro libovolné dva intervaly o,y plati c Uy C xUy.
Vime, zZe redlna cisla jsou uspordadand relaci <. Tato relace je tranzitivni.
Podobna relace mutze byt zavedena i pro intervaly.

Definice 6 (Binarni relace). Necht x = [z, 7|,y = [y, ] jsou rediné intervaly.
Plati ¢ < vy, jestlize

Sl
A
I

Plati x = vy, jestlize

1=
I
<
>
s
I
<

Analogicky se zavede relace <.

1.3 Intervalova aritmetika

Na mnoziné intervali zavedeme zadkladni aritmetické operace, které bézné
pouzivame s realnymi ¢isly. Intervalové aritmetické operace definujeme tak, aby
vysledné intervaly zahrnovaly hodnoty pro vSechny mozné volby prvki z interva-
lovych operandii.

Definice 7 (Intervalova aritmetika). Necht @,y € IR. Intervalovd operace o je
definovana jako

zoy={zoy;z€x,yEy}
Zakladni aritmetické operace +, — , x ,/ mizeme vyjadFit:
ez+ty=[z+yT+7)
ex—y=[z—-797—yl,
e xxy = [min(S), max(S)], kde S = {zy, 27, Ty, Ty},
o x/y = [min(5), max(5')], kde 5" ={z/y. z/y,7/y,7/y},0 ¢ y.

Dtlezité je, Ze mnozina IR s operacemi, které jsme definovali, netvori téleso.
Pfesto pro ni nékteré axiomy télesa plati. Existuje, zde nulovy prvek 0 = [0,0]
a jednotkovy prvek 1 = [1,1].



Véta 1 (Zakladni vlastnosti intervalové aritmetiky). Plati ndsledujici vlastnosti.
e Intervalové scitani a nasobeni je komutativni a asociativni.

e Intervalové scitani a nasobeni nent distributivni, ale je subdistributivni, coZ
2namend:

Vae,y,z € IR x(y + z) C xy + x=.

Dukaz. Komutativita a asociativita intervalového séitani a nisobeni se snadno
dokaze z definice intervalové aritmetiky. Pro pirehlednost dokazeme pouze komu-
tativitu séitani:

Ve,yclR:z+y=[z+yT+y =[y+zy+7 =y +x

Déle provedeme dtikaz subdistributivity:

z(y+z)={z(y+z2)x€x,ycy,zcz}
={ry+taz)xr€x,ycy,zcz}
Clay+a'2);z0 ex,ycy,z €z}
=xyY + xz.

O

Priklad. Nésledujici priklad ukazuje, ze intervalova aritmetika neni obecné dis-
tributivni. Distributivitu vyvratime nésledujicimi intervaly « = [1,2],y = 1,
z=—1
z(y+z)=[1,2]-(1-1)=[1,2]-0=0,
Axiom existence inverzniho a opa¢né prvku selhava pro intervalovou aritme-
tiku na mnoziné intervalai.

Pozndmka. Pro nedegenerovany interval neexistuje opacny prvek. Kdyby existo-
val neutralni prvek y k intervalu x, tak by muselo platit

00 =z+y=[z+yT+7

Coz by znamenalo, ze x +y = 0 AT +7y = 0, tedy y by vypadalo nésledovné
y = [—z, — T]. CoZ obecné neni interval. Nebot plati z < T, pak ale —z > —T.
Coz je spor s definici intervalu [I, pokud pivodni interval nebyl degenerovany.



2. Intervalové vektory, matice
a funkce

Tato ¢ast Cerpa predevsim z knihy Moore a kol.| (2009). Reélné vektory zna-
¢ime netuénymi malymi pismeny (zx,y, z), redlné matice netuénymi pismeny vel-
kymi (A, B, C). Intervalové vektory a matice znac¢ime tuénymi pismeny
(x,y,z,resp. A, B,C).

Absolutni hodnotu realné matice A budeme chapat jako absolutni hodnotu
jednotlivych ¢lent (|A|;; = |ai;l)-

Pozndamka. Pro matice A, B € R™*" zavedeme relaci <:

A<B < a,; <bj,prol <i<m,1<j<n.

2.1 Intervalové matice

Definice 8 (Intervalova matice I). Necht A, A € R™", takové 7e A < A. Pak
matict

A=[AA={A4A<A<A}
nazveme intervalovou matici. Maticim A, A Fikdme horni (resp. dolni) mez.

Intervalovou matici 1ze chapat jako matici, kterd misto ¢lent ma intervaly.
Dalsi ekvivalentni pohled na intervalové matice je takovy, Ze intervalova matice
je mnozina matic, jejiz koeficienty tvori vSechny mozné prvky z intervalovych
koeficientti dané intervalové matice. Jednotlivé prvky vsak vybirdme z intervalt
nezavisle.

Pozndmka. Pokud A = A dostavame neintervalovou matici.

V predchozi kapitole jsme uvadéli alternativni definici intervalu pomoci stfedu
a poloméru, obdobnou definice uvedeme i zde.

Definice 9 (Intervalova matice II). Intervalovou matici definujeme
A =[A°— AR A+ AR = {A; |A — A°| < ARY.

Matici A° = (A + A) rikdme stredovd a matici A® =
poloméru.

1(A — A) nazveme matici

Pozndmka. Obé definice ( [8] a |§] ) jsou ekvivalentni a vzajemné prevoditelné.
Z ptvodni definice jsme odvodili definici [9] Podobné muZeme ze znalosti
poloméru a stiredové matice odvodit horni a dolni mez

A=A — A%,
A=A+ A2

Mnozinu v8ech intervalovych matic rozméru m xn znac¢ime IR™*". Intervalovy
vektor bude chapat jako intervalovou matici s jednim sloupcem.
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Pozndmka. Intervalovému vektoru budeme obcas fikat boz.

Definice 10 (Obélka). Bud S C R™. Pak obélka S je libovolny intervalovy vektor
veR": S Cwv. Obéas rikame v zapouzdruje S.

Definice 11 (Intervalovy obal). Bud S C R". Intervalovy obal S je obalka
v € R" takovd, Ze pro kaZdou obdlku w mnoZiny S plati v C w. Intervalovy
obal znacime [1S.

2.2 Zakladni poznatky o intervalovych maticich

Definice 12. Bud A € IR™ " b € IR™, y € {£1}™, z € {£1}". Pak definujeme
matict

A,. = A° — diag(y) A% diag(2)

a vektor
b, = b° + diag(y)b*>,
kde
yr -+ 0
diag(y) = L
0 - yn

Tvrzeni 2. Bud A € IR™", pak A,. € A.
Diikaz. Ukazeme, 7e |A,. — A°| < A2,

|A,. — A°| = |A° — diag(y) A% diag(z) — A°|
= |diag(y) A% diag(2)|
< |diag(y)||A%||diag(2)| = I, A%, = A®

O

V nékterych problémech se ¢asto objevuji symetrické intervalové matice. Tato
prace neni vyjimkou a v pozdéjsich kapitolach se jim budeme vénovat. Proto je
tfeba se uz ted o nich zminit.

Definice 13 (Symetrickd intervalova matice). Méjme A € TR™ ", pak odpovida-
jici symetrickd intervalova matice je definovdna jako A = {A € A; A= AT}.

2.3 Intervalové funkce

Jednou z nedilnych ¢asti intervalové analyzy je umét vyhodnotit funkci na
intervalu. Nasledujici definice ukazuje, jak budeme chapat vyhodnoceni funkce
na daném intervalu.



Definice 14. Bud f : R" — R,z € IR". Pak
f(x) ={f(2); v € x}.

Vyhodnotit nékteré funkce na daném intervalu je jednoduché, naptiklad do
monoténnich spojitych funkei lze jednoduse dosadit. Pokud je f neklesajici na
x € IR", potom f(x) = [f(z), f(T)]. Pokud je funkce nerostouci, sta¢i pro-
hodit krajni meze. Dalsi skupinou funkci, kde vyhodnoceni na daném intervalu
neni slozité, jsou po ¢astech monoténni funkce. Obecné vsak spocitani mezi neni
snadné.

Priklad. Zde uvadime nékolik funkci a vyhodnoceni funkce na daném intervalu.
o exp(z) = [exp(z), exp(T)],
o log(x) = [log(z), log(7)] pro = > 0,

e sin(x) = [sin(z), sin(T)] pro x C -3, 3],

e I —

) {[min(f,ﬁ),max(f,ﬁ)] pokud 0 ¢ x,

[0, max(z?, 7?)] jinak.

V obecném piipadé nemusi byt f(x) interval. Proto se v intervalovych me-
todach snazime radéji urcit intervalovy obal [If(x). AvSak spocitani Of (x) je
obecné tézky problém, pravdépodobné ani neexistuje algoritmus na vycisleni.

Véta 3. Problém spocitani Of (x) je algoritmicky nerozhodnutelny.

Dikaz. Vyuzijeme toho, ze problém dokazany Matiyasevichem (Matiyasevich|
1970) je nerozhodnutelny. Matiyasevich dokazal, Ze zjistit existenci celo¢iselného
kofene polynomu p(xy,...,z,) je algoritmicky nerozhodnutelny. Definujme cha-
rakteristickou funkci f : R™ — R jako

1 pokud z € Z a p(x) =0,
flz) = . (@)
0 jinak.

Pak

0,1] pokud p(x) mé celoc¢iselny koten,

0f () = {[ | pokudp(r)
0 jinak.

Pokud bychom uméli spocitat Of(x), pak bychom uméli zjistit, jestli p(z) mé

nebo nema celociselny koten.

O

Dusledek. 7 dikazu plyne, ze algoritmicky nerozhodnutelny problém je i aproxi-
mace [Jf(x) s pfedem danou absolutni nebo relativni pfesnosti.

To je velice dtlezity poznatek pro celou intervalovou analyzu. Vzhledem k to-
muto vysledku se nebudeme snazit spoc¢itat [f(x), naopak se pokusime spoci-
tat co nejtésnéjsi obalku f(x). AvSak spocitani tésné obélky je stale vypocetné
tézky problém. Tyto poznatky nas vedou k nasledujici definici a predevsim k Za-
kladni vété intervalového pocitani, ktera ndm da urc¢ity néstroj, jak s timto pro-
blémem nalozit. Tato véta je velice dilezita v celém intervalovém pocitani, bu-
deme ji nadéale casto pouzivat. V nasledujici definici zavedeme intervalovou funkci
f  IR" — IR. Nejdfive je vSak nutné definovat vlastnosti, které intervalova
funkce bude splnovat.
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Definice 15 (Izotonie vzhledem k inkluzi). Funkce f : IR" — IR je izotonni
vzhledem k inkluzi, pokud pro vSechny x,y € IR" plati

©Cy — flx)C fly)

Definice 16 (Intervalové rozsifeni funkce). Funkce f : IR" — IR je intervalové
rozsiteni f : R™ — R, pokud pro vsechny x € R™ plati

f(z) € f(z).

Tyto dvé vlastnosti sta¢i na to, abychom dostali obalku f(x). Tento poznatek
formulujeme jako néasledujici vétu, poprvé uvedenou v knize Moore| (1996)).

Véta 4 (Zakladni véta intervalového pocitani). Je-li f : IR" — IR idzotonnid
vzhledem k inkluzi a je-li intervalovym rozsitenim f : R™ — R, pak pro vSechny
x € R" plati

f(x) € f(=).

Diikaz. Pro vSechny z € x plati f(x) = f(x) C f(x). Rovnost plati, nebot
f : IR" — IR je intervalové rozsiteni f : R™ — R. Inkluze naopak plyne z
izotonie vzhledem k inkluzi. Dostavame Vz € x : f(x) C f(x), jelikoZ to plati
pro vSechny = € x, pak f(x) C f(x).

0
Jednoduse 1ze nahlédnout, ze intervalova aritmetika je izotonni vzhledem k inkluzi
a je intervalovym rozsifenim. Naopak mag(z) neni izotonni vzhledem k inkluzi

(mag([0, 1]) = 1, mag([0, 2]) = 2).

Definice 17 (Pfirozené intervalové rozsiteni). Necht f : R" — R je funkce, jejiz
predpis lze napsat pomoci konecného mnozZstvi aritmetickych operaci. Prirozené
intervalové rozsiteni f vznikne nahrazenim redlne aritmetiky ve funkci f interva-
lovou aritmetikou.

Tvrzeni 5. Prirozené intervalové rozsitent je izotonni vzhledem k inkluzi a je to
intervalové rozsirend.

Diikaz. Intervalové aritmetika spliiuje obé vlastnosti (izotonii vzhledem k inkluzi
a intervalové rozsifeni). Dale sta¢i pouzit matematickou indukci.

U
Priklad. Bud f:R" - R, x = [—1,2].

o f(z)=2a"—x
. f)=x(e—1)
o fl@)=(z—3)"-3

11



7 predchoziho prikladu vidime, ze rozdilné predpisy téze funkce vedou k rozdil-
nym intervalovym rozsifenim. Coz ma za nésledek rozdilné obalky. Tento priklad
nas vede k uvaze, ktery predpis pouzit. Nebo zda existuje predpis, ktery by daval
jesté tésnéjsi obalku. Vidime, Ze tieti pfedpis f(z) = (z—3)?—1 vede k nejtésnéjsi
obalce. Diivod je ten, Ze ve vyrazu se proménnd objevuje jednou. V nasledujicim

tvrzeni (Moore, 1996) se na tento problém zamétime.

Tvrzeni 6. Pokud ve vyrazu funkce f : R" — R se kaZdd promeénnd x1,...,x,
vyskytuje nejuyse jednou, pak pro prirozené intervalové rozsireni f plati

Ve € IR": f(x) = f(x).

Diikaz. Inkluze ” C”p¥imo plyne ze Zakladni véty intervalového pocitani (véta [4)
a tvrzeni [Bl

Dale dokazeme opac¢nou inkluzi ” D”.

Bud a,b,c € IR a o aritmetickd operace. Polozme ¢ = a o b. Pro kazdé ¢ € ¢
existuji a € a,b € b, takové Ze ¢ = aob. Dle indukce plati, Ze pro kazdé y € f(z)
existuje x € x, takové ze y = f(x). Jelikoz ve vyrazu funkce f(x) se kazda pro-
ménna 1y, ...,r, vyskytuje nejvyse jednou, mizeme jednoznacné vybrat x € x.

0

12



3. Soustavy intervalovych
linearnich rovnic

3.1 MnozZina reseni

Definice 18 (Soustava intervalovych linedrnich rovnic). Necht A € IR™ ",
b € IR". Pak soustava intervalovych linedrnich rovnic je

Ar=bAc Ajbe b,
kterou budeme znacit
Ax =0b.

Definice 19 (Mnozina feSeni soustavy intervalovych linedrnich rovnic). Necht
Ax = b je soustava linedrnich intervalovych rovnic. Mnozina feSeni soustavy
intervalovych linearnich rovnic je definovana

Y={reR"3JAc A beb: Az =b}.

Soustavé intervalovych linearnich rovnic budeme obcas fikat intervalovy li-
nearni systém. Mnozinu feseni intervalového systému lze chapat jako sjednoceni
vsech moznych feseni vSech neintervalovych linearnich soustav obsazenych v inter-
valové linearni soustaveé. Mnozina feSeni nemusi byt konvexni, ale tvori konvexni
mnozinu v kazdém ortantu. Nasledujici véta (Oettli a Prager, |1964) charakterizuje
mnozinu feSeni intervalového linearniho systému.

Véta 7 (Oettli-Prager). x € ¥ <= |A% — b°| < A%|z| + b2
Dikaz. 7="Bud = € X, takze dle definice plati JA € Abe b: Ax =b.

| A% — b = |(A° — A)z + (Az —b) + b —b°| = [(A° — A)x + b — V9|
<|(A° — A)z| + |b—b°] < |A° — Aljx| + [b— b < A% 2| + b2
?<"Bud |A% — b°| < A%|z| + b>. Definuje vektor y

(AB[z[+b2);

{M pokud (A%|z] + bv2); > 0,
Yi = ..
1 jinak.

Jednoduse nahlédneme, ze plati y € [—1,1]™.
Dostavame (A°r — b°); = yi(A%|z| + b2);, coz ndm dava

A — b¢ = diag(y) (A% |z| + b2).
Oznacime z = sgn(z), pak |z| = diag(z)x. Dostavame
Ax — b¢ = diag(y) A diag(2)x + diag(y)b>,
coz lze také vyjadrit jako
(A — diag(y)A%diag(2))z = b° 4 diag(y)b™.

13



Pouzitim definice Ize rovnici upravit A,,x = b,. Z pouzitim tvrzeni [2| dosté-
vame x € 2.
O

Mnozina feseni X je nekonvexni polyedr, ale je konvexni v kazdém ortantu

(Beeck, [1973).

Véta 8. Mnozina 1esent soustavy intervalovych linedrnich rovnic je v kazdém
ortantu prazdna nebo konvexni polyedr.

Diikaz. Méjme ortant se znaménkovym vektorem s € {£1}". Pak tento ortant je
popsany diag(s)z > 0. Mnozina FeSeni omezena pouze na tento ortant lze popsat
jako

|A%r — b| < AP |z| + b2, diag(s)z > 0.

Jelikoz |z| = diag(s)z, mizeme pfedchozi rovnici upravit
| A%z — b°| < APdiag(s)x + b°, diag(s)z > 0,
dale se sikovné zbavime absolutni hodnoty, dostavame
Acr — b° < ARdiag(s)z + b2, — (A — b°) < A%diag(s)z + b*, diag(s)z < 0.
Déle preskupime pfedchozi nerovnice a vyuzijeme definici Intervalové matice II[9]

(A° — ARdiag(s))z < b, (—A° — A%diag(s))z < —b, diag(s)z < 0.

Disledek. Pokud Ax = b, x > 0, pak mnozinu feSeni lze popsat diag(s) = I

Ax§5,§x>bx20.

)

3.2 Metody

V této kapitole se zaméfime na metody na nalezeni obalky Y. Omezime se
na ctvercové pripady intervalovych linearnich systémi. Uvedeme jak pfimé tak
iterativni metody.

Struktura mnoziny feseni Y je velice komplikovana, proto nas vice zajima, jak
vypada intervalovy obal (1. AvSak jak uz bylo zminéno v predchozi sekci spoci-
tani [ je N P-tézky problém. Proto nasim cilem bude najit co mozn4 nejtésnéjsi
obalku mnoziny feSeni v polynomialnim case. Nebo mit néjaky rozumny kompro-
mis mezi ¢asovou slozitosti metody a tésnosti obalky. Kreinovich a Lakeyev| (1996)
ukazali, Ze spocitani obalky s pfedem danou relativni nebo absolutni presnosti je
stale N P-tézky problém.

Stejné jako u realnych systémi, tak i u intervalovych systému fesitelnost zalezi
na tom, jestli prislusna matice je regulérni.

Definice 20 (Regularni intervalova matice). Intervalovd matice A € IR™" je
regularni, pokud kazZdda matice A € A je reguldrni.

14



Dilezitou ttidou intervalovych matic, které se vyskytuji v metodach na nale-
zeni obalky mnoziny feSeni intervalovych linearnich systémi, jsou M-matice.

Definice 21 (Redlnd M-matice). A € R™*" je M-matice pokud Vi # j : a;; <0
a plati jedna z ekvivalenct

1. A7t >0
2. v>0:Av >0
3. Ezistuge rozklad A= M — N; M—1 > 0,N > 0,p(M~'N) < 1.

Definice 22 (Intervalovd M-matice). Intervalovd matice A € TR™ " je M-matice
pokud kaZdd matice A € A je M-matice.

Véta 9. A € IR™" je M-matice pokud Vi # j : A;; <0 a A je M-matice.

Dikaz. Piima inkluze je zfejma, plyne primo z definice redlné M-matice
a intervalové M-matice [22] Jelikoz A je M-matice, pak Jv > 0 : Av > 0,
VAe A: Av > Av > 0.

OJ

3.2.1 Predpodminéni

V metodach na nalezeni obalky mnoziny feseni linearnich intervalovych rovnic
se Casto pouziva predpodminéni ptivodni soustavy. Pfedpodminéni se pouziva za
Ucelem nalezeni t&snéjsi obalky, diky omezeni vlivli intervalovych operaci. Bud
C € R™" regularni matice, pak pfedpodminénim linearniho intervalového sys-
tému Ax = b rozumime prenasobeni obou stran matici C, tj.

CAz =Cb.

Mnozina feseni tohoto nové vzniklého systému obsahuje mnozinu feSeni ptivod-
niho systému, nebot matice C' je regularni. Diky této vlastnosti mame jistotu,
ze obalka pfedpodminéného intervalového systému je i obalkou ptivodniho inter-
valového systému. Pouzitim pfedpodminéni miize dojit k nadhodnoceni obalky,
avsak mnoho metod v praxi funguje dobfe s predpodminénim.

Nejcastéji volime C' = (A°)~1. V praxi staci spocitat pfibliZznou aproximaci
inverzni matice C' &~ (A°)~'. Rovnéz stfedovou matici miizeme volit jako apro-
ximaci stfedové matice. Divod, pro¢ takto volime C| je, Ze stfed matice C' A je
jednotkova matice. Pokud volime pribliznou inverzi stfedové matice, dostavame
matici, kterda ma stied blizko jednotkové matice. Diky tomu operace mimo dia-
gonalu maji maly vliv na nepfesnost v mnoziné reseni.

Nevyhodou predpodminéni je, ze musime spocitat matici C' a také to ze pred-
podminéni natahuje mnozinu feSeni.
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3.2.2 Intervalova Gaussova eliminace

Idea intervalové Gaussovy eliminace je nahrazeni redlnych operaci intervalo-

kladu.

Priklad. Nalezeni obalky pomoci Gaussovy eliminace.

2,4] [-2,1] [-2,2] 2,4] [-2,1] [-2,2]
(A b) - ([_172] [274] [_272]) - ( 0 [1,6] [_47 4])

Prvek na pozici (2,1) v posledni matici nemusime vyhodnocovat intervalovou
aritmetikou, nebot vime, Ze je 0. Zbylé kroky jsme provedli pouze nahrazenim
realnych operaci intervalovymi operacemi v klasické Gaussové eliminaci. Dale
provedeme zpétnou substituci.

Ty = [—4,4]
[—2,2] — [-2,1] - [—4, 4]
[2,4]

= [_57 5]

r, —
Vysledna obdlka spocitand Gaussovou eliminaci je & = ([—5, 5], [—4, 4])”.

3.2.3 Iteracéni metody

Zde uvedeme metody, které hledaji obalku ¥ pomoci iterativnich krokid. Me-
tody maji spole¢né to, Ze zac¢nou s °, po koneéné mnoho krocich vydaji " a plati
(0¥ C ™. Popiseme metody Jacobiho, Gauss-Seidelovu a Krawczykovu metodu,
které se postupné snazi zpresiiovat ’. Dale popiseme metodu e-inflace, kterd
funguje na opac¢ném principu nez predchozi metody. Metoda e-inflace postupné
zvétiuje pocatedni box x¥, dokud nevyda obalku mnoZiny feseni. Dale popiseme,
jak volit 2°. Nage pozornost neunikne ani tomu, jak nalézt kritérium na zastaveni
téchto iteracnich metod.

Nepocitame-li e-inflace intervalové iteracni metody lze vyjadrit intervalovym
operatorem P : IR" — IR", ktery méa vlastnost, ze jeho pouzitim neztracime
zadné tfeseni

xNX CP(x).

Jedna iterace vypada nasledovné x — P(x) N x.

Realné iteracni metody

Stejné jako Gaussova eliminace tak i nékteré iterativni metody maji zaklad
v realnych iterativnich metodach. Pro jednoduchost pfedpokladame ctvercovy
pripad soustavy. Nyni odvodime iterativni metody pro realné pripady. Idea téchto
metod je véta o pevném bodé

Az =b <— = =G(2).

0

Pro dané z° se feseni hled4 jako limita posloupnosti 2! = G(z¥).
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Richardsonova metoda

r=x+b— Ax
r={I—-A)x+b
——
Br

" = Bar® 4 b
Jacobiho metoda
A=F+ D+ F,kde
E je ostte dolni trojihelnikova,
D je diagonéalni,
Fje ostte horni trojihelnikova.
Ar=b < (E+ D+ F)x =,
Dy =—(E+ F)x+0b,

v=-DE+F)z+Db

By fi

ZEkJrl = BJSL’k + fJ.

Gaussova-Seidelova metoda
Ar=b <= (D+ E)x+ Fx =,
(D+ E)x=—Fx +0b,
v=—(D+E)'Fz+ (D+ E) b,
N——— N———
Bas fas
" = Bgsa® + fas.

Vy¢isleni inverzni matice k D + F se vyhneme néasledovné

" = (D4 E)'Fa* + (D4 E)7 ',
(D + E)a"™ = —Fa* 4,
Da"t = —Ea™ — Fab +b,

"t = D ERM — DTURRR 4+ D7,

Popsané metody se v praktické implementaci pouzivaji ve tvaru rozepsaném po
slozkach bez pouziti inverzni matice.

Jacobiho metoda

n

E aijxj = bl

j=1

Q;; X5 -+ E aijxj = b2
J#

i—1 n
1 b;
k+1 __ E : k E k L
Z; = —| — Clij{Ej — a/ijxj + —
) Qij

j=1 j=i+1



Gaussova-Seidelova metoda

n

bi: E CLZ‘]‘ZE]‘

j=1
i—1 n
b,‘ = E CLZ'jZEj + Q;;T; + E CLijl’j
j=1 j=i+1
i—1 n
Q;;; = — E Qi Tj — E Q5 5 + b2
j=1 j=i+1

i—1 n
1 b;
k+1 _ . = v
i = Z&”xﬂ' Z Qi J +
Qi —
7j=1

j=it1 Qi

Intervalova Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda

Nyni popiseme intervalové verze predchozich metod.

Méjme intervalovou linearni ¢tvercovou soustavu Ax = b. Abychom dostali
formuli pro iterativni zlepsovani jedné proménné, staci nahradit ptivodni redlné
aritmetické operace intervalovymi operacemi.

Intervalova Jacobiho metoda

xt = ( Zaw Z a;;zh +b) (3.1)

Jj=i+1

k+

Pro spoéitani ¥ udéldme prinik se starym feseni

xf ! =Nl (3.2)

1

Nyni si popiseme algoritmus intervalové Jacobiho metody.

Méjme intervalovy linearni systém Ax = b. Nejdiive musime spocitat poca-

te¢ni obalku x° D ¥. Déle k-t4 iterace Jacobiho metody je
forv:=1,...,ndo

k __ o k 1 n k-1 .
Ti = an ( 23 1 @i Z i=it1 AijL; )v

xf = xb Nkt
end for.

Vyhodou Jacobiho metody je, ze jednotlivé :v ! 1ze poditat na zakladé
starych hodnot paralelné.

Intervalova Gauss-Seidlova metoda

i—1 n
1
T = ( — Zaijw;?“ — Z a;xi + b2-> (3.3)
3 ]:1

j=it+1

*

k+1

Pro spocitani ;" opét staci udélat prinik se starym reSeni

k+1 _ ok *
x,' =x;, Nx,.
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Nyni si uvedeme algoritmus intervalové Gauss-Seidlovy metody.
Méjme intervalovy linearni systém Ax = b. Stejné jako u Jacobiho metody
nejdifve musime spocitat po¢atecni obalku £ O . Déle k-t4 iterace Gauss-
Seidelovy metody je

fori:=1,... ndo

kE_ 1 o =1k n k=1 ).
oh= 1 (b@ Syt - S aga! )

k — xk k—1.
x; =x; Nx;

end for.

Gauss-Seidelova metoda je uréitym vylepSenim Jacobiho metody. Vyhodou
této metody je, ze nové spocitané koeficienty vektoru obalky pocitame rov-
nou. Pficemz u Jacobiho metody ¢ekame az na dalsi iteraci. Nevyhodou
Gauss-Seidelovy metody ale je, Ze ji nelze paralyzovat.

Pokud bychom v néjaké iteraci Jacobiho metody dostali prazdny prinik,
znamena to, Ze systém nemé TfeSeni. Nebo se také miize stat, Ze jsme nepocitali
x°, ale odhadli jsme ho né&jakou metodou. Pak prazdny priinik miZe znamenat,
ze jsme odhad urcili spatné. Totéz plati o Gauss-Seidelové metodeé.

Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda konverguje ke stejné limité (Neumaier,
1990, Thm. 4.4.10).

Diilezité je ukazat, ze pouzitim Jacobiho ¢i Gauss-Seidelovy metody neztratime
zadné feseni. Zaméfime se pouze na Jacobiho metodu, u Gauss-Seidelovy metody
je to podobné. Opét rozlozime A = E + D + F na ostie dolni trojihelnikovou
E, diagonalni D a ostfe horni trojihelnikovou F'. Vyuzijeme maticového tvaru
Jacobiho metody. Pak definujeme Jacobiho operator

J(x) =D '(b— (E+ F)x).
Véta 10. xNX C J(x)

Diikaz. Pro kazdé feSeni plati Ax = b, pro urcité A € A, b € b. Z maticového
tvaru vyjadiime z = D' ( b — (E 4+ F)z). Coz ndm déva

tCD ' (b—(E+F)x)=Jx).

Obdobné tvrzeni plati i o Gauss-Seidelové operatoru GS(x).

Pokud A je M-matice, pak intervalova Gauss-Seidelova metoda konverguje
k OOX. Dokéazano ve ¢lanku Barth a Nuding (1974).

Problém téchto metod, je pokud 0 € a;;, nebot ve vyrazech a se
vyskytuje 1/a;;. Tento problém lze vyfesit pferovnanim rovnic tak, aby diagonalni
prvky matice A neobsahovali 0. Nebo miiZeme pouzit zobecnénou intervalovou
aritmetiku.

Poznamka. Zobecnéné intervalova aritmetikas:

%:{%;aEa,beb,a#O}
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Krawczykova metoda

Krawczykova metoda vychéazi z Richardsonovy metody pro realné linearni
systémy. Definujme Krawczyktv operator

K(x)=b+(I,— A)x.

V nasledujici vété ukazeme, ze pouzitim Krawczykova operatoru neztracime zadné
feSeni.

Véta 11. xNY C K(x)

Diikaz. Budx e xNY, pak JA€ Abe b: Ax = b.

Jelikoz Az = b, dostavame x = b—Ax+z = b+([—A)x Cb+([,—A)x = K(x).
OJ

U Krawczykovy metody mtizeme urcit, jak moc prehodnocujeme intervalovy obal

po jedné iteraci.

Véta 12. Bud X C x. Pak po jedné iteraci Krawczykova operdtoru neprehodno-
cujeme 0% 0 vice ne# 2mag(l — A)z™.

Dukaz. Oznaéme
a=b+ (I - A, 3 =mag(l — A)z™.

Bud z € ¥ to znamend, ze JA € A,be b: Az = b,
t=b+{I—-Ax=b+{T—-A)(a*—a°+x) =0+ —A)z*+ (I — A)(x — z°).
Pak

O <b+({[I—-A)x+(I—-A)(x—2°) <a+p.

@ <mag(I—z)z2=p

Obdobné vyjadiime

O >b+ (I — A+ (I — A)(z — 29
>b+

(I —A)x —Ag‘a’mz(@(I—A)(x —a2°) =a—p.

[0}

mag(I:;)xA:ﬁ

Dostavame

a—p<OY<b+{T—-A)zx<a+p,

pak nadhodnoceni je nejvyse 2.

Nékdy se Krawczyktv operator uvadi v predpodminéném tvaru
K(x)=Cb+ (I, - CA)x,

kde C' € R™" je volena jako C' ~ (A°)~!. Tento tvar je vyuZivan v praktickych
implementacich, nebot casté&ji vede k tésnéjsi obélce.

Pokud pouzijeme predpodminéni v Gauss-Seidlové metodé, pak se da ukazat
(Neumaier}, 1990, Thm. 4.3.5), ze plati K(x) C GS(x).
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Urceni pocatecni obalky

Predchozi itera¢ni metody fungovaly na principu zlepSovani pocatecni obalky
x°. Zde ukazeme, jak volit x'. Existuje nékolik zptisobii, jak volit pocatecni
obalku x°. Jednoduchou moznosti je vzit obalku spocitanou jinou metodou a dat
ji na vstup itera¢ni metodé. Dalsi jednoduchou moznosti je vyftesit stfedovou sou-
stavu Ar = b° a vysledek obalit intervalem. Problém nastava s volbou poloméru
intervalu. Nasledujici véta dava explicitni vzorec na vypocet pocatecni obalky.

Véta 13. Bud C € R : || — CA|lw < 1, pak

1CB]l
X C
T 1- ||I - CAHOO

—1,1]".

Pozndmka. Intervalova maticova norma je definovana
| Al = mlaxz mag(a;;).
J
Dikaz. Bud x € X, coz znamené Ax = b pro néjaké A € A, b € b, tedy
C'Ax = Cb. Vyjadiime
r=(I—-CAx+ CAx = (I — CA)z + Cb,
pak pro vsechny maticové normy indukované vektorovou normou plati

el = I(1 = CA)z + Cb]| < |(I = CA)z|| + [|COf| < [|I — CAlllz]| + [[CO]].

Pfedchozi nerovnost ekvivalentné upravime (1 — ||[I — CAl|)|z|| < ||Cb||. Pro
maticovou normu || - || dostavame
N = P [
[2lloe < 77— < 7= :
1=l =CAlls =~ 1= [l = CAll

e-inflace

Predchozi iteracni metody fungovaly na stejném principu. Zacaly s néjakou
obalkou ¥ a iterativné ji ztencovaly. Naopak metoda e-inflace postupuje opac¢nym
smérem. Zacne s malym intervalovym vektorem a postupné ho zvétsuje, dokud
neni obalkou .

Bud O4 () : IR" — IR"™ operator spliujici

o O, ,(x) je spojity vzhledem k z pro kazdé A € A,b e b,
e Oy p(r) =z prokazdé Aec A beb, v € R" takové, ze Ax = b.
Priklad. Krawczyktv operator spliiuje vlastnosti operatoru Q4 p(x).

Véta 14. Je-li Oap(x) Cx, pak VA€ Ajbe b, qx € ¢ : Az =b.
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Diikaz. Pro kazdé A € A,b € b plati O4,(x) C x. Podle véty o pevném bodé
dr € x takové, ze Oy (x) = x. Pak z je FeSeni Az = b.

O
Ptipomenme vétu o pevném bodé. Méjme konvexni a kompaktni mnozinu
M C R"™ a spojité zobrazeni f : M — M. Pak existuje x € M takové, ze
f(x) = z. AvSak podminka O4 p(x) C « neni postacujici proto, aby platilo
> C x a A je regularni. Nasledujici priklad ilustruje toto tvrzeni.

Priklad. Necht

A= (% ) 2= (o) == ()

Pro Krawczykiv operator dostavame

wo =0+ (T ) (5

ale ¥ = R™ a A je singularni.
Pottebujeme tedy silnéjsi poznatky o Krawczykoveé operatoru.

Véta 15. Bud x,v € IR",|V € IR™". Je-li v+ Va Cintx, pak p(V) < 1.

Pozndmka. int & oznacuje vnitfek intervalu (z anglického interior).
Dikaz. Bud V € V, pak miZzeme piepsat
v+Ve=v+ V[t —a® 2+ 22 = v+ Va® + [|V|z?, |[V][2?] C int x.

Jelikoz |V |22 < 22, pak podle Perronovy teorie nezdpornych matic plati
p(V) < p(|V]) < 1. Kdyz kazda matice V € V méa p(V) < 1, pak p(V) < 1.
O

Véta 16. Je-li K(x) Cintx, pak X C x a A je reqularnd.

Dikaz. Podle predchozi véty je p(I — A) < 1. To znamend, Ze pro kazdou
matici A € A je p(I — A) < 1, coZ implikuje regularitu A. Pouzitim téze véty
dostévame ¥ C x.
O
Tato véta nam dava moznost formulovat algoritmus e-inflace.
Nejdftive zvolme pocatecni vektor = (b— Ax*), kde z* je Feseni A°x = b° a pak
iterujeme.
k-ta iterace:
xpy =211 —€ 1+¢;
if K(x*) C int z* then
konec
end if
Konstanta ¢ > 0 je infla¢ni konstanta, pomoci které postupné zvétsujeme ptivodni
vektor, dokud nemame jistotu, ze aktualni vektor je obéalkou mnoziny feSeni.
Vyhodou této metody je rychlost, nebot staci maly pocet iteraci.

Pozndmka. Metoda e-inflace je implementovana v Intlabu jako funkce verifylss.
V Intlabu (Rump, [2010)) je tato metoda trochu pozménénd, pouziva se predpod-
minéni C' ~ A~! a také rezidudlni tvar Krawczykova operatoru. Infla¢ni konstanta
je volena € = (0.1. V Intalabu je maximalni pocet iteraci omezen na 15.
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3.2.4 Metoda Hansen-Bliek-Rohn

Hansen-Bliek-Rohnova metoda je prima metoda na nalezeni zapouzdieni mno-
ziny vSech TeSeni intervalového linedrniho systému. Pokud A¢ = I,,, metoda na-
lezne intervalovy obal [%. CoZ neni zas tak moc omezujici podminka, nebot
muzeme pfedpodminit piivodni soustavu. Jestlize tak ucinime, pak metoda dava
intervalovy obal predpodminéného systému, coz stale dava tésnou obalku mnoziny
feSeni ptivodniho systému. Metoda vyuziva predpodminéni implicitné. Existuji
dalsi vylepseni této metody jako naptiklad Ning a Kearfott 1997. Pro praktické
implementace je jednodussi pouzit upravenou metodu Ning-Kearfott. Ukazeme
puvodni metodu Hansen-Bliek-Rohn, ktera je uvedena v pracich Hansen (1992),
Bliek| (1992) a dokazana v praci Rohn| (1993).

Véta 17 (Hansen-Bliek-Rohn, 1993). Bud A° reguldrni a p(](A°)71A2) < 1
Oznacme

¢ = (A°) "1,

M = (I, — |(A9)7"]A%) 7,

a* = M(|2°| +[(A°)'|p%).
Pak pro kazdée v =1,... n plati

Ox < {x + My (26 xf + My(x§ — |25 |))} (3.4)

1
= |=il), 2Mu—1(

E > min{ — a:;‘ + Mu(l'lc + |1'ZC|), (_ Jj: + Mu(xzc + |xzc|)>} (35)

1
oM; — 1

Diikaz. Nejdiive dokdzeme odhad pro horni mez (3.4), odhad na dolni mez (3.5))
se dokéze prevedenim na ((3.4).
Pouzijeme Oettli-Pragerovu vétu [7} Pro kazdé = € ¥ plati

A% — 0] < A%|z| + b2 (3.6)

Déle budeme tuto nerovnici (3.6]) upravovat

[(A) [ A — b°| < J(A) (A% x| 4 b2),
[(A)7H (A — b°)] < |(A)H(A% x| +b2),
[(A) T A% — (A9) 71| < [(AS)TH(AR =]+ b%),
|z — 2| < [(A) (A% 2] + b2).
7 ¢ehoz dostavame dveé nerovnice
z—x° < |(A) (A% z| + b) (3.7)
a
] — 2] < [(A°) (A% ] + b). (3.8)

Sestavime i-tou nerovnost z nerovnice (3.7) a se zbytkem nerovnice (3.8]), do-
stavame

o] + (i — [wli)er — o] = (2f — 2°li)es) < (AT |(A% 2] +b%),
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¢leny s |z| pfevedeme na jednu stranu a ¢éleny s |2¢| na druhou stranu nerovnice.

(In = [(A9) AR 2] + (25 — |ali)es < |2 + (2f = ali)eq + [(A) T2 (3.9)

Podle Neumannovych fad lze matici M vyjadrit jako

M = (L, = (49 714%) 7 = 3 ((A) A% > 1, > 0,
k=0
Ptedchozi nerovnost prenasobime zleva M a dostaneme
lz| + (z; — |x]i) Me; < (z§ — |z°|;) Me; + x™.
Vyjadiime i-tou nerovnici
|l + (zi — [@]s) My < (af — |2°]:) M + 7
Rozlisime dva pripady
1. 2, >0
x; < (af — |2°) My + a7, (3.10)
2. ;<0
(2M;; — Dy < (xf — |x°|;) My; + .
Jelikoz M > 1, pak 2M;; > 1 a diky tomu vyraz miizeme upravit
(2M;; — 1)
(@ — [o°]i) My + a7

Z prechozich nerovnosti (3.10) a (3.11]) vezmeme maximum a dostavame (3.4)).

Dolni odhad (3.5) pfevedeme na predchozi pfipad nahrazenim A(—xz) = —b.

Pro tento ptripad ¢ ma opac¢né znaménko. Pro vSechny z € ¥ dostavame

(3.11)

r; <

1
—ay < max {4 My(—af — [o5]), 5 (o + Mis(—af — [2£])) }.

IM, — 1
coz dokazuje (3.5]).

Pozndamka. Pripomenme, co fikaji Neumannovy fady.
Pro A e R™" plati p(A) <1 < (I - A =57, A~
Pozndamka. Pokud A€ = I,,, Hansen-Bliek-Rohnova metoda nalezne presné inter-
valovy obal mnoziny feseni [13.
Jak jsme jiz zminili, existuji dalsi alternativni formule vychazejici z Hansen-
Bliek-Rohnovy formule. Ukézeme formuli Ning a Kearfott| (1997). Ozna¢me
u = (A) 'mag(b),
di = (<A>_1)ii7 pro 1= ]_, .o.,n,
1 .
a; = (a;) — —, proi =1,...,n,
di
kde (A) = I,, — A2,
Pokud A€ = I,,, pak Ning-Kearfottova formule explicitné dava intervalovy obal
b + (u;/d; — mag(b;))[—1,1]

)
a; + a;[—1,1]

, proi=1,...,n.
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3.2.5 Porovnani metod

Predpoklddejme A¢ = I,,, coz neni prili§ velké omezeni, nebot mizeme pii-
vodni systém piedpodminit (A¢)~!. Oznacme =X, 2% £ zBE limitni obalku
spocitanou Krawczykovou a Gauss-Seidelovou metodou, obalku nalezenou Gaus-
sovou eliminaci a Hansen-Bliek-Rohnovou metodou.

Tvrzeni 18. Plati

DE:wHBngG gmGS ng

Diikaz. Porovnani s Gaussovou eliminaci je ukazano v knize [Neumaier| (1990,
Thm. 4.5.11). Ostatni inkluze jsme uz ukézali nebo zminili v pfedchozich sek-
cich.

O

3.2.6 Nalezeni intervalového obalu

Ptedchozi metody vzdy nalezly obalku mnoziny feseni systému Az = b. Zde
se zminime o metodach, které (az na numerické chyby pfi vyhodnocovani na poci-
taci) najdou intervalovy obal mnoziny feSeni. Tyto algoritmy maji v nejhorsim
pripadé exponencialni ¢asovou slozitost. AvSak nemusi byt exponencialni ve vSech
pripadech.

Prvni algoritmus se opird o vétu [§] kterd fikd, Ze mnozina feSeni je v kaz-
dém ortantu prazdna nebo konvexni polyedr. Postupné projdeme vSsechny ortanty
a stanovime meze dané mnoziny, kterd je tvorena konvexnim polyedrem (pokud
neni prazdna) a vystupem budou maximdalni hranice. Celkem musime projit 2"
ortant. Na tuto metodu mizeme pouzit linearni programovani. Abychom dostali
podminky linedrniho programu, upravime Oettli-Pragerovu vétu [7] Mé&jme dan
ortant s € {+1}", pak diag(s)z urcuje dany ortant. Upravime Oettli-Pragerovu
podminku

|ACe — b°| < A% |z| 4+ b

pro dany ortant s, kde pro kazdé feseni v tomto ortantu plati |x| =diag(s)z, pak
dostavame
| Az — b°| < APdiag(s)x + b,

Nésledné se zbavime absolutni hodnoty

Ax — b¢ < A%diag(s)z + b°,
— Az 4 b° < APdiag(s)x + b°.

Poté staci dat prvky obsahujici  na jednu stranu nerovnice. Linearni program,
jehoz vytesenim nalezneme [1¥ v ortantu s, je

pro kazdé i =1,...,n
Y7 = min x;,

—teti
03, = maxx;,
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za podminek

diag(s),
(A° + A%diag(s)),
> (A° — A%diag(s)).

0<
b<
b >

Celkem méame 2n linearnich programt pro kazdy z 2" ortanti.

Tuto metodu 1ze vylepsit nalezenim obalky @& C [1>. Nasledné jenom procha-
zime ortanty, ktery maji neprazdny prinik s .

Vylepsenim téchto metod je metoda Jansson (1997), kterd je zaloZena na
topologickych vlastnostech mnoziny feseni.
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4. Metoda nejmensich ¢étverct

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim intervalovych soustav metodou
nejmensich ¢tverci. Uvedeme metody na zapouzdfeni feSeni preurcenych inter-
valovych soustav linedrnich rovnic metodou nejmensich ¢tverci. Dale ukazeme
metody na zapouzdieni feSeni symetrickych intervalovych soustav linearnich rov-
nic. Nebot jak pozdéji ukdZzeme, problém zapouzdieni feSeni intervalovych soustav
linearnich rovnic metodou nejmensich ¢tvercti Ize redukovat na zapouzdieni feseni
symetrickych intervalovych soustav linearnich rovnic.

Nejdrive pfipomeneme, jak vypada metoda nejmensich ¢tverci pro realné sou-
stavy. Bud A € R™*" b € R™, pak 2 € R™ je feSeni metodou nejmensich ¢tverct
soustavy Az = b (typicky m > n), pokud plati

|4z — bll> = min || Ay — bll>.

Véta 19 (Metoda nejmensich ¢tverci). Bud A € R™ ™ hodnosti n. Pak tesent
soustavy Ax = b metodou nejmensich ctvercii je v = (ATA)"LATb a je jednozna-
Cné.

Diikaz. Véta je dokdzana ve skriptech Hladik| (2016, véta 8.40).
O

V praxi se feSeni nehled4 podle vzorce z = (AT A)"1ATb, ale mnohem efek-

vz

tivnéjsi je Teseni hledat jako feSeni soustavy
AT Az = ATb.

Déle uz se budeme vyhradné zabyvat pouze intervalovymi maticemi a systémy.
V této praci nas bude prevazné zajimat mnozina feseni intervalové soustavy li-
nearnich rovnic fesené metodou nejmensich c¢tverct.

Definice 23 (MnoZina feSeni metodou nejmensich ¢tverci). Bud A € IR™ ",
b € IR", pak mnozina feseni intervalovych soustav linearnich rovnic metodou
nejmensich ¢tverci je definovdina

Yiso={r€R:JAc Abeb: AT Axr = ATb}.
Soustavu budeme znacit jako AT Ar = ATb.

Poznamka. Zkratka LS(Q je z anglického vyrazu least squares.

V ¢lanku |Cerny a kol.| (2013)) je dokdzano, Ze rozhodnuti, zda pro dané
A € IR™" a b € IR" je mnozina ;5o omezend, je co-N P-tézky problém.
Diky témto faktiim bude nasim cilem najit zapouzdieni mnoziny vsech feseni
systému

ATAz=A"b, Ac Ajbcb. (4.1)
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4.1 Jednoduché metody

Nejjednodussi moznosti, jak hledat obalku mnoziny feseni X15¢, je najit za-
pouzdreni vSech feseni soustavy intervalovych linearnich rovnic

Ar=bkdeA=ATA b=A"b. (4.2)

Vysledek AT A a ATb budeme pocitat pomoci intervalové aritmetiky. Jelikoz
A mé rozméry m x n, matice AT A ma rozméry n x n. Dostdvame tedy ¢tver-
covy systém, ktery lze Tesit libovolnou metodou na nalezeni obalky mnoziny 3.
Tento postup méa fadu nevyhod. V dalsi kapitole pomoci numerického testovani
ukadZeme, Ze tato metoda velice ¢asto nadhodnocuje mnoZinu feseni Ygq. Inter-
valovy systém (4.2]) obsahuje vSechny systémy z a vétsinou nékteré navic.
Coz je duvodem nadhodnoceni obélky. Nékteré rovnice se objevuji navic v (4.2)),
coz je zpusobeno zavislostmi. Jiny pohled na tutéz véc je, ze provadime nasobeni
AT A, kde diky velkému poctu nasobeni intervalti dochézi k velkému nérfistu
intervalt ve vysledné matici.

Mozné vylepseni této metody je predpodminit systém . K predpodminéni
tohoto systému nejéastéji volime inverzni matici k A°. I kdyz pfedpodminéni vede
k nafukovani mnoziny feseni, i tak je vysledna obalka vétsinou tésnéjsi.

4.2 Prevedeni na symetricky pripad

V této sekci ukazeme, jak 1ze ekvivalentné pouzit metodu nejmensich ¢tverct.
Problém zapouzdieni mnoziny vsech feseni intervalovych soustav linearnich rov-
nic metodou nejmensich ¢tverct zredukujeme na problém zapouzdieni vSech TeSe-

ni systému
0, AT\ (z\ (0
(G 2) () -G6) =

Resime tedy ¢tvercovy intervalovy systém, avsak nové vznikly systém se zvétsi.
Dostéavame matici velikosti (m +n) X (m + n).

Véta 20. Mnozina feseni (4.3) je zahrnuta v mnoziné reseni (4.2)).

Diikaz. Volme libovolny reélny systém obsaZeny v intervalovém systému (|4.3))

0, AT\ (z\ (0
A IL,)\z) \b)’
kde A, A’ € A,b € b. Ekvivalentné lze prepsat pomoci blokového nésobni matic
na dvé soustavy
AT =0
Ar+3=0.
Druhou rovnici vyjadiime ve tvaru & = b — A’z a dosadime do prvni. Dostavame
AT(b— A'x) =0, coz je ekvivalentni
ATAz = ATb.
Jelikoz ATA' € ATA = A a ATb € ATb = b, dostavame rovnici obsazenou

v systému (4.2)).
0
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Disledek. Bud A € IR™*" b € IR". Ozna¢me ¥150(A,b) jako mnozinu feseni
Az = b metodou nejmensich ¢tverci. Pak plati

ZLSQ(Av b) Cx,

0, AT\ [(z\ (0
(i 2) 6)-G)

Tento dtsledek ndm déva algoritmus, jak najit obalku mnoziny feSeni X5¢.
Pro dané A € IR™" b € IR", vyfeSime systém nékterou z metod na
nalezeni obalky mnoziny 3.

Jak je zfejmé z dikazu predchozi véty pri TeSeni intervalové soustavy
(4.3) volime realné matice z intervalové matice nezavisle na sobé. Proto muze
dochézet k nadhodnoceni.

Nevyhodou této metody je, Ze se zvétsuje piivodni systém. Avsak tato metoda
casto dava tésne€jsi obalky. Vice se porovnanim metod budeme zabyvat v nasle-
dujici kapitole.

kde x je casti feseni

4.3 Symetrické soustavy

Ptedchozi metoda viibec nebrala v potaz vlastnosti, které se objevuji v (4.3)).
Tato metoda prehlizela zavislosti. Diilezitym poznatkem je, Ze matice

0, AT
A I,)’

kterd se objevuje v systému (4.3)), je symetrickd. Metoda, kterou ukazeme v této
sekci, vyuzije této vlastnosti.

4.3.1 Reseni symetrickych intervalovych soustav linear-
nich rovnic

Definice 24 (Mnozina feSeni symetrickych matic). Bud A € IR"" b € IR"
a navic A;; = Aj; pro vsechny i, j. Mnozina feSeni symetrickych matic je defino-
vana

Yym={r €R"; JA€ A beb: AT = A Az =b}.

Nyni ukdzeme, jak zapouzdfit Xg,. Vektor x, ktery bude obélkou Yy, bu-
deme hledat ve tvaru @ = x*+y, kde x* je libovolny realny vektor a y zapouzdiuje
mnozinu feseni systému

CAy=C(b— Azx").
Myslenka této metody je efektivné vyhodnotit vektor na pravé strané. Pokud
bychom tento vektor vyhodnocovali pfimo intervalovou aritmetikou, ignorovali
bychom tim zavislosti. Proto vyuzijeme symetrie A, pak [-t4 slozka vektoru na
pravé strané lze vyjadrit jako

n n j—1
zZ] = ZCU( ]jl' Z Z Clzxj -+ Cljl';k)AU (44)
j=1 7=1 =1

K nalezeni obalky y intervalového linearniho systému C'Ay = z pouzijeme libo-
volny fesi¢ intervalovych linedrnich soustav rovnic.
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Véta 21. Plati C(b— Az*) C z. Navic z je optimdlni interval, coZ znamend

z=0{C(b—Az*);Ac AbcbA=A"}

Dikaz. S vyuzitim symetrie matice A a subdistributivity intervalové aritmetiky
dostavame

(C(b— Az")), = Zn:clj CE Zn:Ajix;) - Xn: Cy(by — Ajja; Z Az
j=1 i=1 j=1

Z#J
€3yt~ Ay =303 Ao
J=1
Z#J
n n j—1
> Ciyb; — Ajjx;) — (Cuzs + Ciyxy) Aij = 2
j=1 j=1 i=1

Jelikoz kazda proménnd v (4.4)) se vyskytuje nejvyse jednou, tak podle tvrzeni
() =z je optimAlni.
OJ

4.3.2 Metoda vyuzivajici symetrie

Zde budeme prezentovat dalsi metodu na zapouzdieni feseni pfeurcenych in-
tervalovych soustav linedrnich rovnic metodou nejmensich ¢tverci. Tato metoda
bude vyuzivat feseni symetrickych intervalovych soustav linearnich rovnic. Pred-
chozi poznatky nam davaji moznost formulovat korektni metodu nalezeni obalky
mnoziny feSeni Y sq.

function METODA VYUZIVAJICI SYMETRIE(A, b)

A On AT 1 P— O . R .
e (f 4)ibm (3) -

C = (A1
x* := FeSeni A°r = l;c;
for [ .= 1,...,m—i—ndo
n n j—1 ~
z =Y Cilby — Ayas) — > 3 (Cuas + Cryaf) A
j=1 Jj=li=1
end for
y = zapouzdfeni Fedeni C Ay = z;
T =1"+y;
return (z;,Ts,...,x,)7;

end function
K feseni Az = b° pouzijeme standartni algoritmy linedrni algebry (napiiklad
Gaussovu eliminaci). Pro zapouzdfeni mnoziny feSeni systému C Ay = z mizeme
zvolit libovolny fesi¢ linearnich intervalovych rovnic. Volba metody je dilezité,
nebot ovlivituje tésnost vysledné obalky. Podrobné se tomu budeme vénovat v da-
181 kapitole.
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4.4 Dalsi metody

Existuji dalsi metody na nalezeni obalky mnoziny feSeni linedrnich intervalo-
vych soustav metodou nejmensich ¢tvercti. Jednou z metod je intervalova Cho-
leskyho metoda (Alefeld a Mayer, (1993)), ktera je zalozena na feseni symetrického
intervalového systému pomoci intervalového Choleskyho rozkladu.

4.4.1 Householderova metoda

Dalsi metodou je intervalova Householderova metoda, ktera je zalozena na in-
tervalové Householderové transformaci. Metoda je prezentovana v |[Bentbib (2002)).
Tato metoda se omezuje pouze na intervalové matice rozméru m X n s lineadrné
nezavislymi sloupci.

Tato metoda vyuziva intervalové Householderovy transformace, ktera rozlozi
A C QR, kde Q € IR™™ a R € IR™" je horni trojihelnikova matice. Navic
Q je ortogonalni. Pak dosadime rozklad matice A do AT Az = ATz a jednodu-
chymi tpravami dostaneme horni trojihelnikovy intervalovy systém Rz = QTb.
K vyfteseni tohoto systému pouzijeme zpétnou substituci.

Déle uvedeme Houselhoderovu transformaci.

function INTERVALOVA HOUSEHOLDEROVA TRANSFORMACE(A, b)
m,n := rozméry A;

my = m;
R :=0cIR™", Q* := I,,;
for i :=1,...,min(m,n) do

a" :=A(l:m—i+1,1);
A =0¢ HR(m—i)X(n—i);
vi=a"+ (sgn(A)) - |a*|]) - e(1,m — i+ 1);
H := Householderova matice, ktera vznikne z vektoru UNIV(v);
R}, = —sgn(Af)) - |la][;
for j:=2,...n—i+1do
w:=H- -A(l:my,j);
A*(1:mp—1,5— 1) :=w(2: my);

R:j = Wq,
end for
if i =1 then
Q= H;
else Lo
end if
A= A"
my:=mq — 1
end for
Q=Q"(1:m,1:n);
R=R*(1:n,1:n);
return Q, R;

end function
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Normu intervalového vektoru budeme pocitat

Funkce UNIV je definovana

”11’;'” pokud 0 € v;,
UNIV v . — sen(v¢
( ( >)z \/1+(g?(¢22;2.)/v? pokud 0 ¢ v;.

Intervalova Householderova matice asociovana s vektorem w € IR" je definovana
jako
H=1-2 (wwh),
kde diagondla ww? je pocitana (ww?);; = w?. Matice H je symetrickd a obsa-
huje realné symetrické Householderovy matice H asociované s vektory v € v.
V ¢lanku Bentbib (2002)) jsou také ukézany rizné volby predpodminéni. V na-
sledujici kapitole otestujeme rizné volby pfedpodminéni.
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5. Porovnani metod

V této kapitole porovname metody na zapouzdieni feseni intervalovych sou-
stav metodou nejmensich c¢tvercli. Nejdiive na nékolika konkrétnich systémech
ukazeme, jak se metody chovaji. Poté provedeme numerické porovnani metod.
Metody budeme srovnavat na stejnych nahodné vygenerovanych datech. Me-
tody budeme testovat zejména ze dvou hledisek. Zajimat nas bude tésnost obalek
a rychlost metod.

5.1 Testovaci prostredi

Metody budeme testovat na konkrétnich implementacich. Metody jsou imple-
mentovany v jazyce Matlab s vyuzitim intervalového toolboxu Intlab. Rychlost
metod budeme porovnavat podle vypocetniho ¢asu. Vypocetni ¢as zalezi na ci-
lové platformé, optimalizaci kédu v jazyce Matlab a prekladaci. Prekladac¢ jazyka
Matlab vyuziva vektorové instrukce, proto je vhodné zdrojové kédy optimalizovat
pro pieklada¢ Matlabu. Z téchto diivodt se vypocetni ¢as metod miize ménit.

Vsechny testy jsme provedli na pocitaci s témito parametry:

e PC (x86-64)

e Intel Core i7 6700 (4x 3.4 GHz + HyperThreading)
e 16 GB RAM

e Gentoo Linux

Veskeré testy byly provedeny v prostfedi Matlab R2015b a Intlab V6.

5.2 Testované metody

V nasledujicich testech budeme testovat fadu metod, proto zde uvadime zna-
¢eni a strucny popis metod. Metody jsou podrobné vysvétleny v predchozich
kapitolach. V zavorce uvadime oznaceni metody.

e Vestavéna metoda Intlabu verifylss, zaloZzena na e-inflaci (verifylss).
e Krawczykova iteraéni metoda (Krawczyk).
e Intervalova Jacobiho iterac¢ni metoda (Jacobi).

e Intervalova Gauss-Seidelova itera¢ni metoda s pfedpodminenim (G-S, G-S
predp).

e Intervalova Gauss-Seidelova itera¢ni metoda bez pfedpodmineni (G-S bez).

e Metoda Ning-Kearfott (NK).

e Metoda vyuzivajici symetrie matice (sym).
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e Metoda, kde obalka spoc¢itana pomoci metody sym se vezme jako pocatecni
vektor pro iteraci Gauss-Seidelovy metody (sym + G-S).

e Prinik obalek spocitané metodou NK a metodou sym + G-S (intersect).

e Intervalovd Householderova metoda (Householder).

5.3 Priklady

Zde uvadime typické uméle vytvorené priklady na demonstraci metod. Me-
tody otestujeme na tfech konkrétnich intervalovych systémech. Tyto systémy jsou
specifické a rozhodné se podle nich nedaji metody obecné porovnavat. Ale urcitou
informaci o metodach nam to zprostiredkuje.

Budeme testovat metody na zapouzdieni feseni systému typu

Ax =b, kde A ¢ IR™", b e IR", m > n,

metodou nejmensich ¢tverci. Prvni skupinou budou metody, které hledaji obalku
mnoziny feSeni Yrgg jako zapouzdieni vSech feSeni soustavy intervalovych line-
arnich rovnic

Az =bkdeA=ATA b=A"b. (5.1)

Dalsi skupina metod bude hledat feseni jako zapouzdfeni vSech feseni systému

(?Z{ ?j ) @ - @ | (5.2)

Posledni skupinu tvori primé metody. Tyto metody fesi pfimo Az = b metodou
nejmensich ¢tverctl.

U metod budeme mérit vypocetni ¢as a tésnost obalky. Obalky budeme po-
rovnavat podle relativni sitky obalek. Relativni sitka obalky je definovana

n— w(v;)’
kde v je obalka spocitand metodu verifylss a « obalka spocitana néjakou testo-
vaci metodou.

V naésledujicich piikladech budeme mit vzdy preurceny intervalovy linearni
systém Az = b, ktery bude uveden vzdy na zacatku. Spocitand feseni toho
systému metodami nejmensich ¢tvercii budou uvedena v tabulkach pod sebou.
Nejdiive budou uvedeny metody, které hledaji feSeni pomoci systému typu (5.1]).

Déle budou uvedeny metody, které vyuzivaji rozsifeny systém (/5.2). Na konci je
vzdy uvedena pfimé metoda.
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5.3.1 Prvni priklad

[1,1] [0,2] 2,2]
1,1] [2,2] 3, 3]
A=1|1[1,1 [3,3]|,b=|[4,4] (5.3)

[1,1] [4,4] 5, 5]

[1,1] [5,5] 6, 6]
metoda rel. Sifka | ¢as (s) | obalka
verifylss 1.000000 | 0.003909 | ([—36,38.0001],[—10.5,12.5001}))
G-S bez 0.573532 | 0.069727 | ([—31.6848,10.8462],[—2.0295, 11.1339])
G-S predp. || 0.928992 | 0.022697 | ([—35.1428, 38.0001], [—7.5,12.5001])
Krawczyk | 1.000000 | 0.005210 | ([—36,38.0001], [~10.5, 12.5001])
NK 0.711098 | 0.002807 | ([—28,38.0001],[0.30304, 12.5001])

Tabulka 5.1: Metody, které hledaji obalku mnoziny feSeni systému (5.3) pomoci
feSeni systému typu (5.1)).

metoda || rel. Sitka | ¢as (s) | obalka

verifylss 0.031610 | 0.003694 | ([—0.26666,2.2667], [0.66667, 1.3334])
G-S 0.029195 | 0.020380 | ([—0.26666,2.2667],[0.77778,1.3334])
Krawczyk | 0.031610 | 0.005490 | ([—0.26666, 2.2667], [0.66667, 1.3334])
sym 0.031610 | 0.017205 | ([—0.26666,2.2667],[0.66667, 1.3334])
NK 0.028712 | 0.003328 | ([—0.26666,2.2667],[0.8,1.3334])

Tabulka 5.2: Metody, které hledaji obalku mnoziny feseni systému ([5.3) pomoci
feSeni systému typu ((5.2)).

metoda

| rel. sifka | ¢as (s) | obalka

Householder || 0.477823 | 0.033543 | ([—18.8366, 16.4264], [—3.8832, 7.1365])

Tabulka 5.3: P¥imé metody na feSeni systému (|5.3)).
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5.3.2 Druhy priklad

1,1 [~2.5, — 1.5] [1.5,2.5]

[1,1] [=1.5, — 0.5] [2.5,3.5]

1,1 [~0.5,0.5] [3.5,4.5]

1,1 [0.5,1.5] [4.5,5.5]

1,1 [1.5,2.5] [5.5,6.5]

A=|[1,1] [2535 |.b=]| 6575 (5.4)

1,11 [3.5,4.5] [7.5,8.5]

1,1 [4.5,5.5] 8.5,9.5]

1,1 [5.5,6.5] [9.5,10.5]

1,1 [6.5,7.5] [10.5,11.5]

1,1 [7.5,8.5] [11.5,12.5]
metoda rel. Sifka | ¢as (s) | obalka
verifylss || 1.000000 | 0.003695 | ([—14.5538, 22.5539], [—4.0153, 6.0154])
G-Sbez || 0.491055 | 0.064554 | ([—9.8154,8.4157], [—0.26159, 4.6616])
G-S predp. || 0.868763 | 0.011413 | ([—13.142,22.5539], [~ 1.7641, 6.0154])
Krawczyk || 1.000000 | 0.004266 | ([—14.5538,22.5539], [—4.0153,6.0154])
NK 0.749037 | 0.002699 | ([—9.8153,22.5539],[—0.26153,6.0154])

Tabulka 5.4: Metody, které hledaji obalku mnoziny feSeni systému (/5.4) pomoci
feSeni systému typu (|5.1)).

metoda || rel. Sifka | as (s) | obéalka

verifylss || 0.096403 | 0.001862 | ([2.1859, 5.8142], [0.52342, 1.4766])
G-S 0.088840 | 0.123325 | ([2.2207,5.7794], [0.64579, 1.4661])
Krawczyk || 0.094416 | 0.010387 | ([2.2207,5.7794],[0.53393, 1.4661])
sym 0.094416 | 0.050463 | (]2.2207,5.7794], [0.53393, 1.4661])
NK 0.087030 | 0.004201 | ([2.2207,5.7794], [0.6821, 1.4661])

Tabulka 5.5: Metody, které hledaji obalku mnoziny feSeni systému (/5.4) pomoci
FeSeni systému typu ((5.2)).

metoda | rel. sifka | ¢as (s) | obalka
Householder || 0.972412 | 0.104128 | ([—16.5557,19.0428], [—3.2979, 6.5874])

Tabulka 5.6: Pfimé metody na feseni systému (|5.4).

5.3.3 Treti priklad

[0.10001, 0.30001]
[8.9001,9.1001]
[0.90001,1.1001]

0.90001, 1.1001]
[0.40001, 0.60001]
6.9001, 7.1001]

[0.80001, 1.2001]
[—0.2,0.20001]
[1.8001, 2.2001]

A=

, b (5.5)
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metoda rel. Sifka | ¢as (s) | obalka

verifylss 1.000000 | 0.001159 | ([—0.065484,0.03289], [0.23457,0.37005))
G-S bez 0.947837 | 0.017055 | ([—0.065414,0.02791],[0.24164, 0.36995])
G-S predp. || 0.973396 | 0.010060 | ([—0.065414,0.03176], [0.24002, 0.36995))
Krawczyk || 0.998565 | 0.004524 | ([—0.065414,0.03282], [0.23467,0.36995])
NK 0.972531 | 0.002673 | ([—0.065414,0.03171], [0.24019, 0.36995))

Tabulka 5.7: Metody, které hledaji obalku mnoziny feseni systému ([5.5) pomoci

feSeni systému typu (|5.1)).

metoda || rel. sifka | ¢as (s) | obalka

verifylss 0.647312 | 0.001478 | ([—0.04704,0.014449], [0.25695, 0.34766])
G-S 0.636521 | 0.024646 | ([—0.0469,0.013911], [0.25873, 0.34746))
Krawczyk || 0.644344 | 0.004926 | ([—0.0469,0.014308], [0.25716, 0.34746))
sym 0.633658 | 0.010509 | ([—0.046826, 0.014234], [0.2585, 0.34611))
NK 0.636275 | 0.003058 | ([—0.0469,0.013897], [0.25878, 0.34746])

Tabulka 5.8: Metody, které hledaji obalku mnoziny feSeni systému (5.5)) pomoci
feseni systému typu ((5.2)).

metoda | rel. sifka | ¢as (s) | obalka
Householder || 1.301411 | 0.018972 | ([—0.077802, 0.03784], [0.2087, 0.40206])

Tabulka 5.9: P¥imé metody na feSeni systému (|5.5)).

5.3.4 Shrnuti prikladi

Prvni véc, ktera vyplyva z predchozich prikladi, je, ze pro tésnost obalek je
vzdy lepsi Fesit systém typu (5.2). Avak pro obdélnikové matice (n < m) se
velmi vyrazné zvysuje vypocetni c¢as. Tyto dvé kritéria jdou casto proti sobé. Za-
lezi na tom, jaké mame pozadavky na metodu. Zda chceme co nejrychleji vysledek
nebo nam jde o co nejtésnéjsi obalku.

Priklady také demonstruji, ze pti predpodminéni miize dojit k zvétSeni mnozi-
ny feSeni. Vysledné obalka je pfi predpodminéni nadhodnocené. Naopak ve vétsi-
né pripadt diky predpodminéni dosdhneme tésnéjsi obalky. Tyto priklady jsou
velice specifické a uméle vytvorené. Naptiklad matice v prvnim piikladu obsahuje
pouze jeden interval s nenulovou sitkou.

Intervalovou Householderovu metodu lze jen zfidka v praxi pouzit. Tato me-
toda sice casto vyda tésnéjsi obalku nez metody, které resi systém typu ,
systém  ((5.2)) nemtze konkurovat v tésnosti obéalky. Tato metoda by mohla mit
jediné uplatnéni, pokud by pomér rovnic a proménnych byl hodné velky.

Metoda verifylss nedava nejtésnéjsi obalku, ale je velice rychla.

Dalsi vysledky se stézi daji vyvozovat na zakladé téchto priklad®, proto mu-
sime provést vétsi a komplexnéjsi sadu testi.
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5.4 Numerické testovani

Zde budeme testovat metody na ndhodnych datech. Postupné budeme gene-
rovat riizné typy ndhodnych intervalovych linearnich soustav.

5.4.1 Systém testovani

Generuji se ndhodné intervalové preurcené systémy a na nich se testuji metody
pro nalezeni obalky metodou nejmensich ¢tvercti. U metod se méii vypocetni cas
a tésnost obalky.

Systémy generujeme podle néasledujicich kritérii.

Nahodné se generuji intervalové matice a vektory s rozdilnymi rozméry
a rozdilnymi pevnymi poloméry.

Postupné se generuji vétsi systémy.

Stfedové matice A° a stiedové vektory b° jsou generovany rovnhomeérnym
rozdélenim v intervalu [—10, 10].

A2 a b™ se negeneruji. Voli se rtizné pevné poloméry § > 0.

Metody budeme testovat podle nasledujicich kritérii.

Pro kazdé rozméry matice m,n a polomér ¢ se generuje pocet # nahodnych
systému s témito parametry.

Meéii se prumeérny cas pro dany druh systému.
MEéti se pramérna sirka obalky.

Pro tésnost obalky se pouziva relativni pomeér velikosti obalek. Tésnost
testujeme vii¢i metodé verifylss. Cim je tento pomér mensi, tim je obalka
tésnéjsi.

Misto systému
ATAz = A"b,

budeme Tesit pouze systém

(?4 ?j ) @ - @ ' (5.6)

Do ¢asu se nezapocitava sestaveni systému (5.6, pouze se pocita cas na
jeho vyfteseni.

Tuc¢né budeme znacit metodu s nejtésnéjsi obalkou, resp. nejrychlejsim vy-
pocetnim casem. Metody jsou sice rozdéleny do dvou tabulek, ale vzdy se metody
testovaly na stejnych datech v ramci jedné kategorie.

5.4.2 Vysledky numerického testovani metod

Tésnost obalek
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m n 0 # Krawczyk Jacobi Gauss-Seidel
5 2 1 50 0.991971  0.945672 0.945672
5 2 0.1 50 0.995586  0.978327 0.978327
5 2 001 50 0.999306 0.997534 0.997534
6 3 1 50 1 0.981721 0.981721
6 3 0.1 50 0.990262 0.971465 0.971465
6 3 001 50 0.998929 0.996879 0.996879
8§ 4 0.1 50 0.989053 0.971355 0.971355
8 4 001 50 0.998605 0.996467 0.996467
8 4 0.001 50 0.999846 0.999653 0.999653
15 7 0.1 50 0.990296 0.974512 0.974512
15 7 0.01 50 0.998088 0.996175 0.996175
15 7 0.001 50 0.999725 0.99953  0.99953
20 10 0.1 50 0.986614 0.9726 0.9726
20 10 0.01 50 0.997784 0.995822 0.995822
20 10 0.001 50 0.999612 0.999412 0.999412
30 14 0.1 20 0.98777 0.977428 0.977428
30 14 0.01 20 0.997824 0.995926 0.995926
30 14 0.001 20 0.999485 0.99929  0.99929

Tabulka 5.10: Numerické testovani tésnosti obalek iterativnich metod na mensich

systémech.

m n 0 # NK sym sym + G-S intersect

5 2 1 50 0.860649 0.85409 0.831959 0.785665
5 2 0.1 50 0.977081 0.856014  0.856009  0.856009
5 2 001 50 0.997522 0.85555  0.85555 0.85555

6 3 1 50 0.896233 0.877031  0.869194 0.826785
6 3 0.1 50 0.969006 0.838095 0.838055  0.838055
6 3 001 50 0.996851 0.849309 0.849309 0.849309
8 4 0.1 50 0.967662 0.835539  0.835539 0.835459
8 4 001 50 0.996425 0.842352 (.842352 0.842352
8 4 0.001 50 0.999653 0.851807 0.851807 0.851807
15 7 0.1 50 0.96881 0.832023 0.832023 0.832023
15 7 0.01 50 0.996122 0.833708 0.833708 0.833708
15 7 0.001 50 0.999529 0.83333 0.83333 0.83333

20 10 0.1 50 0.963241 0.818506 0.818506 0.818506
20 10 0.01 50 0.995741 0.826665 0.826665 0.826665

20 10 0.001 50 0.999411 0.828692 (.828692 0.828692

30 14 0.1 20 0.964234 0.814359 0.814359 0.814359
30 14 0.01 20 0.995823 0.819963 0.819963 0.819963
30 14 0.001 20 0.999289 0.825749 0.825749 0.825749

Tabulka 5.11: Numerické testovani tésnosti obalek zbylych metod na mensich
systémech.
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m n 0 # Krawczyk Jacobi Gauss-Seidel
50 15 0.01 10 0.997772  0.996067 0.996067
50 15 0.001 10 0.999511 0.999337 0.999337
50 20 0.01 10 0.998443 0.996648 0.996648
50 20 0.001 10 0.999319 0.999133 0.999133
100 30 0.01 10 0.991326 0.989712 0.989712
100 30 0.001 10 0.999126 0.998955 0.998955

Tabulka 5.12: Relativni tésnost obalek iterativnich metod na vétsich systémech.

m n 0 # NK sym sym + G-S intersect
50 15 0.01 10 0.99598 0.828979 0.828979 0.828979
50 15 0.001 10 0.999336 0.833805 0.833805 0.833805
50 20 0.01 10 0.996519 0.819833 0.819833 0.819833
50 20 0.001 10 0.999132 0.82126  0.82126 0.82126

100 30 0.01 10 0.98955 0.822795 0.822795 0.822795
100 30 0.001 10 0.998953 0.829305 0.829305 0.829305

Tabulka 5.13: Relativni tésnost obalek zbylych metod na vétsich systémech.

Vypocetni cas

m n 0 # verifylss  Krawczyk Jacobi Gauss-Seidel
5 2 1 50 0.006665 0.014122  0.1563 0.107503
5 2 0.1 50 0.001607 0.005709  0.060714 0.042291
5 2 001 50 0.001444 0.003766 0.033559 0.027212
6 3 1 50 0.00386 0.00413 0.05888  0.038968
6 3 0.1 50 0.001839 0.006945  0.097559 0.065859
6 3 001 50 0.001464 0.004026 0.046951 0.038164
8 4 0.1 50 0.001859 0.007638  0.145708 0.096051
8 4 0.01 50 0.001477 0.004302 0.069145 0.053609
8 4 0.001 50 0.001478 0.003326 0.043333 0.040177
15 7 0.1 50 0.002 0.010009  0.372883 0.22944
15 7 0.01 50 0.001518 0.00468 0.140839 0.1067
15 7 0.001 50 0.001517 0.003543 0.085637 0.072374
20 10 0.1 50 0.002408 0.013515  0.712965 0.424545
20 10 0.01 50 0.001545 0.005015 0.209625 0.157156
20 10 0.001 50 0.001551 0.003788  0.128545 0.11119
30 14 0.1 20 0.003368 0.017165 1.33433  0.895031
30 14 0.01 20 0.001722 0.005676 0.340636 0.25172
30 14 0.001 20 0.00176 0.004219 0.201168 0.170688
50 15 0.01 10 0.002089 0.006536  0.527824 0.383281
50 15 0.001 10 0.002112 0.004838  0.297588 0.253839
50 20 0.01 10 0.002104 0.006918 0.60809  0.439351
50 20 0.001 10 0.002188 0.005112 0.350956 0.267994
100 30 0.01 10 0.003621 0.011513 1.42909  1.00285
100 30 0.001 10 0.002872 0.007285 0.672516 0.573072

Tabulka 5.14: Vypocetni ¢as v sekundach jednotlivych iterativnich metod.
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m n 0 # NK sym sym + G-S
5 2 1 50 0.004912 0.019259 0.028577
) 2 0.1 50 0.004186 0.019841 0.026819
5 2 001 50 0.004129 0.019792 0.026105
6 3 1 50 0.00131  0.008602 0.012557
6 3 0.1 50 0.00451  0.030024 0.03842
6 3 001 50 0.004491 0.029923 0.037154
8 4 0.1 50 0.004909 0.0485 0.058092
8 4 0.01 50 0.004907 0.048942 0.058559
8 4 0.001 50 0.004951 0.04915 0.058847
15 7 0.1 50 0.006493 0.15072  0.168106
15 7 0.01 50 0.006525 0.151281 0.168598
15 7 0.001 50 0.006459 0.150533 0.167727
20 10 0.1 50 0.007732 0.275226 0.298027
20 10 0.01 50 0.00779  0.277732 0.296839
20 10 0.001 50 0.007701 0.276066 0.29856
30 14 0.1 20 0.01068  0.588737 0.633309
30 14 0.01 20 0.010502 0.59232 0.627172
30 14 0.001 20 0.010682 0.601771 0.633966
50 15 0.01 10 0.015057 1.28397  1.33495
50 15 0.001 10 0.016224 1.31203 1.36626
50 20 0.01 10 0.015647 1.49273 1.51676
50 20 0.001 10 0.016982 1.46167 1.55126
100 30 0.01 10 0.028548 5.13954  5.19927
100 30 0.001 10 0.026467 5.01417 5.13243

Tabulka 5.15: Vypocetni ¢as v sekundach zbylych metod.

5.4.3 Shrnuti numerického testovani

Gauss-Seidelova itera¢ni metoda je zrychlenim Jacobiho metody. Tyto dveé
metody davaji stejné tésnou obalku, akorat Gauss-Seidelova metoda udéla mensi
pocet iteraci. To je zptisobeno tim, ze Gauss-Seidelova metoda pouziva ihned
aktualizované hodnoty a neceké az do dalsi iterace.

Metoda verifylss je velice rychla, avSak nedava pfilis tésnou obalku. Tato
metoda byla navrzena na systémy, ve kterych intervaly maji malé sitky. VSimnéme
si, ze rychlost této metody je ovlivnéna Sitkou intervalii. Velikost systému se
projevuje na rychlosti velice malo. Vypocetni ¢as této metody se stale pohybuje
v fadech milisekund. Podobné pozorovani se da tici i o Krawczykové metodé.
Naopak rychlost Gauss-Seidelovy a Jacobiho metody zéavisi na velikosti systému.
Rychlost metody NK je do zna¢né miry ovlivnéna pouze rozméry systému, nebot
tato metoda vyuziva explicitni formule k nalezeni obalky.

Testovani ukazalo, ze metoda vyuzivajici symetrie dava tésnéjsi obalku nez
ostatnimi metody, avsak pro velké systémy je casové narocna. Ukézalo se, Ze tuto
obalku lze zmensit tim, ze ji ddme na vstup Gauss-Seidelové iteracni metodé.
Pokud by po predpodminéni platilo (CA)¢ = I, tak by metoda sym + G-S
davala stejnou obalku jako metoda sym. U malych systémt se vyplatilo udélat
prunik obalek spoc¢tené metodami sym + G-S a NK.
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Metodu sym lze zrychlit pomoci paralelniho poéitani [4.4 Nebot vyhodnoceni
toho vzorce trva prevaznou ¢ast vypoctu.

Obecné lze tézko posoudit, kterd metoda je nejlepsi. Nebot zalezi na vybéru
kritéria, zda chceme rychlou metodu nebo metodu, kterd vyda tésnou obalku.
Rozhodné, ale mizeme konstatovat, Zze metoda verifylss je az na malé vyjimky
nejrychlejsi. Dale mtzeme tvrdit, Ze vyuzitim symetrie lze dosahnout tésné obalky.
U vétsich systémt metoda sym déava vyrazné tésnéjsi obalku nez ostatni metody.

5.5 Specialni pripady

Zde budeme testovat Householderovu metodu. Jelikoz tato metoda se ukézala
jako méné pouzitelnd v porovnani s jinymi, budeme ji testovat na systémech
s velkym poc¢tem rovnic a malym poctem proménnych. Tésnost obalek testujeme
vici metodé NK, kters fesi AT Az = ATz,

Méjme intervalovy linedrni systém Ax = b, kde A € IR™ ", b € IR". Ozna-
¢me:

e QR = A° je redlny QR rozklad matice A°

e Ry € R™™ vznikne z R odstranénim poslednich (m — n) fadki

B=QTAR"

[

o

|
O
4|
S5

xo vznikne z vektoru ¢ odebranim poslednich (m — n) prvka

d¢ vznikne s ¢® nahrazenim prvnich n prvki nulami
o d® = B2 . |xg| + A
o h = [dc — .BA : |.T0‘,dc + BA : |230|]

Déle oznaéme z4 , jako obdlku mnoZiny feSeni Ax = b metodou nejmensich
¢tvercl spocitanou intervalovou Householderovou metodou.
Pak budeme porovnavat nasledujici obalky:

o vy =y,

° vy — Rfl 'xgc
o v3 =R (xg+ .icid)

e v, =R (xg,cc + xg,c)

o vs =Ry (x+ Thp+THe)

o VK obélku systému AT Az = ATb spocitanou metodu Ning-Kearfott

Tyto volby predpodminéni Householderovy metody jsou dokazany v ¢lanku |Bent-
bib) (2002]).

Pocet opakovani testl je 20 pro vSechny typy matic.
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Tésnost obalek

m n 0 U1 Uy Vs on Us VK
2 1 1 0.948417 0.969268 1.07007 1.56379 1.61895 1
2 1 0.1 1.18327 0.752774 0.766266 1.13497 1.14209 1
2 1 0.01 1.0853 0.770412 0.771789 1.14749 1.14817 1
2 1 0.001 1.05354 0.724673 0.724785 1.0875 1.08756 1
5 1 1 1.41818 1.14763 1.3264 1.80358 1.9341 1
5 1 0.1 1.42138 0.991399 1.00851 1.62277 1.63418 1
5 1 0.01 1.41615 0.984391 0.986 1.59241 1.59343 1
5 1 0.001 1.33636 0.930422 0.930578  1.47212 1.47222 1
8 2 0.1 3.90488 0.94604 0.92378  1.62622 1.59935 1
8 2 0.01 3.94022 1.05055 0.99162 1.79138 1.73192 1
8 2 0.001 3.73807 0.89755 0.842421 1.53906 1.48389 1
15 2 0.1 5.46347 1.1969 1.1702 2.02679 1.99543 1
15 2 0.01 4.3145 1.12051 1.06563 1.91203 1.8566 1
15 2 0.001 4.23822 1.0942 1.04249 1.87452 1.82276 1
50 1 1 1.64636 1.68298 1.76223 2.64135 2.72061 1
50 1 0.1 1.67534 1.28562 1.30385 2.09947 2.11143 1
50 1 0.01 1.66389 1.26635 1.26827 2.08405 2.08532 1
50 1 0.001 1.69318 1.27025 1.27045 2.10378 2.10391 1
60 2 0.1 6.49125 1.41397 1.39512 2.39961 2.37601 1
60 2 0.01 5.8955 1.39961 1.36687 2.4051 237173 1
60 2 0.001 5.60604 1.36263 1.33159 2.32892 2.29782 1

Tabulka 5.16

: Numerické testovani tésnosti obalek Householderovy metody.
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Vypocetni cas

m n 0 () (%) V3 (W Vs ZL’NK

2 1 1 0.00450 0.004077 0.004108 0.00815 0.00807 0.003229
2 1 01 0.00451 0.004104 0.004134 0.00832 0.00833 0.003171
2 1 0.01 0.00449 0.004095 0.004118 0.00817 0.00812 0.003176
2 1 0.001 0.00447 0.004115 0.00412 0.00816 0.00810 0.003152
5 1 1 0.01037 0.008863 0.008987 0.01793 0.01759 0.003156
5 1 0.1 0.01055 0.008837 0.008824 0.01759 0.01755 0.003157
5 1 0.01 0.01058 0.008831 0.008822 0.01758 0.01756 0.003142
5 1 0.001 0.01055 0.008845 0.008874 0.01764 0.01758 0.003134
8 2 0.1 0.03652 0.030861 0.030946 0.06169 0.06172 0.003354
8§ 2 0.01 0.03666 0.030842 0.030877 0.06177 0.06172 0.003355
8§ 2 0.001 0.03664 0.030910 0.030926 0.06178 0.06162 0.003337
15 2 0.1 0.10137 0.089624 0.089882 0.17967 0.17898 0.003328
15 2 0.01 0.10240 0.089804 0.089839 0.17973 0.18039 0.003334
15 2 0.001 0.10187 0.090141 0.090013 0.18046 0.18014 0.003356
50 1 1 0.48217 0.460458 0.459201 0.92963 0.93428 0.003260
50 1 0.1 0.49451 0.494648 0.494625 0.98847 0.96879 0.003217
50 1 0.01 0.48149 0.465811 0.465553 0.93011 0.93448 0.003251
50 1 0.001 0.50522 0.479161 0.473391 0.94607 0.95543 0.003384
60 2 0.1 1.36310 1.297960 1.292140 2.59472 2.58988 0.003418
60 2 0.01 1.33629 1.311430 1.316670 2.60552 2.65999 0.003365
60 2 0.001 1.29722 1.265000 1.281400 2.51909 2.49757 0.003229

Tabulka 5.17: Vypocetni ¢as v sekundadch Householderovi metody.

5.5.1 Shrnuti testovani specialnich pripadu

Householderova metoda vyuziva intervalovou QR faktorizaci. Tedy rozklada
pivodni matici A € IR™ " na horni trojihelnikovou matici R € IR™" a orto-
gondlni matici Q € TR™*". Vzdy plati A C QR. Mame tedy jistotu, ze vSechny
matice obsazené v A jsou obsazené i v QR. Casto QR obsahuje spoustu matic
navic, coz je zpusobené velkym poctem intervalovych operaci v Householderové
transformaci.

Dalsi nevyhodou Householderovy metody je, ze Householderova transformace
je casové naroc¢na. Nékteré obalky byly dokonce spoc¢teny pomoci dvou House-
holderovych metod, coz se projevilo na vypocetnim case.

Obélky vy a vs jsou vzdy horsi nez ™%, VK je pokazdé tésnéjsi a navic
vypocet vy a v trva dlouho.

Se vzrustajicimi rozméry systému se zvétsuje i obalka v;. Konkrétné se obalka
zvétsuje, kdyz se zvétSuje pomér m/n.

Pokud bychom chtéli zvolit Householderovu metodu, tak nejlepsi volbou je
obalky pocitat pomoci v, nebo vs. Vypocetni ¢as téchto obéalek je skoro stejny
jako vypocetni ¢as vq, nebot v téchto pfipadech je pouZita pouze jedna intervalova
Householderova transformace. V§imnéme si, ze pfi malych rozmeérech systému
jsou obalky v, a v3 tésnéjsi nez £V a pii vétsich rozmérech systému se obalky
prilis nenadhodnocuji.
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Vyuziti Houselderovy metody v praxi je malé, nebot ve véts$iné pfipadt nad-
hodnocuje obalku a vzdy je pomala. AvSak jak jsme ukazali, existuji systémy, ve
kterych by tato metoda mohla najit vyuziti.
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6. Uzivatelska dokumentace

V této kapitole popiseme navod, jak zprovoznit a obsluhovat pfilozenou imple-
mentaci fesice. VSechny metody jsou napsany v jazyce Matlab s vyuzitim inter-
valového toolboxu Intlab. PopiSeme, jak zprovoznit Intlab. Také vysvétlime, jak
pracovat s intervalovymi daty v Intlabu. Poté ukazeme, jak pouzivat prilozené
metody. Programovacimu jazyku Matlab se vénovat nebudeme. Pro pochopeni
staci ovladat zaklad Matlabu.

6.1 Intlab

Intlab (zkratka z anglického Interval Laboratory) je knihovna ur¢end zejména
pro Matlab, kterda umoznuje praci s intervalovymi daty.

6.1.1 Instalace Intlabu

Budeme se zabyvat pouze instalaci Intlabu pro Matlab. Drive Intlab fungoval
pouze v Matlabu. Ale od nové verze Intlabu Ize Intlab pouzivat i v Octave. Poté co
si obstarame knihovnu Intlab, je nutné pridat Intlab do cesty Matlabu. Nejdiive
musime upravit soubor startup.m. Tento soubor se nachazi v adresafi Intalabu.
Hned na zacatku tohoto souboru prepiseme fadek typu

cd [adresar]

tim, Ze do uvozovek napiseme plnou cestu k Intlabu. Pak mame dvé moznosti,
jak spustit Intlab.

Prvni moznost je spustit Intlab docasné. To provedeme tim, Ze v piikazovém
rfadku Matlabu se pfepneme do adresate s knihovnu Intlab, poté provedeme ptikaz

startintlab

a pak uz muzeme pouzivat Intlab. Tento postup je vhodny zejména, pokud pou-
zivame pouze konzoli v Matlabu. Napftiklad pokud jsme se pripojili na vzdaleny
pocita¢ s Matlabem.

Druhou moznosti je pridat do seznamt cest Matlabu adresaf s knihovnou
Intlab. To nam zajisti to, ze pii kazdém spusténi Matlabu bude Intlab automa-
ticky pfipraven k pouziti.

6.1.2 Intervaly v Intlabu

Abychom mohli pouzivat intervalové matice, musime nejdiive umét definovat
interval. V Intlabu jsou tii moznosti na to, jak vytvorit interval. Prvni moznosti
je funkce intval.

>> x = intval(1l)

intval x =

[ 1.0000, 1.0000]
>> x = intval(1/3)
intval x =

[ 0.3333, 0.3334]
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Vsimnéme si, ze Intlab automaticky provadi zaokrouhlovani, pokud meze inter-
valu nelze reprezentovat. Pokud bychom chtéli ménit zaokrouhlovani, 1ze pouzit
funkce setround. Dalsi moznosti je definovat interval pomoci dolni a horni meze,
k tomu slouzi funkce infsup. Nebo mtizeme interval definovat pomoci stiedu a po-
loméru, na to ndm poslouzi funkce midrad.

>> x = infsup(1,2)
intval x =

[ 1.0000, 2.0000]
>> x = midrad(1.5,0.5)
intval x =

[ 1.0000, 2.0000]

Intervalové matice se v Intlabu definuji analogicky a opét tfemi stejnymi funk-
ceml.

>> A = intval([1 2; 3 4])

intval A =

[ 1.0000, 1.0000] [ 2.0000, 2.0000]
[ 3.0000, 3.0000] [ 4.0000, 4.0000]
>> A = infsup([1 2; 3 4], [4/3 3; 4 5])

intval A =

[ 1.0000, 1.3334] [ 2.0000, 3.0000]
[ 3.0000, 4.0000] [ 4.0000, 5.0000]
>> A = midrad([1 2; 3 4], 1/100 )

intval A =

[ 0.9899, 1.0101] [ 1.9899, 2.0101]
[ 2.9899, 3.0101] [ 3.9899, 4.0101]
>> A = midrad([1 2; 3 4], [2 1; 0 1] )

intval A =

[ -1.0000, 3.0000] [ 1.0000, 3.0000]
[ 3.0000, 3.0000] [ 3.0000, 5.0000]

Jestlize bychom méli uz definovany interval, nebo intervalovou matici a zajimal
by nas polomeér, stfed nebo meze intervalu, tak k tomu slouzi nasledujici funkce.
Polomér a stied ziskdme pomoci funkci rad resp. mid. Dolni a horni mez vraci
funkce inf resp. sup. VSechny tyto funkce maji jeden stejny parametr a to interval
nebo intervalovou matici.

>> xc = mid(x)

Xc =
1.5000
>> Ac = mid(A)
Ac =
1 2
3 4

Zakladni operace a funkce jsou pretizené. Tedy aritmetické operace funguji
i pro intervalova data. Rovnéz mizeme pouzit funkce (sin, cos, exp, ...), které
jsou standardné definované pro realna cisla. Rovnéz v Intalabu funguji standartni
maticové funkce jako inverze nebo transpozice matice.
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6.1.3 Linearni soustavy rovnic

Intlab obsahuje funkci verifylss na vypocet obalky mnoziny feseni interva-
lovych soustav linedrnich rovnic. Funkce verifylss(A,b) ma dva parametry -
realnou nebo intervalovou matici a redlny nebo intervalovy vektor. V- Matlabu je
mozné vyuzit zapisu A \ b.

6.2 Volani resice

Soucasti této prace je balicek funkci implementovanych v prostiedi Matlab
s vyuzitim Intlabu. Jsou zde metody na nalezeni obalky mnoziny feSeni lineér-
nich intervalovych rovnic metodou nejmensich ctverci, také fesi¢ symetrickych
soustav. Dale miizeme najit feSice intervalovych linearnich soustav a fadu da-
Isich pomocnych funkci. Neni potieba nic instalovat, staci pouze volat v Matlabu
prislusné funkce. VSechny funkce jsou v samostatnych M-souborech a podrobna
dokumentace téchto funkci je umisténa na zacatku kazdého souboru. Dokumen-
tace obsahuje podrobny popis funkci a vsech parametrta funkce.

6.2.1 Nazvy funkci

Vsechny nazvy soubori jsou znaCeny malymi pismeny a nazev je zietéze-
nim nékolika zkratek. Zkratky udavaji typ problému, metodu feseni a typ vy-
sledku. V nasledujici tabulce uvadime nékteré dulezité zkratky. Zkratka pro me-
todu Tfeseni je vétSinou jméno autort metod nebo jejich inicidly.

znaceni | umisténi vyznam

i na zacatku | funkce pracujici s intervaly

ils na zacatku | soustava linearnich intervalovych rovnic

iols na zacatku | preurcend soustava linearnich intervalovych rovnic
sym uprostfed | funkce pracuje néjakym zptisobem se symetrii matice
enc na konci obalka zapouzdiujici do intervalu vSechna feseni

Tabulka 6.1: Seznam zkratek v nazvu souboru v pfilozeném balicku funkci.

Pokud na prvni pohled neni vidét, co by funkce méla délat, staci oteviit soubor
této funkce, kde je vSe popsano.

6.2.2 Parametry funkci

Vsechny funkce zacinajici zkratkou ils nebo iols vétsinou obsahuji dva povinné
vstupni parametry (intervalovou matici a intervalovy vektor). Dal$i parametry
jsou vétsinou nepovinné. Intervalova data maji prefix i. Matice jsou znaceny vel-
kymi pismeny ze zacatku abecedy, vektory naopak malymi pismeny. Pokud nazev
funkce kon¢i zkratkou enc znamena to, ze prvni vystupni parametry bude inter-
valovy vektor.
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6.2.3 Metoda nejmensich ¢tverca

Balicek metod obsahuje funkci na feSeni intervalovych soustav metodou nej-
mensich ¢tverct. Tato funkce zapouzdiuje do intervalu vSechna feseni linearniho
intervalového systému metodou nejmensich ¢tvercii a jeji nazev je iolslsqgenc.

Funkce ma tii vstupni parametry, z toho dva povinné, a dva vystupni para-
metry.

parametr ‘ povinné ‘ vyznam

iA ano intervalovd matice koeficienti soustavy 1A € IR™*"
ib ano intervalovy vektor pravych stran b € IR"
tradeoff | ne udava kompromis mezi ¢asem feSeni a t€snosti obalky

Tabulka 6.2: Seznam vstupnich parametri funkce iolslsqenc.

parametr ‘ vyznam
X obalka zapouzdiujici do vektoru mnozinu reseni
status vystupni priznaky

Tabulka 6.3: Seznam vystupnich parametri funkce iolslsqgenc.

Jak jsme jiz ukéazali, pro feSeni intervalovych soustav metodou nejmensich
¢tverctli existuje fada metod. Nékteré metody jsou rychlé, jiné naopak davaji tés-
n€jsi obalku. V predchozi kapitole jsme ukézali, zZe tyto dvé kritéria jdou casto
proti sobé. Proto posledni parametr funkce udava kompromis mezi ¢asem a tés-
nosti. Mozné hodnoty toho parametru jsou:

e 'FASTEST’: nejrychlejsi mozna metoda
e 'FASTER’: spise rychld metoda

e 'EFFECTIVE’: efektivni kompromis (standartni hodnota, pokud tento pa-
rametr neni nastaven)

e 'TIGHTER’: tésné€jsi obalka
o 'TIGHTEST’: nejtésnéjsi obalka
e 'DEFAULT": standartni metoda (=’"EFFECTIVE?)

Posledni vystupni parametr udava, zda zvolena metoda nasla tispésné obalku.
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6.2.4 Priklad volani funkce

Pro ilustraci zde uvadime ptiklad, jak pracovat s nékterymi ptredlozenymi
funkcemi. Prace s ostatnimi funkcemi je velice podobna, proto zde ukazeme jen
jednu jednoduchou funkci. Vysvétlime, jak pracovat s funkci ilskrawczykenc,
ktera hled4 obalku feseni linearnich intervalovych rovnic Krawczykovou meto-
dou. Pro jednoduchost popiseme jen zdkladni moznost volani, nebot tato funkce
obsahuje celkem osm parametrii. Tato funkce ocekava dva povinné vstupni para-
metry.

Uvazme néasledujici intervalovou soustavu

(@1 )= (55)

Nasledujici kéd ukazuje pouziti metody ilskrawczykenc.

>> A = infsup ( [ 2 -1; 0 1], [4 0; 1 2])

intval A =

[ 2.0000, 4.0000] [ -1.0000, 0.0000]
[ 0.0000, 1.0000] [ 1.0000, 2.0000]
>> b = infsup([-2 -3], [5 5])’

intval b =

[ -2.0000, 5.0000]

[ -3.0000, 5.0000]

>> ilskrawczykenc(A,Db)
intval ans =

[ -5.4136, 6.5715]
[ -8.7670, 9.7143]

Metoda nam vratila obalku mnoziny feseni. AvsSak intervalovy obal mnoziny feSeni
je ([_Qa 5]7 [_557 60])T
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7. Programatorska dokumentace

V této kapitole popiSeme implementacni detaily programu. VSechny algoritmy
jsou popsany v pseudokédu v predchozich kapitolach. Zde uvedeme technické
detaily a odlisnosti, nebudeme uvadét vsechny pouzité metody. Ukazeme, jak
optimalizovat kéd tak, aby preklada¢ Matlabu vygeneroval co nejrychlejsi kéd.

Pro efektivni programovani v Matlabu je velice vhodné pouzivat funkce vesta-
véné funkce pro matice a vektory. Obecné plati, pokud data maji vektorovou nebo
maticovou charakteristiku, je vhodné pouzit vestavéné funkce na praci s nimi.
Nebot pouzitim téchto funkci Matlab dokaze optimalizovat cilovy kéd. Piekladac
Matlabu dokaze generovat vektorové instrukce. Navic vétsina funkci Matlabu je
navrzena velice efektivné. Nahrazenim casti kodu vhodnymi funkcemi Matlabu
muzeme dosdhnout pomérné velkého zrychleni.

7.1 Predpodminéni

Méjme dan intervalovy systém Az = b, kde A € IR™", b € IR". Pak
predpominovaci matici volime jako pfibliznou inverzi k

At 0

A62 ]m—n
kde A°! € R™ " obsahuje prvnich n fadkd matice A¢ a A? € R(m=*" zhytek
matice A°.

7.2 Iteracni metody

Itera¢ni metody funguji na iterativnim zlepsovani pocatecniho feSeni. Itera-
tivni zlepsovani jsme vyjadrili pomoci vzorce pro x;. Jednotlivé slozky v k-té
iteraci Gauss-Seidelova jsme vyjadrili

1 i—1 n
k __ 2 k E /‘ k—1
fBZ- = a— (bl — aija;j — aija:j ),
v j=1 j=i+1

k

i =

k-1

ke
x x; N,

V praktické implementaci v Matlabu ¥ po¢itdme

sloupce = [ 1:(i-1) (i+1):n ];
xk(i) = ( b(i) - A(4, sloupce) * xk(sloupce) ) / A(i,i).

Jesté predtim ne zaéneme poéitat ¥, musime nastavit ¥ = 2. Staré feseni
si musime také uchovavat, abychom potom mohli udélat prinik. Obdobné tento
postup volime i u Jacobiho metody.

U Gauss-Seidelovy metody délame prinik feseni pokazdé, kdyz aktualizujeme
xf. U Jacobiho metody staci délat priinik feseni az po konci jedné iterace.

U iteracnich metod je nastaveny maximéalni pocet iteraci, maximéalni pocet
iteraci 1ze ménit pomoci parametru funkce. Itera¢ni metody sviij vypocet skonci,
pokud jsme pfesahli maximalni pocet iteraci, nebo plati

k

2" — 2" < e AT — T < €, proe > 0.
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7.3 Hansen—Bliek—Rohn, Ning-Kearfott

Pokud bychom pouzili metodu Hansen—Bliek—Rohn tak, jak jsme ji ukazali ve
vété [I7, nemuseli bychom dostat rigorézni vysledek. To je zptisobeno zaokrouh-
lovacimi chybami na pocitaci a také tim, ze nékteré realna cisla se nedaji presné
reprezentovat na pocitaci (napf. 0.1,1/3). Pokud bychom chtéli dostat rigorézni
vysledek, tak bychom metodu museli poupravit. Bud bychom museli pracovat
pouze s intervaly v prubéhu vypoctu, nebo bychom museli rtizné prepinat zao-
krouhlovani v Matlabu.

Proto je jednodussi implementovat metodu Ning-Kearfott. Pokud vsSechny
operace v této metodé budeme provadét pomoci intervalové aritmetiky, tak do-
staneme rigorézni obalku.

7.4 Metoda vyuzZivajici symetrie

Tato funkce je obecné popsana v [4.3.2] zde uvedeme pouze konkrétni specifi-
kace nasi implementace. Aby tato metoda fungovala rychle, je dulezité efektivné
vyhodnotit

n j—1

ZCU (b; — Aj;z)) ZZ Cu’ + Ciyay) Ay

7j=1 =1

Vzorec rozdélime na dvé ¢asti. Prvni ¢ést D 7, Cy;(b; — Ajjx;f) spocitame pro
v8echny [ jako C'(b — d ® x*), kde d je vektor sestaveny s diagonélnich prvku
matice A a oprace ® je nasobeni vektori po slozkdch. Druhou ¢ast spocitame
pro kazdé [ jako 2
2l = 0;
for j:=1,....ndo
C,=(C(l,1:5-1)- x}f)T+Clj cx*(1:j—1);
2 =%+ (Cp, A(L:j—1,7));
end for
kde (-, -) znadi skalarni soucin dvou vektort. Vypocet z jsme provedli podle ekvi-
valentniho vzorce

=Cb-dox")—
kde

Akorat z; jsme pocitali efektivné, tak aby Matlab mohl kéd optimalizovat.
Na nalezeni obalky mnoziny feseni linedrniho intervalového systému

CAy ==z

pouzivame metodu Ning-Kearfott. Tuto metodu jsme volili, protoze je rychla
a dava tésnou obalku.
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7.5 Metoda nejmensich ¢tverca

Funkce iolslsgenc mé jako posledni parametr moznost urcit pouzitou metodu.
Obecné je obtizné urcit, kterd metoda vyhovuje danému parametru nejlépe. Me-
tody jsme rozdélili do kategorii na zakladé numerického testovani. Zkratky metod
volime stejné jako v sekci Ve funkci iolslsgenc volime metody na zakladé
parametru tradeoff nasledovné:

'FASTEST’: metoda verifylss fesici systém ([5.1))
'FASTER’: metoda verifylss fesici systém ([5.2))

'EFFECTIVE’: metoda Ning-Kearfott (NK) vyuzivajici alternativni sys-

tém  (5.2)
'TIGHTER’: metoda vyuzivajici symetrie (sym)

"TIGHTEST’: metoda intersect
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Z.avér

V této praci jsme uvedli prehled metod zapouzdieni vSech feseni intervalovych
linearnich rovnic metodou nejmensich ¢tvercti. Tento systém je tvoren symetric-
kou intervalovou matici, proto jsou soucasti prace také metody na symetrické
soustavy. Vysledkem nasi prace je také implementace téchto metod v prostiedi
Matlab za vyuziti intervalové knihovny Intlab. Déle jsme numericky porovnali
rlizné pristupy.

V prvnich kapitolach jsme predstavili zdklady intervalové analyzy, jako napf¥i-
klad intervalovou aritmetiku, intervalové funkce a matice. Také jsme se vénovali
intervalové linearni algebfe. Pak nase pozornost smérovala k soustavam interva-
lovych linearnich rovnic. Nasledné jsme prezentovali metody na nalezeni obalky
mnoziny feseni intervalovych linearnich rovnic metodou nejmensich ¢tvercii.

Poté jsme jednotlivé metody porovnali jak z hlediska rychlosti, tak z hlediska
tésnosti obalek. Metody jsme porovnavali na nahodné vygenerovanych preurce-
nych intervalovych systémech. Na konci porovnani jsme rozebrali vyhody a nevy-
hody jednotlivych metod. Uvedli jsme pfipady, kdy je vhodné pouzit konkrétni
metody.

Posledni kapitoly jsme vénovali ptilozenému balicku metod pro Matlab. Uka-
zali jsme jak tyto metody pouzivat. Vsechny metody jsme podrobné zdokumen-
tovali v jednotlivych M-souborech. Nakonec jsme se zabyvali implementac¢nimi
detaily téchto metod.
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