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Abstrakt: Tato prace spojuje tradi¢ni koncept linearniho programovani s inter-
valovym pocitanim. Intervalové pocitani prinési jistotu, ze se vysledna hodnota
vyskytuje ve spoc¢teném intervalu, a moznost vlozit na vstup interval misto kon-
krétniho ¢isla. Toho se vyuzije zvlasté pti praktickych problémech, kdy ziskavame
vstupy méfenim a presnou hodnotu nezname. Prvnim zkoumanym tématem je
mnozina optimalnich hodnot intervalového linedrniho programu z hlediska obsahu
¢iselnych hodnot a jejich mezi. Prace dale rozsituje klasické pojeti duality gapu
do intervalového linearniho programovani, urcuje postacujici a nutné podminky
pro jeho silnou nulovost a zkouma spojitost mezi nulovosti duality gapu a souvis-
losti mnoziny optiméalnich hodnot. Na prikladech jsou ukézany mozné hodnoty
duality gapu v jednom intervalovém linearnim programu. Poslednim zkoumanym
tématem je silnd a slaba dualita pro intervalové linedrni programy a rozsifovani
jejich dalsich formem pro hranice mnoziny optimalnich hodnot.
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Abstract: This thesis combines a traditional concept of linear programming and
interval analysis. Interval analysis ensures that a result belongs to a counted in-
terval and allows us to put an interval instead of a single value on the input. It
can be useful especially in practical problems where we get data from measure-
ments and we do not know exact values. The first explored topic is the optimal
value range with respect to values and its bounds. Also, the classical concept of
duality gap is expanded to interval linear programmimg, necessary and sufficient
conditions for zero duality gap and connections between zero duality gap and
a continuous set of optimal values are determined. Possible values of duality gap
in an interval linear program are shown in examples. The last topic are weak and
strong duality in interval linear programming, strong duality types for bounds of
the optimal value range and their extensions.
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1. Uvod

Linearni programovani je Siroce pouzivané odvétvi optimalizace, ve kterém je
optimalizovana linearni funkce za pouziti linearnich podminek. Mnoho problémi
z praxe se da vyjadrit jako tloha linedrniho programovani, diky ¢emuz ziskalo
linedrni programovani vyuziti zejména v ekonomii, napiiklad pii planovani, roz-
vrhovani a v dopravé. Kazdy linearni program muze byt prepsan do své dualni
formy, coz poskytuje silny teoreticky nastroj vyuzitelny pii konstrukci mnoha
algoritmii.

Mezi prvni osoby zabyvajici se formulaci linearnich programi patfili ve 40. le-
tech 20. stoleti sovétsky matematik Leonid V. Kantorovi¢ a nizozemsky ekonom
Tjalling C. Koopmans, ktefi spole¢né v roce 1975 obdrzeli Nobelovu cenu za eko-
nomii. O rozsifeni linearniho programovani a umoznéni jeho praktického pou-
ziti se zaslouzil americky matematik George Dantzig, ktery vynalezl v roce 1947
prakticky pouzitelny algoritmus fesici linearni programy — simplexovou metodu.
Ve stejném roce vymyslel po setkani s Dantzigem John von Neumann teorii dua-
lity v linedrnim programovani. V roce 1979 nalezl Leonid G. Chacijan elipsoidovou
metodu, slabé polynomialni algoritmus fesici linearni program. V praxi vsak tento
algoritmus nebyl pouzitelny. Pozdéji byly nalezeny dalsi praktic¢téjsi metody.

Redlné problémy z praxe podléhaji rtiznym nepfesnostem (méfeni hodnot, od-
hady, neznalost pfesné hodnoty), stejné tak stroje nemohou pocéitat s neomezenou
presnosti, ale ¢isla zaokrouhluji. Jednim ze zptsobi, jak se vyporadat s témito
nepresnostmi, je pouzit intervalové pocitani.

Hlavni idea intervalového pristupu tkvi v pocitani s uzavienymi intervaly,
misto konkrétni hodnoty pocitame s celym intervalem, ve kterém se dana hod-
nota urcité nachdzi. Intervalova reprezentace je svym zptisobem prirozend, nebot
intervaly se nachézi vSude kolem nés — autobus jede za 0-3 min, vyska konkrét-
niho ¢lovéka je 1,7-1,8 m, tocena limonada ve sklenici neobsahuje piesné 0,5 1.

Intervalové pocitani nenachazi vyuziti pouze tam, kde presné hodnoty neu-
mime urcit, ale také pri strojové reprezentaci cisel, kde se musime vyporadat
s omezenou presnosti zapisu c¢isla kviili po¢tu bitd, pomoci kterych ¢islo repre-
zentujeme. I zdanlivé pekna cisla jako napriklad ¢islo 0,1 mohou mit kviili binarni
reprezentaci dat nekonecny binarni rozvoj. Obycejné tedy dochézi k zaokrouh-
leni, a tedy k drobné chybé, ktera se vSak muize pfi nasledném pocitani nastiadat
do velkych rozméri. O vysledné hodnoté pak nejsme schopni fict, jak moc je
dobra nebo $patna. To mize mit katastrofalni dusledky, jak ukazuji zndmé pii-
klady z historie zptisobené pravé zkreslenim kvili poc¢itacové reprezentaci cisel:

e ziiceni ropné ploSiny (smykova napéti byla podcenéna o 47 % a doslo k pre-
tizeni plosiny, 1996),

e havérie rakety Ariane (pfevod z 64b floating-point ¢isla na 16b znaménkovy
integer, 1991),

e Spatné nacasovani vybuchu rakety pii protiraketové obrané (kvili binarni
reprezentaci 0,1 zpozdéni 0,34 sekund, 1991).

Jednim z feseni tohoto problému je reprezentovat dané ¢islo pomoci intervalu,
do kterého jisté spada a jehoz hranice jiz umime presné vyjadrit. V intervalovém



pocitani mize sice jista chyba vzniknout také, ale cely koncept je navrhnut tak,
abychom na rozdil od predchoziho pifipadu méli vzdy jistotu, ze vysledna hodnota
spada do spoc¢teného intervalu. Mize se vsak stat, ze spocteny interval bude prilis
siroky, a tedy prakticky nepouzitelny.

Intervalové pocitani nachazi diky uvedenym vlastnostem vyuziti v mnoha teo-
retickych (napf. hledani algoritmt dévajicich co neuzsi vysledny interval) i prak-
tickych oborech jako je ekonomie, robotika, mechanika aj. Nékolik znamych me-
tod je nahrazeno jejich intervalovou verzi (napf. raytraicing v pocitacové grafice,
Gaussova eliminace v linearni algebie), déle se da pouzit ke zpfestiovani fyzikal-
nich konstant (napf. gravitaéni konstanta) a matematickym dikaztim Fizenym
pocitadem (napt. Keplerova domnénka).

Samotna myslenka zapouzdreni ¢isla do intervalu neni nic nového, jiz Archi-
medes dokazal odhad na cislo 7

3% <m< 3?.

Rozvoj novodobého intervalového pocitani je vsak spjat s rozvojem pocitact
v druhé poloviné 20. stoleti. V té dobé bylo vydano nékolik na sobé nezavislych
publikaci se zéklady intervalového pocitani. Jednim z prvnich védct pouzivajici
intervalové pocitani byl numericky matematik Mieczyslaw Warmus, ktery bu-
doval intervaly pres stied a polomeér a jeho hlavni motivaci byly zaokrouhlovaci
chyby. Za pravého zakladatele intervalového pocitani je nékterymi povazovan Ra-
mon E. Moore, ktery ve své knize Interval Analysis vydané v roce 1966 shrnul
zakladni intervalové operace a vybudoval Siroky aparat.

Zpocatku se intervalové pocitani vyvijelo pomaleji, spolu s rozvojem pocitact
a védeckym pokrokem zacinalo nabyvat na sile a bylo implementovano do nékolika
programovacich jazykfﬂ Postupné vznikala snaha o sjednoceni a standardizaci,
ktera vyustila v roce 2015, kdy byl vydan mezinarodni standardE] pro intervalové
pocitani. Cast normy je v soucasné dobé stale ve fazi vyvoje.

Intervalové linearni programovani je prirozenym rozsitenim linearniho progra-
movani za pouziti intervalového pocitani, tedy misto redlnych koeficient v tce-
lové funkci a v podminkéach se zde vyskytuji realné uzaviené intervaly. Intervalové
line4drni programovani ptrinasi oproti klasickému linedrnimu programovani zptisob
vyrovnani se s nepresnostmi. Vyvijelo se v poslednich c¢tyficeti letech a mezi
predméty zajmu patii zkoumani mnoziny optimalnich hodnot, bazicka stabilita,
dualita a dalsi.

Mezi predni experty zabyvajici se intervalovym linearnim programovanim
patii cesti védci Jifi Rohn a Milan Hladik, italsky matematik Paolo Serafini,
francouzsti védci Virginie Gabrel, Cecile Murat a dalsi.

1.1 Cile prace

Cilem prace je popsat tvar mnoziny optiméalnich hodnot, a to z hlediska urceni
jejich mezi, rozebrani souvislosti mnoziny a vyskytu realnych hodnot, popi. £oo.

! Piehled knihoven nékterych z nich lze najit v diplomové praci Jaroslava Horacka [5].
2 IEEE Std 1788-2015



Dalsim cilem je podat piehled o problematice duality v intervalovém linearnim
programovani, uvést zakladni véty o dualité a véty vyuzivajici dudlni vlastnosti.
Ty déle nové rozsifit pro ostatni typy intervalovych linearnich programt.

Poslednim cilem je zkoumani duality gapu pro intervalovy linearni program,
a to konkrétné zjisténi, jakych hodnot muze nabyvat v jednom programu, a za-
méfeni se na nulovost — nalezeni nutnych a postacujicich podminek pro nulovost
a dale zkoumani vlivu souvislosti mnoziny optimalnich hodnot na nulovost duality

gapu.

1.2 Struktura prace a vysledky

Kapitola [2| se vénuje tvodu do linedrniho programovani a do intervalového
pocitani, zavedeme zde zakladni pojmy, intervalovou aritmetiku a na prikladu
ukazeme, Ze je nutné rozdélit intervalové linearni soustavy na nékolik typt. Déle
poskytneme tvod do intervalového linedrniho programovani, které do linearniho
programovani zavadi intervalové po¢itani. Na konci této kapitoly, v sekci[2.5] uva-
dime zakladni véty pro testovani pripustnosti intervalovych linearnich systém,
na které budeme dale prevadét nékteré problémy.

V linedrnim programovani hraje dtlezitou roli optimalni hodnota daného pro-
gramu, v intervalovém linedrnim programovani ziskame misto jedné ciselné hod-
noty mnozinu ¢isel — mnozinu optiméalnich hodnot. V dalsich kapitolach se jiz
budeme zabyvat touto mnozinou a s ni souvisejici dualitou v intervalovém line-
arnim programovani.

Nejprve se zaméfime na mozny tvar mnoziny optimélnich hodnot (sekce .
Povedlo se ukazat, ze mnozina optimalnich hodnot mize vypadat rizné, muze
byt souvislé i nesouvisla a stejné tak mutize obsahovat realna ¢isla i 00. Rozebe-
reme vSechny mozné kombinace téchto vlastnosti a kazdou kombinaci podlozime
vlastnim konkrétnim prikladem.

Souvisla mnozina optimélnich hodnot nutné tvori uzavieny interval, v tako-
vém pripadé dava smysl zjistit hranice tohoto intervalu. Znat hranice je vsak uzi-
tecné i pro nesouvislou mnozinu, nebot ji do intervalu uréenym hranicemi muzeme
zapouzdrit a vime, Ze vSechny jeji prvky lezi v ziskaném intervalu. Tvary hranic,
nejprve pouze zdkladnimi, se zabyvame v ¢asti [3.3] Rozsifujicimi tvary hranic
vyuzivajicimi dudlni programy se zabyvame pozdéji, v sekei [4.3]

Urceni hranic je pro nékteré typy intervalovych linearnich systémii snadné,
pro jiné jde o NP-tézky problém.

V kapitole [4] zavedeme dualitu v intervalovém linedrnim programovani. Uka-
zeme intervalovou slabou a silnou dualitu, kterou nové rozsifime pro vsSechny
typy intervalového linearniho systému. Pozornost zamérime také na dosud nepro-
zkoumanou oblast — na duality gap intervalového linedrniho programu, rozdil
optimalnich hodnot primarniho a dualniho programu. Obdobné jako v klasickém
linedrnim programovani intervalova silna dualita plati pouze za predpokladu nu-
lového duality gapu. Pokusime se tedy najit nutné a postacujici podminky pro
nulovost duality gapu a dale vyvratit nebo dokazat vliv souvislosti mnoziny opti-
malnich hodnot na nulovost duality gapu. Potvrzeni vlivu by ndm mohlo pomoci
prevést problém nulovosti duality gapu na vice prozkoumany problém souvislosti
mnoziny optimalnich hodnot. Avsak az na jeden pripad jakykoli vliv vyvratime.
Také na prikladech ukazeme nékteré hodnoty duality gapu v jednom programu.



Na zavér, v sekei [4.3] uvedeme za pomoci duélnich vlastnosti dalsi tvary mezi
mnoziny optimélnich hodnot pro intervalovy linearni systém s rovnostmi a zku-
sime prozkoumat jejich mozné rozsireni pro vSechny typy intervalovych linearnich
systémti. Oslabime predpoklady Rohnovy véty o tvaru horni meze optimalni hod-
noty primarniho programu a déle zobecnime prvni ¢ast Serafiniho véty pro meze
typu (A) a ukdzeme, Ze druhé ¢ast obecné rozsifit nelze. Také odvodime dudlni
tvar Serafiniho véty pro typ (B).



2. Zakladni znalosti

Nejprve uvedeme zakladni pojmy a tvrzeni z linedrniho programovani a z inter-
valového pocitani pro seznameni ¢tenare s danou problematikou. V dalsi ¢asti uve-
deme néekteré znamé vysledky o pripustnosti intervalovych linedrnich programi.

2.1 Znadeni

Budeme pouzivat nasledujici znaceni: Symbol R* znac¢i rozsifenou realnou
osu, tj. RU {£o0}, zapis [a, 0], [—00,a], kde a € R, je zkratkou za intervaly
obsahujici oo, resp. —oo, tj. za obvykly zéapis [a, 00) U {oo}, (—00,a] U {—o0}.
Pomoci symbolu T}, znac¢ime diagonalni matici s vektorem y na diagondle, I znaci
matici identity (vyhovujici dimenze), sgny znaci funkei signum.

2.2 Uvod do linearniho programovani

Nez budeme pracovat s intervaly, zavedeme pojmy a potiebné vysledky z kla-
sického linearniho programovani. Tato ¢ast ¢erpa z knih Understanding and Using
Linear Programming[7|, Theory of Linear and Integer Programming|[15] a Linear
Optimization and Extensions[10], kde lze nalézt dalsi poznatky.

Definice 2.1 (Linearni systém). Linedrnim systémem (rovnic a nerovnic) rozu-
mime soustavu linedrnich rovnic a nerovnic Ax = b, Cx < d, kde A € R™*",
C € R b R™, d e RF. Linedrni systém nazveme piipustnym, pokud existuje
vektor x splrniugici vSechny jeho rovnice a nerovnice.

Definice 2.2 (Linearni program). Linedrnim programem (LP) rozumime dlohu

min c'x

za podminek Ax = b,z > 0,

kde A € R™" b c R™ ceR", z €R", m,n € N. Funkci c'z nazjvdme Géelovou
funkci. Ulohu budeme zapisovat zkrdcené jako

minc'w | Az = b, v > 0.

Definice 2.3 (ReSeni LP). Vektor x nazveme ptipustnym feSenim linedrniho
programu minc'y | Az = b, x > 0, spliuge-li viechny jeho podminky. Linedrni
program nazveme pripustnym, md-li pripustné feseni (tj. prislusny linedrni sys-
tém je pripustny).

Vektor x* nazveme optimalnim FeSenim (optimem), je-li pripustngm TeSenim
a navic ddvd nejnizsi hodnotu ucelove funkce ze vsech pripustnych rTesend.

Definice 2.4 (Optimélni hodnota). Optimalni hodnotou linedrniho programu
minc¢'x | Av = b, x > 0 rozumime hodnotu

f(Ab,c):=inf{c's | Av = b, x > 0}.



Optimalni hodnota byva casto definovana pomoci minima misto infima, s roz-
Sifenim min():=inf() = co a min A:=inf A = —oo pro mnozinu A spliiujici
inf A = —oo. Pro vSechny ostatni mnoziny B také plati, Ze min B = inf B. Pak se
d4 zépis minc'r | Ax = b, * > 0 chapat jako linedrni program nebo jeho opti-
malni hodnota, min v prvnim piipadé znac¢i minimalizaci, ve druhém minimum.
V textu dale budeme pouzivat stejny zapis pro obé moznosti, z kontextu je jasné,
kdy jde o minimalizaci a kdy o minimum.

Line4rni program mtize byt zadefinovan také ve tvaru minc'z | Az < b nebo
minc'z | Az < b, x > 0. Viechny tvary jsou na sebe vzajemné pievoditelné, stejné
tak libovolny linearni systém rovnic a nerovnic lze na kazdy z téchto tvart prevést
(ukdzka PF. . Ucelovou funkci miizeme misto minimalizace maximalizovat,

kdy opét uvazujeme max® = sup() = —oo. Maximalizace c¢'z je ekvivalentni
minimalizaci —c'z a plati minc¢'z = — max —c'x.

Kazdy linearni program lze tedy pfevést na tvar minc'z | Ax = b, z > 0.

Znaceni. Mnozinu, kterou popisuje linearni systém rovnic a nerovnic, budeme
znacit M(A,b). Déle ozna¢ime pomoci pismen (A), (B), (C) jeji obvykle pouzi-
vané tvary v linedrnim programovani

(A) M(A,b) ={z e R"| Az = b,z > 0},
(B) M(A,b) ={z € R" | Az < b},
(C) M(A,b) ={z e R" | Az < b,z > 0}.
Priklad 2.1. Méjme linedrni program
minx + 8y

x—1y > 10
2z + 5y = 20
x>0

Tento program muzeme prevést na tvar (A) pomoci substituce y = z—a, z,a > 0.
Vynasobenim nerovnosti ¢islem —1 a pfi¢tenim nezaporného ¢isla u k nerovnosti
ziskame program

minz + 8z — 8a

—rx+4+z—a+u=-10
2 + 5z — ba =20
z2>0,a>0,2>0,u>0.

Definice 2.5 (Dualni LP). Duélnim linearnim programem (dudlem) k programu
minc'z | Az = b,x > 0 rozumime linedrni program

maxb'y | ATy < ec.

Puvodni LP nazyvame primarni linedrni program.



Duélni linedrni program muZeme definovat také pro typy (B) a (C), pro
typ (B) ma duél tvar
maXbTy ’ ATy =cy < 07

duélni linearni program k typu (C) je tvaru

maxb'y | ATy < ¢,y < 0.

Znaceni. Oznacime f(A,b, ¢) optimalni hodnotu primarniho LP a g(A, b, ¢) opti-
malni hodnotu pfislusného dualniho LP.

Mohou nastat tii ptipady dle optiméalni hodnoty
(a) f(A,b,c) =c'z* € R: ikdme, Ze LP md optimdini vesen.
(b) f(A,b,c) = —o0: fikdme, ze LP je neomezeny.

(¢) f(A,b,¢) = oco: LP nemd zadné ptipustné feSeni, fikdme, ze LP je nepri-
pustny.

Obdobné pro g(A, b, c)

(a) g(A,b,c) = c'z* € R: dudlni LP md optimdini vesent.

(b) g(A,b,c) = oo: dudlni LP je neomezeny.

(c) g(A,b,c) = —o0: dudlni LP je nepripustny.
Ptipustny LP souhrnné oznacuje moznosti (a) a (b), tedy neomezeny LP nebo
LP majici optimalni feSeni.

Definice 2.6 (Duality gap). Rozdil f(A,b,c)—g(A,b,c) oznacujeme jako duality
gap, pricemz pro f(A,b,c) = g(A,b,c) = oo nebo f(A,b,c) = g(A,b,c) = —o0 de-
finujeme duality gap rovny 0. Pokud je rozdil rovny nule, tj. f(A,b,c) = g(A,b,c),
pouZivame spojeni nulovy, v obrdceném pripadée nenulovy, duality gap.

Véta 2.1 (Slaba dualita). Pro optimdlni hodnoty primdrniho (minimalizacniho)
a dudlniho (mazimalizacniho) linedrniho programu plati ndsledugjici vztah

g(A,b,c) < f(A, b, c).

Véta 2.2 (Silna dualita). Pro primdrni a dudlni LP nastane vZdy pravé jedna
z mozZnosti

(a) f(A,b,c)= 00, g(A, b, c)=—00, tj. primdrni i dudini LP jsou nepripustné,
(b) f(A,b,c) =g(A,b,c), tedy
(i) primdrni LP je neomezeny a dudlni nepripustny, nebo
(11) primarni LP je nepfipustny a dudlni neomezeny, nebo
(#i) primdrnd i dudlni LP jsou pripustné.
Slaba dualita vylucuje existenci moznosti, kdy jsou oba, primarni i dudlni,
programy neomezené nebo kdy je jeden program pripustny a druhy neomezeny

nebo nepfipustny. Ze silné duality vidime, ze duality gap mtze byt nenulovy
jediné v pripadé, kdy je jak priméarni, tak dudlni linedrni program nepiipustny.
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2.3 Uvod do intervalového poéitani

Zéklady intervalové analyzy vybudoval Moore v roce 1966, mezi soucasné
p€kné piehledové knihy o intervalovém pocitani patii Introduction to Interval
Analysis[8] z roku 2009 od autortt Moore, Kearfott a Cloud.

Definice 2.7 (Interval). Méjme x, T € R spliujici x < T, pak (redlnym) inter-
valem rozumime mnoZinu

r=[z,7]={reR|z<z<7T}

Cisla z, T nazjvdme dolni a horni mez intervalu. MnoZinu redlnijch intervali
znacime symbolem IR. Interval spliujici x = T nazyvame degenerovany interval.

Definice 2.8 (Stfed a polomér intervalu). Méjme interval [z, 7], pak stfedem,
resp. polomérem intervalu rozumime cisla

T+ 7T T—2x
, Tesp. Ta =
2 p-Ta ="y

Jiny zptsob, jak mizeme vyjadrit interval, je pomoci stfedu a poloméru

Te =

x=[r.—zpn,z.+xal={x eR ||z —2] <zr}

Pro pocitani s intervaly se zavadi intervalova aritmetika, ktera je definovana
tak, aby vysledny interval pokryval vSechny mozné hodnoty vzniklé vybérem
konkrétnich hodnot z danych intervali.

Definice 2.9 (Intervalova aritmetika). Necht a,b € IR, potom aritmetické ope-
race definujeme nasledovné

aob:={aob|ac a,bec b}, tedy konkrétné

a+b:=[a+ba+b,
a—b:=la—ba—1],
a - b:=[min S,max S|, kde S = {ab, ab,ab,ab},
a/bim {[min S, max 5], kde S = {a/b,a/b,a/b,a/b} pro0¢b,
nedefinovano pro 0 € b.
Obdobnym zpiisobem, jakym definujeme intervaly, definujeme také interva-

lové matice. Mlizeme si predstavit, ze intervalova matice ma misto cisel za prvky
intervaly.

Definice 2.10 (Intervalova matice, stifedova, polomérova matice). Méjme dvé
matice A, A € R™" sphiujici A < A. Pak intervalovou matici rozumime
mnozinu
A=[AA={AeR™" | A< A< A}
matice A a A nazjvdme dolni a horni mezi.
Stredovou, resp. polomérovou intervalovou matici rozumime matice

1 — 1
A= 5(4—!— A), resp. Ap:= §(A —A).
MnoZinu viech intervalovijch matic o rozmérech m x n znac¢ime IR™*". Interva-
lovym vektorem rozumime intervalovou matici o rozmeérech m x 1.
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Intervalovymi linearnimi systémy se zabyval Neumaier ve své knize Interval
Methods for Systems of Equations[9].

Definice 2.11 (Intervalovy linedrni systém). Méjme intervalovy vektor b € TR™
a intervalovou matici A € IR™*". Intervalovym linedrnim systémem (soustavou)
rovnic Az = b rozumime mnozinu systéma

{Az=b| A€ A, be b}

Analogicky definujeme intervalovy linedrni systém nerovnic pro nerovnosti. Sou-
hrnné budeme vzniklou mnozinu nazyvat intervalovym linearnim systémem.

Definice 2.12 (Reseni intervalového linedrniho systému). (Slabym) fesenim in-
tervalového linedrniho systéemu Ax = b rozumime vektor x spliujici Ax = b
pro néjaké A € A, b € b, silnym FfeSenim rozumime vektor x spliujici Ax = b
pro vsechny A € A, b € b.

Mnozinu teseni intervalového linedrniho systému definujeme jako mmnoZinu
vSech slabych teseni, tj. X = {x | JA € A, Fb € b : Ax = b}.

V klasickém LP nezalezelo na pouzitém typu linearniho systému, vSechny byly
mezi sebou prevoditelné. U intervalového linearniho programu na typu zavisi, jed-
notlivé typy navzajem prevoditelné nejsou kviili castému problému intervalového
pocitani — zavislostem. Tento problém vyvstava naptiklad pti prevodu ILP typu
(B) na typ (C). Nelze pouzit rozepsani vektoru x na kladnou a zapornou cast,
jak se obvykle prevadi v redlnych LP, nebof bychom dostali nasledujici systém

A.Z‘l — AIQ S b,
xy, wg > 0.

vvvvv

ztraci zavislost, ze vybrand matice A € A je tataz. Novy systém je ekvivalentni
mnoziné systému {A;x; — Asxe < b | Ay, Ay € A, b € b, x1,75 > 0}, zatimco
ptuvodni systém mnoziné {Azx; — Aze <b| A€ A beE b, x1,25 > 0}.

Priklad. Konkrétné, méjme intervalovy linearni systém
1,2z <1 (2.1)
a systém s rozepsanym x na kladnou (z) a zadpornou (x) ¢ast
[1,2]x; — [1,2)ze <1, 290 >0, 25 > 0. (2.2)
Pak vektor z1 = 3, 25 = 1 je FeSenim systému ([2.2)), nebot 1.2 —2-25 = 3—-2 =1,
ale x = 1 — x5 = 2 neni feSenim ptvodniho systému .

Obdobny problém se zavislostmi by mél i pfevod z intervalové rovnice na
intervalové nerovnice, tedy pfevod z typu (A) na typ (C).

Ne kazdy prevod je Spatny z pohledu zmény mnoziny feseni, napt. pfevod
z typu (C) na typ (A) lze provést analogickym zptisobem jako v klasickém poci-
tani, aniz by se zménila mnozina feseni, nasledujicim zptisobem

Az <b,x>0— Ax+Iy=>b,z,y > 0.

Tento prevod je vSak, jak uvidime pozdéji, vypocetné nevyhodny.
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2.4 Uvod do intervalového linearniho programo-
vani

V této casti rozsitime koncept linedrniho programovani pomoci intervalového
poc¢itani, pékny prehled je uveden v Interval Linear Programming: A Survey[3]
od Milana Hladika a déle v Interval Linear Programming[14] od Jifiho Rohna.

Definice 2.13 (Intervalovy linedrni program). Intervalovym linedrnim progra-
mem (ILP[Y) rozumime mnozinu vsech linedrnich programi minc'z | € M(A,b),
kde A€ A, beb, ce c. Zkracené zapisujeme jako

mine'z | x € M(A,b).

Definice 2.14 (Instance). Pro konkrétni realizaci hodnot (A,b,c): A€ A, b€ b,
¢ € ¢, pouZivime pojem instance.

Definice 2.15 (Ptipustnost). Intervalovy linedrni program je silné ptipustny,
pokud je pripustny pro vsechny instance. Intervalovy linedrni program je slabé
pripustny, pokud je pripustny pro alesporn jednu instanci.

O slabé a silné pripustnosti mluvime i u intervalového linearniho systému.
Intervalovy linearni systém je slabé, resp. silné, pripustny, ma-li alespon jedna,
resp. vSechny, jeho instance feseni. Tedy lze alternativné definovat, ze ILP je slabé
pripustny, je-li jemu pfislusny intervalovy linearni systém slabé pripustny, stejné
tak pro silnou pripustnost.

Vsimnéme si, ze silnd pripustnost nevyzaduje, aby existovalo silné feseni,
tedy jeden pripustny vektor spliiujici vSechny instance. Staci, aby pro kazdou
instanci néjaky pripustny vektor existoval.

Definice 2.16 (Mnozina optimalnich hodnot). Mnozinou optimélnich hodnot
ILP rozumime mnoZinu vsech optimalnich hodnot jednotlivych instanci ILP. Zna-

cime ji f(A, b, c). Tedy
f(Ab,e):={f(A,b,c)| A€ Ajbe b,c € c}.

Mnozina optimélnich hodnot ILP f(A,b,c) nemusi nutné tvofit souvislou

mnozinu (P¥. [2.2).
Priklad 2.2.

(a) Intervalovy linedrni program

min —x
r <1
0,1z <0
x>0
, e, 1 1
mé optimélni hodnotu f(A,b,¢) = —1 pro A = o) b = o) ¢= 1

a pro ostatni instance f(A,b,c) = 0. Tedy f(A,b,c) = {—1,0}, coz neni
souvisla mnozina.

INezaméiujte se stejnopismennou anglickou zkratkou pro celo¢iselné linedrni programovani
(Integer Linear Programming). V celé praci bude zkratka ILP znamenat intervalové linedrni
programovani.
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(b) Oproti tomu mnozina optiméalnich hodnot programu
min —x

x < [1,2]
x>0

je rovna uzavienému intervalu, f(A,b, c) = —[1,2]. Tedy souvisla je.

Definice 2.17 (Duélni ILP). Duélnim ILP (dualem) k intervalovému linedrnimu
programu minc¢'x | Az = b, x > 0 rozumime program maxb'y | ATy < c.

Znacent. Mnozinu optiméalnich hodnot primarniho ILP budeme oznacovat jako
f(A,b, ¢), mnozinu optimalnich hodnot pfislusného duélniho ILP budeme ozna-
¢ovat jako g(A, b, c). Plati g(A,b,c) = {g(A,b,c) | A€ A,be b, c € c}.

Dale mnozinu, kterou popisuje intervalovy linearni systém primérniho pro-
gramu, budeme znacit M(A,b) a mnozinu, kterou popisuje intervalovy linedrni
systém dudlniho programu, budeme znacit N'(A, b).

2.5 Pripustnost intervalového linearniho
systému

V této ¢asti uvadime vysledky o pripustnosti intervalového linearniho systému,
které jsou v praci dale pouzivané. Pékny ptehled uvadi Rohn v [13] a Hladik v [3].
Uvedeme véty pro slabou a silnou pripustnost zavedenych tii typi intervalového
linearniho systému.

Véta 2.3. Intervalovy linedrni systém typu (A) Ax = b, x > 0 je silné pripustny
prave tehdy, kdyz je pro vsechna p € {+1}™ pFipustny systém

(Ac — TpAA)J} = bc + prA, X Z 0.

Véta 2.4. Intervalovy linearni systém typu (B) Az < b je silné pFipustny prdavé
tehdy, kdyz je pripustny systém Ax, — Axs < b, 21,19 > 0.

Véta 2.5. Intervalovy linedrni systém typu (C) Az < b, x > 0 je silné pripustny
pravé tehdy, kdyz je pripustny systém Ax < b, x > 0.

Zajimavy vysledek plati pro typy (B) a (C). Silné p¥ipustnost se ztotoziuje se
silnym FfeSenim, coZ obecné nelze, napf. u typu (A) je silné feseni velmi omezujici
podminkou, na rozdil od silné piipustnosti.

Véta 2.6. Intervalovy linedrni systém typu (C) Ax < b, x > 0 nebo typu (B)
Az < b je siln€ pripustny pravé tehdy, kdyZ md silné resend.

Testovani silné piipustnosti pro typy (B) a (C) je polynomidlni, nebot staci
ovéfit piipustnost jednoho klasického linearniho systému. Pro typ (A) je dokdzéna
[13] NP-tézkost.

Testovani slabé pripustnosti je NP-tézké pro typ (B), pro ostatni se testovani
prevede také na obycejny linearni systém.
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Véta 2.7. Intervalovy linedrni systém typu (A) Ax = b, x > 0 je slabé pripustny
pravé tehdy, kdyz je systém Ax < b, — Ax < —b, v > 0 pripustny.

Véta 2.8. Intervalovy linedarni systém typu (B) Ax < b je slabé pripustny prave
tehdy, kdyz existuje p € {£1}" takové, Ze je systém (A. — AaT,)x < b pripustny.

Véta 2.9. Intervalovy linedrni systém typu (C) Ax < b, x > 0 je slabé pripustny
pravé tehdy, kdyz je systéem Ax < b, x > 0 pripustny.

typ (A): typ (B): typ (C):
Ar=b,2>0 Az <b Az <b, x>0
silna pripustnost NP-tézké polynomialni  polynomialni
slabé pripustnost polynomialni NP-tézké polynomialni

Tabulka 2.1: Slozitost testovani ptipustnosti ILP.

2.6 Obecny tvar intervalového linearniho pro-
gramu

Uvedli jsme obvykle pouzivané tvary linearniho systému, v praxi se vSak

vvvvvv

sahujici pouze rovnosti nebo pouze nerovnosti a o jehoz vsech proménnych pred-
pokladame nezapornost. Z tohoto divodu zavedeme obecny tvar intervalového
linearniho systému, ktery zahrnuje jakykoli intervalovy linearni systém.

Definice 2.18 (Obecny intervalovy linedrni systém). Méjme intervalové matice
A € IR™™ B e IRM", C e IR™™, D € IR q intervalové vektory a € IR”,
b € IR'. Obecnym intervalovym systémem rozumime mnozinu linedrnich systéma

Ar+ By =a,Cx+ Dy=>b,z >0,
kdie Ac A, BeB,CeC,DeD,aca,beb. Zkracené zapisujeme
Ar+By=a,Cr+Dy<b, z>0. (2.3)

Kazdy intervalovy linedrni systém muize byt preveden na tvar (2.3). Nerovnice
typu ,,>“ pfevedeme pomoci vynasobeni ¢islem —1 a pro nekladné proménné
z < 0 pouzijeme substituci 2’ : = —z, 2’ > 0.

Pro obecny intervalovy systém zavedeme obecny tvar intervalového linearniho
programu.

Definice 2.19 (Obecny ILP). Obecnym intervalovym linedrnim programem bu-
deme rozumét program

min (¢'z +d'y) | Ar + By =a, Cx+ Dy < b, x > 0.

Definice 2.20 (Dual obecného ILP). Dualnim programem (dualem) k obecnému
ILP rozumime program

max (a'u+b") | Alu+Cv<e, Bu+Dwv=d,v<0.
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3. Mnozina optimalnich hodnot

Jak jiz bylo fe¢eno v ¢asti[2.4, mnozina optimélnich hodnot intervalového line-
arniho programu nemusi tvorit souvislou mnozinu. Ukézali jsme ptiklady s mnozi-
nami optimalnich hodnot f(A,b,c) = {-1,0} a f(A,b,c) = —[1,2]. V této ka-
pitole se budeme zabyvat dalSimi moznymi tvary mnoziny optimalnich hodnot
ILP a déle jejim omezenim shora i zdola.

3.1 Priklady tvart mnoZiny optimalnich hodnot

Tato kapitola obsahuje priklady ukazujici, Ze mnozina optimalnich hodnot
ILP mtze vypadat rtizné. Potvrzuje, ze ILP mtze mit zaroven jak nepfipustnou,
tak neomezenou instanci nebo ze optimalni hodnota ILP se mize nabyvat jak
na celé rozsirené realné ose, tak jen v nékolika nesousednich bodech.

Tvrzeni 3.1. Intervalovy linedrni program mize soucasné obsahovat libovolnou
neprazdnou podmnoZinu typid instanci: instance nepripustnd, majici optimadlni
hodnotu, neomezend. Pricemz mnoZina optimdlnich hodnot tohoto programu miuze
byt jak souvisld, tak nesouvisld, pokud to pro danou kombinaci ddva smysl. Prehled
moznych kombinaci shrnuje tabulka[5.1]

Pro ditkaz lemmatu slouzi nasledujici rozbor pripadi spolu s uvedenim kon-
krétniho zastupce kazdé skupiny.

Pro prehlednost uvadime tabulku, kterd charakterizuje ILP z hlediska ob-
sahu alespon jedné instance, ktera je neomezena, nepiipustna nebo ma optimalni
feSeni, a z hlediska souvislosti mnoziny optimalnich hodnot.

Nalézt priklad s neomezenou, resp. nepripustnou, instanci je jednoduché, staci
vzit klasicky neomezeny, resp. nepiipustny, linearni program. Ne vSechny mozné
kombinace moznosti z tabulky mohou nastat, napf. nemiize existovat souvisla
mnozina obsahujici pouze +oo a zadné realné cislo. Také neni definovan ILP,
ktery nema zadnou instanci.

V rozboru pripadii nezalezi na tom, zda c¢ast mnoziny optiméalnich hodnot
tvoii bod (degenerovany interval) nebo uzavieny interval, nebot bod lze vhod-
nym pridanim ¢i rozsifenim intervalu, napt. koeficient v optimalizacni funkci,
rozsitit na uzavieny interval. Tedy nebudeme rozlisovat ptripady, kdy je mnozina
optimalnich hodnot slozena z nékolika bodd nebo stejného poctu disjunktnich
intervalti. Piiklady jsou uvedeny pro lepsi citelnost v maximaliza¢nim tvaru, na

minimaliza¢ni se daji pfevést pomoci platnosti vztahu minc'z = — max —c'z.

Priklad 3.1 (souvisld mnoZina, neomezend, optimdalni i nepfipustnd instance).
Méjme intervalovy linedrni program s A = [0,1] a b = [—1, 1]

max
Zvolime-li instance s A = 0, dostaneme nerovnost

0<[-1,1].
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f(A,b,c) ILP obsahuje instanci
souvisla  nepripustna optimalni neomezena

Pi. [3.1 v v v v
Pr. 3.3 v v v X
nelze v v X v
trivialni v v X X
P¥. [3.2) v X v v
P. [2.2(b) v X v X
trivialni v X X v
nelze Ve X X X
Pi. [3.7] X v v v
Pi. [3.5 X v v X
Pi. [3.6 X v X v
nelze X Ve X X
Pi. [3.4 X X v v
P¥.[2.2(a) X X v X
nelze X X X v
nelze X X X X

Tabulka 3.1: Tvary mnoziny optimalnich hodnot ILP

V zévislosti na zvoleném b € [—1, 1] je tato nerovnost splnéna vzdy (b > 0), nebo
nemé feseni (b < 0). Tedy optimélni hodnota téchto instanci je oo, resp. —oo.
Pro zbylé instance, A = a € (0, 1], dostaneme nerovnost ax < [—1, 1], kterou

upravime na tvar

1
x < _[_17 1]
a

Jelikoz maximalizujeme x, bude optimalni hodnota pfislusné instance rovna hod-
noté %, pro b € [—1,1].

Zbyvéa urcit, jakych hodnot miZe nabyvat vyraz % proa € (0,1],b € [—1,1].
Vidime, ze pokryje celou realnou osu, tedy g € (—00,00).

Dohromady f(A,b,c) =R*.

Priklad 3.2 (souvislda mnozina, neomezend i optimalni instance).

maxax

1,1z <1

oo pro A € [-1,0]
I proA=ac(0,1]

f(A,b,c):{

Tedy f(A,b,c)=[1,00].
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Priklad 3.3 (souvisld mnoZina, nepfipustnd i optimdalni instance).

max &
0, 1]z < —1
—o00 pro A=0

f(A,b,c):{

Q=

pro A=a € (0,1]

Tedy f(A,b,c) =[—00, —1].

Priklad 3.4 (nesouvislda mnozina, optimalni i neomezena instance).

max T
1,1z <0
x>0

0 pro A€ (0,1]
oo pro A € [—1,0]

f(A,b,c):{

Tedy f(A,b,c)={0,00}.

Priklad 3.5 (nesouvisld mnozina, nepfipustna i omezend instance).

max T
[—1,1]z <0
—r < -1
Tz <2

—oo pro Ap; € (0,1]
2 pro A € [—1,0]

f(A b c) = {
Tedy f(A,b,c) ={—0,2}.

Priklad 3.6 (nesouvisld mnozina, nepfipustnd i neomezend instance).

max x
[—1,1]z <0
—r < -1

—oo  pro Aq; € (0,1]
oo pro Ay € [—1,0]

f(A b c) = {
Tedy f(A,b,c) ={—00,00}.

16



Priklad 3.7 (nesouvisla mnozina, nepfipustnd, pfipustna i neomezena instance).

max [0, 1)z

[—1,1]z <0
—r < -1

—oo  pro Ay € (0,1}, ¢ libovolné (nebot pak Ay < Az <0)
f(Ab,c) =10 pro Ay € [-1,0], c=0
oo pro Ay € [—1,0], c € (0,1]

Tedy f(A,b,c) = {—00,0,00}.

Priklad 3.8 (nesouvisla mnozina, exponencialné bodt vzhledem k po¢tu promén-

nych, [4]).

n
min — E T;
i=1

Vie{l,..n}:x; <271
[—1,1]z; <0

V z4vislosti na hodnoté vybrané z intervalu mtiZze nastat x; = 0 nebo z; = 2071,
tyto moznosti lze kombinovat nezavisle na sobé, tedy mnozina optimalnich hodnot
tohoto programu je f(A,b,c) ={0,1,2,3,....,2" — 1}.

Otevienym problémem ztstava, zda mize mnozina optiméalnich hodnot tvorit
otevienou ¢i polouzavienou mnozinu. Z charakterizace horni a dolni meze, ktera
bude uvedena v nasledujici kapitole, vyplyva, Ze horni a dolni hranice mnoziny
se vzdy nabyva v bodé mnoziny. Tedy vime, Ze souvislé mnoziny budou vzdy
uzaviené. Neni vSak jasné, zda mize byt nesouvisla mnozina oteviena ¢i polouza-
viena, tedy sjednocenim polouzavienych nebo otevienych intervali.

3.2 Souvislost mnoZiny optimalnich hodnot

Obecné miize byt mnozina optimélnich hodnot nesouvisla, jak potvrdily kon-
krétni priklady v sekci 3.1 Souvislost mizeme v nékterych piipadech zajistit
postacujicimi podminkami.

Postacujici podminku souvislosti mnoziny optiméalnich hodnot pro typ (C)
uvedl Beeck uz v roce 1978 v [1]. Tato jednoduché podminka vyzaduje ovéteni
omezenosti dvou instanci a jejich duali.

Véta 3.2 (Beeck, 1978). Mnozina optimdlnich hodnot ILP tvaru Az < b,z >0
tvoti uzavieny interval, jestlize maji instance s hodnotami (A,0,¢) a (A,b,c) a
jejgich dualni programy omezené mnoziny pripustnych resent.
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Dalsi z postacujicich podminek je spojitost f(A,b,c) na intervalech A, b, c,
nebot pak bude f(A, b, ¢) kompaktni interval (dle znamé véty rikajici, Ze spojitym
obrazem kompaktni mnoziny je opét kompaktni mnozina).

Spojitost pro typ (A) zajistuje nasledujici postacujici podminka uvedena v [17].

Véta 3.3 (Wets, 1985). Méjme ILP Ax = b, x > 0 spliiugjict
e Az =0,2 > 0,c'z < 0 nemd jiné Teseni nez x = 0,
e ATy <0,b'y >0 nemd jiné veseni nez y = 0.

Pak f(A,b,c) je spojitd na intervalech A, b, c.

Existuji dalsi postac¢ujici podminky souvislosti f(A, b, ¢), jednou z nich muze
byt bazicka stabilita [3].

3.3 Urcovani mezi mnoziny optimalnich hodnot

Ackoli f(A, b, ¢) nemusi nutné tvorit souvisly interval, mize byt uzite¢né urcit
horni a dolni mez ILP spoc¢tené mnoziny.

Definice 3.1. Dolni a horni mezi mnoziny optimdlnich hodnot ILP rozumime

f(A,b,c):=inf{f(A,bc) | A€ A,be b, c € c},

f(A,b,c):=sup{f(A,b,c)| Ac A,be b, cec c}.
Nekdy tyto meze oznacujeme jako nejlepsi a nejhorsi pripad.

Tato sekce se zabyva zdkladnim tvarem mezi pro ILP typu (A), (B), (C)
a pro obecny typ, dalsi rozsifujici tvary mezi vyuzivajici dualitu jsou uvedeny
v kapitole [4.3]

Typ (A): Az =b,2>0
Pro zjisténi dolni meze f(A,b,c) typu (A) je tfeba spoctat jeden klasicky

vvvvvv

Tvar dolni meze poprvé urc¢il Machost v roce 1970 [6], tvar horni meze urcil
Rohn nejprve pro mnozinu optimalnich hodnot obsahujici pouze kone¢né hodnoty
(1984), pozdéji i pro nekonecné hodnoty (2006).

Véta 3.4 (Machost, 1970). Plati:

f(A,b,c) =inf{c'z | Az < b, Az > b,z > 0}.

Diikaz. Viz [6] nebo [14]. O

Véta 3.5 (Rohn, 2006). Plati:

f(A,b,c) = sup f(A.—TsAn, be+ Tsba, ©).
se{£1}m
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Diikaz. Viz [14]. O

Véta 3.6 (Rohn, 1995). Spocteni f(A,b,c) je NP-tézke.

Diikaz. Viz [12] nebo [14]. O

Spocteni f(A,b,c) je silné NP-tézké navic i pro specialni p¥ipad, kdy je in-
terval pouze na pravé strané, tj. Az = b (viz [2]).

Typ (B): Az <b

Typ (B) je v dualitnim vztahu k typu (A), uréeni dolni, resp. horni, meze v (B)
odpovida urceni horni, resp. dolni, meze v (A). Spoc¢teni dolni meze je NP-té7ké,
zatimco spocteni horni meze prevedeme opét na jeden klasicky linearni program.

Véta 3.7. Plati:
f(A,b,c) = inf{c,'x — ca'|z| | Acx — A |z| < b}
= inf {(c. — Tica) 'z | (A, — AAT,)2 < b},
se{£1}m

f(A,b,c) =sup{min ¢'a; —c'zy | Ax; — Azy < b, 1 >0, 25 > 0}.

Diikaz. Plyne z duality mezi typy (A) a (B). Také lze vzit typ (B) jako speciélni
pfipad obecného tvaru ILP (Véta . U

Urceni f(A, b, c) je NP-tézké. Dokonce je silné NP-tézké i pro ILP s interva-

lovymi hodnotami pouze v minimaliza¢ni funkci, tj. mine'z | Az < b, [2].

Typ (C): Az <b,xz >0

Intervalovy linedrni program typu (C) je z uvedenych typi nejsnazsi, tvar
obou mezi urcil uz v roce 1961 Vajda.

Véta 3.8 (Vajda, 1961). Plati:
f(A,b,c) =inf{c'z | Az < b,z >0}
f(A,b,c) =inf{c'z | Az < b, 2 >0}

Diikaz. Viz [4]. O

Véta ukazuje, Ze spocteni obou mezi f(A, b, c) je pro typ (C) polynomiélni,
staci vyfesit jeden linearni program pro kazdou mez.

Obecny typ: Az + By =a,Cx+ Dy <b,z>0

V nésledujici vété je spocteni dolni meze obecného intervalového programu
exponencialni vzhledem k velikosti proménné y a spocteni horni meze exponen-
cidlni vzhledem k pocétu ,,=*. Obecné to nemtze jit 1épe, nebot dle véty je
spocteni horni meze i pro specialni ptipad B = 0, C = 0, D = 0 NP-tézké a
jak bylo uvedeno vyse, také spocteni dolni meze je NP-tézké pro specidlni ptipad
A=0,B=0,C=0.
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Véta 3.9 (Hladik, 2016). Pro meze ILP obecného tvaru plati

. . T T
de. — Tyd
Jpin,_min (cz+( a)'y)

Az + (B. — BAT,

)y <a,
—ZI' — (Bc + BATs)y S a,
Cz + (D, — DaT,)y < d,
z > 0.
- T =T, T
f= Ser?ff(}kmln(a THT Y —CY)

(Ac + TSAA):E + (Bc + TsBA)yl
_(Bc - TsBA)y2 == bc - stAa
6%’ +Ey1 - Qy? S C_ia
Z, Y1, Y2 Z 0.
Diikaz. Viz [4].
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4. Dualita

Teorie duality je jednou ze stézejnich oblasti linedrniho programovani. V této
kapitole se budeme vénovat rozsiteni klasického konceptu do intervalového line-
arniho programovani. Teorie duality je vystavéna tak, aby odpovidala dualité
v klasickém linearnim programovani. Tvar duélnich ILP odpovida tvartim, které
zname 7z klasického LP, pouze misto realnych vektord a matic obsahuje interva-
lové vektory a matice. Pro ILP typu (A) a ILP obecného typu byly dudlni ILP
jiz zavedeny (sekce a , ostatni pouzivané tvary shrnuje tabulka

Jednou z vlastnosti, které miizeme v teorii duality studovat, je duality gap.
V této kapitole zavedeme duality gap pro intervalové linearni programovani a
zaméfime se na jeho nulovost. Také uvedeme intervalovou formu stézejnich vét
v linearnim programovani — slabé a silné duality.

Dualnich vlastnosti dale vyuzijeme pro odvozeni dalsich tvarti mezi mnoziny
optimalnich hodnot. Uvedeme nékteré znamé vysledky pro ILP typu (A), které
rozsitime pro vice typi ILP, nebo ukazeme, Ze pro jiné typy obecné platit nemo-
hou.

Typ ILP Priméarni program Dualni program
(A) minec'z | Ar =b,2>0 maxb'y | ATy < c
(B) minc'z | Ar < b maxb'y | ATy =c, 2 <0
(C) minc'z | Ar < b,z >0 maxb'y | ATy <ec, <0
mine'z +d'y | maxa'u+b'v |
obecny Az + By = a, Alu+Clv <e,
Cr+Dy<b,z>0 Bu+Dw=d,v<0

Tabulka 4.1: Tvary dudalnich ILP.

4.1 Duality gap

Jak jiz bylo zminéno v sekci[2.2] v klasickém linedrnim programovéni je duality
gap nenulovy, pokud je priméarni i dudlni program nepftipustny. Nas bude zajimat,
kdy alespon pro jednu instanci tato situace nastane. Uvedeme nutné a postacujici
podminky pro nulovy duality gap ve vSech instancich, nebot jde o vlastnost,
kterou mize byt uzite¢né znat — jak ukaze véta 4.5/ o silné dualité pro intervalové
linearni programovani v nasledujici sekci.

Daéle uvedeme priklady, které ilustruji, jak mtze duality gap v ILP vypadat.

4.1.1 Nutné a postacujici podminky pro silné nulovy du-
ality gap

Definice 4.1 (silné a slabé nulovy duality gap). Méjme ILP a jemu prislusny
dudlni ILP. Duality gap nazveme silné nulovy, jestlize je nulovy pro vsechny in-
stance, nebo slabé nulovy, jestliZe je nulovy pro alespon jednu instanci.
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Zaméime se na hledani postacujicich podminek pro silné nulovy duality gap.
Nejprve uvedme vztah silné pripustnosti ILP a silné nulovosti duality gapu, o kte-
rém se zminuje Hladik v [3].

Véta 4.1. Jestlize je primarni ILP nebo jemu prislusny dudlni ILP silné pri-
pustny, pak je duality gap silné nulovy.

Diikaz. 7 definice silné ptipustnosti vime, Ze program je pripustny pro kazdou
instanci. Diky tomu z véty o silné dualité (véta|2.2)) plati pro kazdou instanci rov-
nost optimalnich hodnot primarniho a duélniho programu. Duality gap je tedy
silné nulovy. O

Uvedend véta plati pouze ve formé implikace, ekvivalence neni moznd, nebot
pro néjakou instanci mize byt primarni program neomezeny a dualni nepiipustny
a pro jinou instanci naopak. V tom piipad€ neni splnéna silna pripustnost, ale
duality gap miize byt stale nulovy ve vSech instancich.

Dalsi podobnou postacujici podminkou mtize byt tvar mezi mnoziny optiméalni
hodnoty.

Véta 4.2. Mé&me ILP minc'z | © € M(A,b). Duality gap je silné nulovy,
jestlize plati podminka

f(A,b,c) =00 = g(A,b,c) # —oo.

Diikaz. Obménou: Existuje-li instance (A,b,c), A € A, b € b, ¢ € ¢, pro kte-
rou je duality gap nenulovy, pak nutné pro tuto instanci plati f(A,b,¢c) = co a
g(A,b,c) = —oco. Z ¢ehoz plyne, ze f(A,b,c) = co a zéroveii g(A,b,c) = —o0,
coz jsme chtéli dokéazat. B ([l

Obé uvedené véty jsou si podobné, nebof urceni silné pripustnosti a horni
meze spolu tzce souvisi. Ani jedna z nich obecné neplati s obracenou implikaci,
jak ukazuje napiiklad ILP z Pt.[3.6] Stale by bylo vhodné najit vypocetné snazsi
postacujici podminky.

Kromé postacujicich podminek je uzitecné znat také nutné podminky silné
nulovosti duality gapu, které neslouzi k jejimu potvrzeni, ale k pripadnému vyvra-
ceni. Silna pripustnost ILP byla postacujici podminkou pro silné nulovy duality
gap, slaba pfipustnost ILP bude pro néj nutnou podminkou.

Véta 4.3. Méjme ILP majici silne nulovy duality gap, pak musi byt primdrni
ILP nebo jemu prislusny dudlni ILP slabé pripustny.

Dikaz. Zvolme libovolnou instanci (A, b, ¢). Duality gap je pro ni diky pfedpo-
kladu silné nulovosti nulovy, tedy nastane jedna z moznosti

(a) f(A,b,c) =00, g(A,b,c) = 0,
(b) f(A,b,c) = —00, g(A,b,c) = —o0,
(c) f(A,b,c) = g(A,b,c) € R.

V ptipadé (a) je pfipustny duélni LP, tedy dudlni ILP je slabé pfipustny. V pii-
padé (b) je pfipustny primérni LP a v pfipadé (c) jsou pfipustné oba. Tedy
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alespon jeden, primarni nebo duélni, ILP je slabé pripustny. ([l

Dalsi moznosti, jak vyloucit silné nulovy duality gap, je chytry vybeér instance,
ktera mé duality gap nenulovy — tedy takové instance, kde jsou oba, primérni i
duélni, programy nepfipustné.

Jednoduchym (ale ne vzdy moznym) chytrym vybérem miize byt nastaveni
jedné proménné v primarnim programu a neodpovidajici proménné v dudlnim
programu na nepiipustné. Takovyto vybér hodnot z intervali mize byt prove-
den pro primarni i dudlni program nezavisle na sobé. Ne vzdy je vSak program
nepripustny pouze kviili jedné proménné.

Také v piipadé, kdy jsou koeficienty u proménnych redlné (degenerované in-
tervaly), muZeme vybirat hodnoty z intervali pro primérni i duédlni program
nezavisle na sobé. Instanci s nenulovym duality gapem pak slozime z obou ¢asti.
Problém tedy pfevadime na nalezeni nepripustné instance v intervalovém linear-
nim programu.

Bylo by vhodné najit dalsi nutné a postacujici podminky nebo najit zpiisob
pro obecnéjsi tvar ILP, jak sikovné vybrat instanci s nenulovym duality gapem.

4.1.2 Hodnoty duality gapu v jednom intervalovém line-
arnim programu
V této sekci se budeme zabyvat tim, jak mtze vypadat duality gap pro inter-
valovy linedrni program. UkéZeme, Ze mohou nastat vSechny moznosti
e ILP majici silné nulovy duality gap,
e ILP majici slabé ale ne silné nulovy duality gap,

e ILP majici nenulovy duality gap pro vSechny instance,

a zaroven ukézeme piiklad potvrzujici, ze v jednom ILP se mohou vyskytovat
vSechny mozné instance z hlediska zkouméani duality gapu.

Prikladem ILP majici silné nulovy duality gap je napi. ILP, jehoz mnozina
optiméalnich hodnot obsahuje pouze kone¢né hodnoty (Pi. .

Pro ilustraci ILP, ktery ma nenulovy duality gap pro vSechny instance, tj. jeho
duality gap neni ani slabé nulovy, slouzi piiklad [4.1]

Priklad 4.1. Méjme intervalovy linearni program a jeho duél

min xr; — X9 max —y; — Yo
[0,1]x; < —1 [0,1]y; <1

—y < —1 —yp < —1
.171,517220 yl»yQSO-

Primarni program je pro vSechny instance nepfipustny, nebof proménnd x,
neni v zadné instanci splnéna (muselo by platit 0 < [0, 1Jz; < —1). Dudlni pro-
gram je také pro vSechny instance nepfipustny, nebot nemutze byt splnéna pro-
ménnd y» (muselo by platit 1 < y, < 0). Tedy duality gap tohoto programu je
nenulovy ve vSech instancich.
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Situaci, kdy ma ILP slabé nulovy gap, ale nem4 silné nulovy, ilustruji nasle-
dujici priklady. Priklad navic ukazuje, ze nulovy gap muze vzniknout, ackoli
je jeden z programili vzdy nepiipustny.

Priklad 4.2. Méjme intervalovy linearni program a jeho duél

min z; — T max [—1,0]y; — y2
T S [—1,0] hn S 1
A | —y2 < —1
21,29 >0 yi,y2 < 0.

Pro v8echny instance s b; € [—1,0) je primarni program nepfipustny kvuli
proménné x;. Pro instanci s by = 0 nastava situace, kdy 1 = 0 a x5 > 1, tedy
linearni program je neomezeny s optimalni hodnotou —oc.

Podminky dualniho programu se oproti pfedchozimu ptikladu nezménily, du-
alni program je stale pro vsechny instance nepripustny kvili proménné ys, jeho
optiméalni hodnota je tedy pro vSechny instance —oo.

Tedy pro instance s koeficientem b; € [—1,0) je duality gap nenulovy, zatimco
pro instanci s b; = 0 je duality gap nulovy.

Uvedeny piiklad ukézal, pro¢ neni nutnd podminka (véta zaroven pod-
minkou dostatecnou.

Priklad ilustruje, ze jeden ILP miize obsahovat vSechny mozné typy in-
stanci, tj. ve kterych primarni a dualni programy spliuji: oba omezené, primarni
ILP nepiipustny a dual neomezeny a obracené, oba neptipustné. Jde o vSechny
moznosti, ostatni kombinace vyluc¢uje silnd dualita (véta .

Priklad 4.3. Méjme nasledujici intervalovy linearni program a jeho dual

min z; — [—1, 1]z, max [—1,0]y; — v
X1 S [_170] Al S 1

—T2 S —1 —Y2 S _[_17 1]
1,72 >0 y1,y2 < 0.

V zavislosti na zvoleni hodnot ¢ z [—1,1] a b z [—1,0] maji instance téchto
programi optimalni hodnotu

oo pro b€ [—1,0), ¢ libovolné
f(Ab,c)=< —c prob=0,ce[-1,0]

—o0o prob=0, ce€ (0,1]

—oco  pro ¢ € (0,1],b libovolné
g(A,b,c)=q—c proce[-1,0],b=0

oo procé€ [—1,0],b€ [-1,0).

Tedy ILP obsahuje instance, pro které nastane jedna ze situaci

e primarni i dudlni LP je nepfipustny: b € [—1,0), ¢ € (0, 1],
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e jeden LP neomezeny, druhy neptipustny: b = 0, ¢ € (0, 1] nebo b € [—1,0),
ce[-1,0],

e oba LP jsou omezené piipustné: b =0, ¢ € [—1,0].

V prvni situaci je duality gap nenulovy, v dalsich je duality gap nulovy.
Priklad ukazuje, Ze jeden intervalovy linedrni program mitize spolu s dualem
obsahovat vsechny mozné kombinace instanci z hlediska zkoumani duality gapu.

4.1.3 Spojitost mezi souvislosti mnoziny optimalnich hod-
not a duality gapem

Prirozenou otazkou je, zda duality gap souvisi s néjakou dalsi vlastnosti, na-
priklad se souvislosti mnoziny optiméalnich hodnot. Mtize nam dat souvislost in-
formaci o silné nebo slabé nulovosti duality gapu? Kdyby byla odpovéd ano, mohli
bychom problémy na sebe prevést.

Podivejme se, jaké mohou byt tvary optimalni hodnoty a typy duality gapu
ILP.

Nemé vyznam sledovat jednoprvkové mnoziny optiméalnich hodnot.

Pro nesouvislou mnozinu optimélnich hodnot mutze byt duality gap jak silné
nulovy (viz P¥2.2(a)), tak jen slabé nulovy (viz P¥[4.3)). Moznost, kdy neni ani
slabé nulovy, jsme vyloudili, protoze by §lo o jednoprvkovou mnozinu optimalnich
hodnot. Tedy skutecnost, ze je mnozina optimalnich hodnot nesouvisla, obecné
neovliviiuje duality gap.

Pro ILP se souvislou a vice nez jednoprvkovou mnozinou optimalnich hodnot,
je triviadlné duality gap alespon slabé nulovy (nutné existuje instance majici redl-
nou optimalni hodnotu, a tedy z véty nulovy duality gap). Zaroven o ILP se
souvislou mnozinou optiméalnich hodnot vime, ze mize mit silné nulovy duality
gap (viz P¥[2.2(b) nebo Pi[3.3).

Otevienym problémem ztstava, jestli existuje ILP se souvislou mnozinou op-
timalnich hodnot, ktery ma slabé, ale ne silné, nulovy duality gap. Nebo-li jestli
ILP se souvislou vice nez jednoprvkovou mnozinou optiméalnich hodnot méa dua-
lity gap vzdy silné nulovy.

4.2 Slaba a silna dualita

V této kapitole rozsitime vysledky o slabé a silné dualité z klasického lineér-
niho programovani pro intervalové linearni programovani.

4.2.1 Slaba dualita

Slaba dualita pro intervalové linearni programovani je piimocarym rozsifenim

klasické slabé duality (véta [2.1]).

25



Véta 4.4 (Intervalova slaba dualita). Méjme ILP tvaru minc'z | z € M(A,b).
Pak pro meze mnoZin optimdlnich hodnot primdrniho a dudlniho programu plati

f(A,b,c) > g(A,b,c),
f(A,b,c) >G(A,b,c).

Diikaz. Dikaz plyne z klasické slabé duality (véta[2.1)), kterd ndm zarudi, Ze pro
kazdou instanci A € A,b € b,c € ¢ bude platit: g(A,b,c) < f(A,b,c). Z ¢ehoz
primo vyplyvaji uvedené nerovnosti. 0

4.2.2 Silna dualita

Stejné jako slaba dualita bude mit silnd véta o dualité v intervalovém line-
arnim programovani podobné znéni jako v klasickém linedrnim programovani.
Nejprve uvedeme silnou dualitu pro typ (A), kterou rozsifime na libovolny tvar
ILP. Céstecné formy silné duality pro typ (A) uvadi Serafini v [16], Rohn v [14]
a Hladik v [3].

Véta 4.5 (Hladik, 2012). Méme ILP minc'xy : Ax = b,x > 0 spliugici, Ze
jeho duality gap je silné nulovy. Pak se dolni a horni meze optimdlnich hodnot
primdrniho ILP a dudlniho ILP rovnaji, tedy

Vétu lze rozsitit pro jakykoli typ ILP a napsat jeji obecnéjsi variantu pro
celé mnoziny optimalnich hodnot.

Tvrzeni 4.6. Mé&jme ILP minc'z | x € M(A,b) spliugici, Ze jeho duality gap
je silné nulovy. Pak plati

f(A;b,c) =g(A,b,c).

Dikaz. Nejprve ukazeme inkluzi f(A, b,c) C g(A, b, c). Necht r € f(A, b, ¢), pak
nutné existuje instance (A’, 0, ), A" € A, b € b, € ¢, splnujici f(A", 0, ) =r.
Ze silné duality (véta2.2)) g(A, b, ') =r, tedy r € g(A, b, ¢).

Obracenou inkluzi g(A, b, c) C f(A, b, c) dokdzeme analogicky. O

4.3 Jiny tvar mezi mnoziny optimalnich hodnot

Dalsi tvar mezi pro typ (A), vyuzivajici dualitu, uvedl za predpokladu konec-
nosti mnoziny optimalni hodnoty Rohn v roce 1980 [I1]. Oba tvary jsou jistou
formou silné véty o dualité (Véta , ale zejména zaménuji poradi maximalizace
a minimalizace pfi urceni dolni meze a maximalizaci pii urc¢eni horni meze.
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Véta 4.7 (Rohn, 1980). Méjme ILP typu (A). Necht f(A, b, c) je konecnd, pak
platt

f(A, b, c) = max {(Iillll)l b'y) |IVA€ AVece: ATy < c}. (4.1)
S
Diikaz. Viz [11] nebo [14]. O

Véta 4.8 (Rohn, 2006). Mé&jme ILP typu (A). Necht f(A,b,c) je konecnd, pak
platt

f(A, b, c) = max {(Iglag( b'y)|FA€ A, 3ccc: Aly < c}. (4.2)
€

Diikaz. Viz [14]. O

Vsimnéme si, ze pro urceni dolni meze uvazujeme pouze silna feseni soustavy
ATy < e, zatimco pro urceni horni meze jsou potfeba i slaba Feseni.

V tomto vyjadieni mezi najdeme feseni y a ke kazdému z nich zvolime vhodné
b € b. Ve vyjadieni mezi pomoci silné duality (Véta zvolime pevné b € b a
k nému vybereme vhodné y z dané mnoziny reseni.

Zamysleme se, pro¢ je nutny predpoklad konec¢nosti mezi. V nasledujici vété
ukazeme, ze konecnost je ve vété prilis silnym predpokladem a lze zmirnit.

Véta 4.9. Méjme ILP typu (A). Pak plati: zadané ILP splriuje alesporni jednu
z ndsledugicich vlastnosti

(i) ma silné nulovy duality gap

(ii) obsahuje instanci, ve které primdrni program je neptipustinyg a dudini je
neomezeny.

pravé tehdy, kdyZ je splnéna rovnost

f(A,b,c) = max {(I?abx b'y) | FA€ A, 3ccec: Aly < c}. (4.3)
S

Diikaz. Uvédomime si, ze plati
T T
: <
max{(rilg)xb y)|3A€e A Fcec: Aly <c}

T, T, —
AEAI,I%J%%{ ceEc { max by | Y= C} g( X C)

Diky tomu staci zabyvat se rovnosti f(A,b,c) =G(A,b,c).

Nejprve ukdzeme, Ze z predpokladi (¢) nebo (i) plyne rovnost (4.3)). Za pred-
pokladu (i) plati rovnost ze silné intervalové duality, véta Za predpo-
kladu (44) plati rovnost trivialné, nebot f(A,b,c) = oo = G(A,b,c).

Obracenou implikaci budeme dokazovat obménou. Predpokladejme, ze ani
jeden z predpokladi neplati. Z negace predpokladu (i) plyne, Ze musi existovat
instance (Aj, by, c1) spliujici f(Ay, by, ¢1) = oo, g(A1, by, ¢1) = —oo. Tedy

f(A,b,c) = oo. Dukaz dale rozdélime na jednotlivé pfipady podle horni meze
optimalni hodnoty dualu:

27



1. g(A, b, c) = oo: Tuto moznost vylucuje negace predpokladu (7).
2. g(A,b,c) = r € R: Rovnost (4.3)) neplati, nebot oo # 7.

3. 9(A,b,c) = —oo: Rovnost neplati, ILP nutné obsahuje pouze instance, kdy
jsou primérni i dudlni programy nepfipustné (tato moznost muiZe nastat,

viz PrT. .

Tedy rovnost (4.3)) neni splnéna, ¢imz je dokdzédna obména, a tedy i platnost ob-
racené implikace. O

Dalsi charakterizaci mezi a vztahu duélnich programi ukazal Serafini v [16].

Véta 4.10 (Serafini, 2005). Vyskytuje-li se interval v ILP typu (A) pouze u ma-
tice, tj. ILP je tvaru Ax = b,x > 0, pak plati:

i:min{chMcE U{I|Ax:b,x20}}: (4.4)

AcA

:max{bTy|y€ ﬂ{y|ATy§c}}:g (4.5)

AcA
Dikaz. Viz [16]. O

Opét si mizeme vSimnout, ze v prvnim vyrazu se uvazuji slaba feseni,
zatimco ve druhém vyrazu se uvazuji silna reseni. Rovnost pro dolni mez
primarniho programu, f = max {b'y |y € Nca{y | ATy < c}}, je pouze jinym
zapisem rovnosti pro degenerované intervaly b a c.

Prvni ¢ast 1ze rozsifit pro obecny typ (Véta , zatimco Cast s prini-
kem obecné neplati (P¥. [4.4), nebot je daleko vice restriktivni.

Priklad 4.4. Pro vyvraceni obecné platnosti druhé c¢asti Véty uvazme

typ (B) majici v duélu rovnosti. Aby platila obdobné charakterizace dolni meze,

muselo by byt y silné feSeni, coz je pro rovnice velmi omezujici podminka.
Uvazme ILP nésledujiciho tvaru a jeho dual

min —x max y
1,2z < 1 [1,2]'y =1,y <0
Plati g([1,2],1,—1) = [-1,-0.5] = f([1,2],1,—1). Soustava [1,2]'y = —1

nema zadné silné feseni, tedy

max{y"|ye () {ylAy=—1y<0}} =max{y'|yel}=—oc#g
A€[1,2]

A neplati ani rovnost mezi obéma vyrazy

min{ —z |z € U {z | Az <1}} = -1 # —o0.

A€(1,2]
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Véta 4.11. Pro libovolny ILP
min ¢’z kde x € M(A,b)

a jeho dudl
maxb'y kde y € N(A, c)

plati

i:min{chMe U {x!xEM(A,b)}} (4.6)

cee
ACAbeb

Q
I

mabx{bTy|y€ U {x!xEN(A,c)}}. (4.7)

A€A,cec

Diikaz. Obé rovnosti ziskdme drobnym upravenim definice. Z definice vime

f= inf  {minc'z |z € M(A,b)}.

- A€A, beb, cec

Dle Véty vime, Ze dolni mez se vzdy nabjyva v né€jaké hodnoté z mnoziny
optimalni hodnoty, tedy infimum je v tomto piipadé rovno minimu. Tedy

f= min {minc'z|ze M(A0)}

- A€A, beb, cec

= min{ min c'z |z € M(A,b)}

cec A€A, bedb

= min {minch |z € U {z|ze M(A,b)}}.

cee
A€A, beb

Dvé minima mizeme sloucit pod jedno minimum

AcA,bch

¢imz ziskame rovnost (4.6]). Obdobné ukazeme rovnost (4.7)) pro horni hranici. O

7 dikazu predchozi véty lze nahlédnout, pro¢ nemizeme obdobné zapsat horni
hranici priméarniho programu f a dolni hranici dualniho programu g. U téchto
hranic bychom nemohli zaménit potradi intervali a slouc¢it minimum a maximum
dohromady.

Véta uvazovala typ (A), mizeme vyuzit dualitniho vztahu mezi typem
(A) a typem (B) a odvodit podobnou vétu pro typ (B).

Véta 4.12. Vyskytuje-li se interval v ILP typu (B) pouze u matice, tj. ILP je
tvaru Az < b, pak plati:

szin{bTyH/E ﬂ{y|ATy§c}}: (4.8)

AcA

:max{ch\xeU{x|Aa::b,xZO}}:§ (4.9)

AcA
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Dikaz. Méjme primarni ILP typu (B) a jemu pfislusny duélni ILP
minc¢'z | Az <b,
maxb'y | Ay =¢,y <O0.
A déale mé&jme ILP typu (A) a jemu pfislusny dudlni ILP
mind 'z | A’z = b, 2 >0,
max by | Ay < ¢,

pro ktery definujeme hodnoty A': = AT, ¥ :=—¢, ¢ :=b.
Pro uvedené ILP typu (A) plati z véty rovnost

min{c’Tx]a:E U {x]A':c:b’,.rzO}}:

A'eA’

:max{b'Ty |y € ﬂ {y| Ay < c/}}.

Ale A’
Diky platnosti vztahu min A = — max —A ziskame rovnost
max{—c'T:v |z € U {z|Az=V 2> O}} —
Alc A’

:min{—b'Ty |y € ﬂ {y| Ay < c’}}.

AleA’

Pomoci vyse definované substituce A':= AT, b': = —c¢, ¢ : =b prepiseme uvedeny
vyraz na vyraz

max{—bT$|:B€ U {z| AT Z—C,xZO}}:

Zmin{—(—CTy) lye () {v| Aygb}}.

Tedy zménou znaménka u = a prejmenovanim proménnych ziskdme vztah

max{bTx|x€ U {x|ATx:c,x§0}}:

AcA
:min{cTy]ye ﬂ {y\Aygb}}. (4.10)
AcA

Dokézali jsme rovnost mezi vyrazy (4.8) a (4.9)). Jesté potiebujeme dokazat, ze
jsou dané vyrazy rovné hornim mezim mnozin optimélnich hodnot.

Z predchozi véty (Véta [4.10) vime, ze

azmax{bTwa U{ATyzc,ySO}},

AcA
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coz je ptrimo rovnost (4.8). Zbyva dokazat rovnost pro horni mez primarniho
programu. _
Pokud je v kazdé instanci naseho ILP duality gap nulovy, dostaneme f =73

dle Véty [4.5] Tedy diky platnosti (4.4) a (4.10) plati
szin{bTy|y€ ﬂ {y|ATy§c}}. (4.11)
AcA

Pokud duality gap neni nulovy, musi existovat instance (Aj,b,c), A; € A, pro
kterou jsou primérni i dudlni program nepfipustné, specidlné f (A1, b,¢) = o0,
z ¢ehoz plyne f(A,b,c) = oo. Zaroven neexistuje silné feseni, tedy

min{bTy|yE ﬂ {y|ATy§c}} = min ) = oo.

A€eA

Rovnost (4.5) tedy plati vzdy, nezavisle na duality gapu. O
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Z.avér

Nejprve jsme se zaméfili na mnozinu optiméalnich hodnot intervalového li-
nearniho programu. Podarilo se shrnout zakladni poznatky o jejich mezich pro
tfi konkrétni pouzivané typy a dale i pro obecny typ intervalového linearniho
programu a ukazat prehled moznych tvard mnoziny optimalnich hodnot. Stale
vsak zlstava nezodpovézena otazka, zda muize byt mnozina optimalnich hodnot
sjednocenim intervalil, z nichz nékteré jsou oteviené nebo polouzaviené.

Dalsim tématem préace byla dualita. Uvedli jsme formulaci silné a slabé inter-
valové duality pro jakykoli intervalovy linearni program. Kromé klasického tvaru
silné duality jsme uvedli dalsi dvé formy formulované pro meze mnoziny opti-
malnich hodnot intervalového linedrniho programu s rovnostmi a nezadpornymi
proménnymi. Obé véty se povedlo ¢astecné rozsitit. U Serafiniho véty by mohlo
byt zajimavé zjistit, zda podobna formulace plati také pro zbyvajici treti typ
intervalového linearniho programu.

S dualitou tzce souvisi duality gap. Na ptikladech jsme ukazali, jakych hod-
not miize nabyvat v jednom intervalovém linedrnim programu, a dale se podarilo
ukazat par jednoduchych nutnych a postacujicich podminek pro silné nulovy du-
ality gap vyuzivajicich hranice mnoziny optiméalnich hodnot nebo silnou a slabou
pripustnost intervalového linedrniho programu. Predmétem dalsiho vyzkumu by
mohlo byt nalezeni silnéjSich podminek, alespon pro specialni ptipady. Vyvra-
tili jsme vliv nesouvislé mnoziny optiméalnich hodnot na silnou nulovost duality
gapu. K tplnému dokonceni otazky vztahu mezi souvislosti mnoziny optimalnich
hodnot a nulovosti duality gapu je tfeba ukazat nebo vyvratit, zda ma kazdy
intervalovy linearni program se souvislou, vice nez jednoprvkovou mnozinou op-
timalnich hodnot vzdy silné nulovy duality gap.
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