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Abstrakt: Tato prace se zabyva feSenim intervalovych soustav rovnic. Popséna je
struktura mnoziny feseni, ze které vyplyva navrh nékterych algoritmi pro vypo-
¢et intervalového obalu mnoziny feseni. Vypocet intervalového obalu je obecné
NP-tézka uloha, presto existuji algoritmy, které casto skonci diive nez po ex-
ponencialné mnoha krocich. Jednim z nich je Janssontuv algoritmus, ktery jsme
implementovali v prostfedi MATLAB za pouziti intervalové knihovny INTLAB.
Metodu jsme optimalizovali a porovnali s existujicimi implementacemi. Ukézalo
se, ze je naSe metoda ve srovnani rychlejsi pro tlohy, jejichz mnozina pronikéa
velké mnozstvi ortantti. Pokud byl pocet navstivenych ortantt pii vypoc¢tu maly,
byla nase implementace v porovnani méné efektivni. Nastinéna je verifikovana
metoda linearniho programovéani pro dosazeni rigoréznich vysledki.
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Abstract: Main topic of this thesis is solving interval linear systems. At first, we
describe the structure of the solution set, which is the basis of several algori-
thms for computing interval hull of the solution set. Although computation of
the interval hull is NP-hard problem, there exist algorithms which are not apriori
exponential. One such algorithm is Jansson’s algorithm which we implemented
in MATLAB with utilisation of the interval toolbox INTLAB. We optimised the
method and compared it to related implementations. Test results show that our
implementation performs better in comparison on interval systems with soluti-
on set that is intersecting with many orthants. The opossite holds true when
the amount of visited orthants is low. We describe a method of verified linear
programming, which is necessary for producing rigorous results.
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1. Uvod

Ptuvod slova interval je v latinském slové intervallum, s nimz se poprvé setkavame
okolo roku 1300. Ptavodné §lo o termin oznacujici prostor mezi dvéma palisddami
nebo hradbami (inter = mezi, vallum = palisdda). Pozdéji se pojem rozsitil do riz-
nych oblasti a v soucasnosti se pouziva prakticky pouze v preneseném vyznamu.
My se dale budeme zabyvat vyluéné jeho vyznamem v oblasti matematiky, kde
tvori mimo jiné zaklad intervalové poc¢tu. Hlavni myslenkou intervalového poctu je
nahrazeni pfesnych hodnot intervaly a zavedeni specialni intervalové aritmetiky.
Motivace pro tento zvlastni postup vyvstava v mnoha védnich oborech, uvazme
tento jednoduchy piiklad z fyziky.

Potfebujeme stanovit rychlost pohybu néjakého télesa. Méfeni drahy a ca-
su, dvou veli¢in, z nichz pak rychlost spoc¢itame, vsak podléha omezenim danym
nedokonalou technikou. Dréhu zméfime pomoci metru s pfesnosti napft. na cen-
timetr. K méfeni ¢asu pouzijeme stopky s pfesnosti na setinu sekundy. Pokud
chceme znat rychlost s absolutni jistotou, nespokojime se s prostym dosazenim
primérnych namétrenych hodnot do vzorecku:

v=s/t.

Stanovime intervaly, v nichz draha a ¢as musi lezet, v piipadé, ze pocitame s moz-
nou chybou méfeni. Pro dolni hranici intervalu z naméfeného vysledku moznou
odchylku ode¢teme a pro horni hranici ji naopak pfi¢teme:

sg — As < 5 < s¢+ As,

to— At <t < ty+ At

Tak ziskdme intervaly, v nichz se nachéazi skute¢né hodnoty drahy a ¢asu. S nimi
potom dopoc¢itame interval v = [v}, v,],

v = (so — As)/(to + At),
vy = (80 + As)/(tg — At),

o kterém jiz muzeme s jistotou tvrdit, Zze se v ném skuteéna hodnota rychlosti
naléza.

Podobny problém vyvstéva pii reprezentaci ¢isel na pocitaci, ktera reprezentu-
jeme pouze s konecnou presnosti, coz vede k zaokrouhlovacim chybam. Jednotlivé
nemusi mit tyto chyby na vypocet velky vliv, jejich kumulaci béhem vypoctu vsak
muzeme dostat vysledek velmi vzdaleny od toho skutecného. Zapouzdienim ne-
presnych c¢isel do intervalu sice také nedostaneme piesnou skute¢nou hodnotu,
budeme vSak schopni ur¢it vysledny interval, ve kterém se hledana hodnota nalé-
zé. To muze byt velmi dulezité pro aplikace, jako je napiiklad strojové dokazovani.

Béhem minulych triceti let role intervalového poc¢tu v numerické analyze konti-
nualné rostla, protoze nabizi feseni problémii, které je jinak obtizné resit metoda-
mi klasickymi. Mezi zdkladni tlohu intervalového po¢tu patii feSeni intervalovych
soustav rovnic. Intervalova soustava rovnic je definovana jako mnozina linearnich
systému, kde koeficienty matice soustavy a vektoru pravych stran nabyvaji hod-
not mezi urc¢itou horni a dolni mezi.



Odpovidajici mnozina feSeni je definovana jako mnozina feSeni vSech systémi
z mnoziny intervalové soustavy. Ta mé obecné nekonvexni a komplikovany tvar.
Casto viak potfebujeme s vysledkem soustavy rovnic déle pocitat. Proto spiSe nez
presné feseni pozadujeme po algoritmu na feSeni soustavy rovnic vystup ve formé
boxu, ktery feseni tésné zapouzdiuje. Takovému boxu fikame intervalovy obal.
Vypocet intervalového obalu je obecné NP-tézka uloha (Rohn, 1989), (Kreino-
vich et al., 1998). Existuji algoritmy feSeni intervalovych rovnic, které sice skon¢i
v polynomidlnim case, vysledny box zahrnujici mnozinu feseni vsak v obecném
ptipadé neni tésny (Moore et al., 2009). Takovému boxu fikdme intervalova obal-
ka. Pokud nam to velikost tlohy dovoluje, je vzdy vyhodné&jsi pocitat intervalovy
obal. Muze se nam totiz stat, ze ur¢ime vysledny interval feSeni pfili§ Siroky a
mozna skuteéna hodnota sledované veli¢iny presahne kritickou hodnotu.

Algoritmim na feSeni intervalovych soustav rovnic se vénuje mnoho publika-
ci, viz napt. (Neumaier, 1990), (Fiedler et al., 2006). Zajimavym postupem pro
ziskani intervalového obalu mnoziny feseni je Janssoniiv algoritmus. Ackoliv fesi
NP-tézkou tlohu, casto skonc¢i diive nez po exponencialné mnoha krocich. Nase
prace se bude zabyvat implementaci a optimalizaci pravé tohoto algoritmu.

1.1 Cile prace

Cilem této préce je efektivni a rigorézni implementace Janssonova algoritmu pro
nalezeni intervalového obalu mnoziny feSeni intervalovych soustav rovnic. Pro-
gram bude napsan jako metoda v prostfedi MATLAB za vyuziti intervalové
knihovny INTLAB. Zakladni algoritmus bude vylepSen vhodnymi postupy pfi
vypoctu linedrnich programii omezujicich mnozinu feseni.

1.2 Souvisejici prace
Zde uvadime nékteré souvisejici prace. V prostiedi MATLABu jsou to zejména:

e INTLAB (Rump, 1999) - sada néstroji pro praci s intervalovymi daty, de-
finuje intervalovy datovy typ a efektivni intervalovou aritmetiku, soucasti
knihovny je i verifikovana metoda verifylss pro feSeni intervalovych sou-
stav rovnic poskytujici intervalovou obalku fesent;

e VERSOFT (Rohn, 2009) - knihovna funkei pro verifikované reseni rtznych
intervalovych i neintervalovych tloh, obsahuje funkci verintervalhull, coz
je jedina ndm znama implementace algoritmu pro ziskani intervalového oba-

lu pro MATLAB.

Mimo MATLAB vznikla fada efektivnich fesi¢i intervalovych soustav rovnic. Za
v8echny uvedeme alespon (Kramer a Zimmer, 2009), coz je feSi¢ napsany v jazyce
C++ za pomoci knihovny pro verifikované vypocty C-XSC. Pokrocilou funkei
této implementace je moznost distribuovaného vypoctu a s tim spojeny velky
vypocetni vykon.



1.3 Struktura prace

Nejprve v nésledujici kapitole zavedeme potfebné pojmy a znaceni intervaloveé-
ho poc¢tu. V kapitole 4 detailné rozebereme Janssontv algoritmus, jehoz névrh
vyplyva z vlastnosti mnoziny feSeni intervalovych rovnic uvedenych v kapitole 3.
Dale v kapitole 5 predstavime pouzité metody verifikace linedrniho programovani,
které zarucuji spravnost vysledkiu. V kapitole 6 popiSseme ndmi implementované
optimalizace Janssonova algoritmu a jejich dopad na vypocet. Vyslednou imple-
mentaci feSice porovname s existujicimi metodami v kapitole 7. Posledni kapi-
toly 8 a 9 slouzi jako uzivatelskd a programéatorska prirucka. Popiseme, jak TeSic
naistalovat do prostfedi MATLABu a jak program pouzivat. Vypichneme dilezité
detaily implementovanych algoritmu a popiSeme pouzité datové struktury.



2. Zakladni pojmy
V této kapitole definujeme zéakladni pojmy a pouzité znaceni intervalového poctu.

2.1 Interval a intervalova aritmetika

Definice (Realny interval). Necht R znaci téleso redlnych ¢isel. Méjme 7,z € R
a necht plati z < Z. Potom realnym intervalem myslime mnozinu

z:=[z,7] ={ye Rz <y <7}

Hodnoty z, 7 nazyvame dolni, resp. horni mezi intervalu . Pokud plati x = 7,
potom se intervalu fika degenerovany. Mnozinu realnych intervalt znacime IR.
Nékdy muze byt uzitecné vyjadieni intervalu jako:

x = [2°— 2%, 2 + 27,
kde definujeme
‘= (g +7)
= =(z+7
2_ Y
1
A‘:—_—
o 2(x x)

a mluvime o stfedu, resp. poloméru intervalu.

Definice (Intervalova aritmetika). Necht @,y € IR. Intervalova operace o je
definovana jako

woy={royzex,ycy}
Pro zékladni aritmetické operace +, —, %, / miZzeme zapis vyjadfit:
o stitant: x+y = [z +y, T +7);
e odéitani: x —y = [z — 7,7 — yl;
e néisobeni: x * y = [min(S), max(S)] kde S = {zy, 27, Ty, Ty };

o déleni: ¢/y = x * i, pokud 0 ¢ y a = [%7 é]

2.2 Intervalové vektory a matice

Klasické realné vektory zna¢ime netuénymi malymi pismeny (napi. x,y,z € R"™),
realné matice netuénymi pismeny velkymi (napi A, B,C € R™*™). Pro odliseni
budeme znacit intervalové vektory a matice pismeny tuénymi ( x,y,z € IR",
resp. A, B,C € IR™").

Definice (Intervalova matice). Necht A, A € R™" takové, ze A < A. Potom
mnoziné:

A= [A A ={A4A< A}

—

(@)



fikdme realné intervalovd matice a maticim A, A fikdme jeji horni a dolni mez.
Mnozinu v8ech redlnych intervalovych matic m x n zna¢ime IR™*". St¥edovou
matici A° a matici poloméru A® definujeme jako:

A¢ = %(A+Z),

1 —
A% = S (A= A4).

Pomoci stredové matice a matice poloméru miiZzeme intervalovou matici ekvi-
valentné zapsat jako:

A= [A°— AR A°+ AR] = {A;|A° — A| < AP,
kde relaci usporadani < definujeme po slozkéch.

Specidlnim pripadem realné neintervalové matice je jednotkova matice, kterou
znacime I, € R". Intervalové vektory chapeme jako intervalové matice o rozmeé-
rech 1 x n nebo m x 1. Specialni pripady klasickych neintervalovych vektori, jez
budeme vyuzivat, jsou vektor samych jednic¢ek a vektor samych nul:

1eR™,
0eR™.

Definice. Rekneme, Ze intervalova matice A € IR™" je regularni, pokud jsou
regularni v8echny matice A € A.

Definice. Rekneme, 7e intervalova matice A € IR™" je singularni, pokud je
singularni alespon jedna matice A € A.

2.3 Intervalové linearni soustavy rovnic

Definice (Intervalové rovnice). Soustavu intervalovych linearnich rovnic definu-
jeme jako mnozinu:
{Az =b;Aec A be b}
a budeme ji znacit jako:
Azx =b.

Definice (Mnozina FeSeni). MnoZinu feSeni odpovidajici soustavé Az = b defi-
nujeme jako mnozinu:

Si=%(A,b) = {z; Az = b, A € A,b € b}.

Definice (Intervalovy obal). Intervalovy obal mnoziny feSeni % znacime oX =
[03, 3] a definujeme jako:

©J; = min x;,
LIS

©Y; = maxx;.
TEX

v

Definice (Intervalova obélka). Vnéjsi intervalova obédlka mnoZiny feSeni X je
intervalovy vektor a spliujici:
Y Ca.

Vnitini intervalova obalka mnoziny feseni X je intervalovy vektor y splhujici:

yC 3.



3. Vlastnosti mnoziny reSeni

V této kapitole nastinime dilezité vlastnosti mnoziny feseni soustavy linearnich
intervalovych rovnic, ze kterych piimo vyplyva navrh algoritmii pro nalezeni jejiho
intervalového obalu.

3.1 Véta Oettliho a Pragera a jeji dtisledky

Uvazujme nésledujici priklad:

(o4 )~ (39)

Mnozinu TeSeni je mozné vidét na nasledujicim obrazku, prerusované je vy-
znaceny intervalovy obal.

Priklad 3.1.

Obrazek 3.1: Mnozina feSeni piikladu 3.1



Nasledujici véta Oettliho a Pragera popisuje mnozinu feSeni a jeji dikaz je
mozné najit v (Oettli a Prager, 1964) nebo (Rohn, 1989). Véta nepiedpoklada
regularitu matice A.

Véta 3.1 (Oettli-Prager). Bud A € IR™ ", b € IR™. MnoZinu feseni ©(A,b)
lze vyjddrit:
Y= {z € R™;|A% — b°| < A®|z| 4+ b2},

Z véty plyne nasledujici dulezity vysledek, ktery ukazal napiiklad (Rohn,
1989). Nejprve definujeme pojem ortantu.

Definice (Ortant). Bud s € {—1,+1}". Bud D, = diag(s) diagonéalni matice
vektoru s. Ortant uréeny vektorem s je mnozina:

R"(s) :={z € R"; Dsz > 0}.
Vektoru s fikame signatura ortantu R"(s).
Véta 3.2. Printk mnoziny Teseni ¥ s kaZdym ortantem je konvexni polyedr.

Diikaz. Popis konvexniho polyedru v uréeném ortantu ziskame nasledovné. Bud x
libovolné feseni z mnoziny 3 v daném ortantu. Bud s = sgn(z) jeho znaménkovy
vektor a Dy = diag(s). Pro vSechna feSeni z € R"(s) plati:

|z| = Dz
a z Véty 3.1 potom pro né dostavame:
|A°c — b°| < A®Dyx + b2,
Priunik daného ortantu a mnoziny feSeni je tedy dan nerovnicemi:
(A° — A®D,)z < b° + b™,
(A + ASD)x > b° — b™,

D,x > 0.
n

Poznamka. Prinik mnoziny feSeni ¥ s ortantem R"(s) budeme znacit X(s).

Disledek 3.3. Mnozina Teseni Y je sjednocenim nejuyse 2™ konvexnich polyedri

Y(s).

Pro ilustraci predchozi véty jsou na nésledujicim obrazku zobrazujicim mno-
zinu FeSeni z Prikladu 3.1 vyznaceny osy soufadnic.



Obrazek 3.2: Mnozina feSeni piikladu 3.1 s vyznac¢enymi osami souradnic

3.2 Topologické vlastnosti

Véta 3.4. MnoZina reseni ¥ je uzavrend.
Diikaz. Plyne z Véty 3.1. [

Véta 3.5. Necht je mnozina reseni 2 neprdazdnd. Potom plati prdvé jedno z nd-
sledugicich tvrzeni:

1. MnozZina TeSeni Y. je omezend.

2. KazZda souvisla komponenta Y je neomezend.
Diikaz. Viz (Jansson, 1997). O

Véta 3.6. Necht je mnozZina Feseni ¥ neprdzdnd. Pokud je souvislda komponenta 3
mnoziny resent X omezend, potom plati nadsledujici:

1. ¥ je kompaktni.
2. A je requldrni.
3. X je souvisld a S =,
Diikaz. Viz (Jansson, 1997). O

Véta 3.7. Necht A obsahuje alespon jednu requldrni matici. Potom ndsleduji
turzent jsou ekvivalentni:

1. A je regularni.
2. Mnozina TeSeni X je omezena.

Diikaz. Viz (Rohn, 1994). O

10



4. Algoritmy intervalovych soustav
lineArnich rovnic

Nyni predstavime nékteré algoritmy pro feSeni intervalovych soustav linedrnich
rovnic. Nejdiive popiseme zékladni algoritmus pro pocitani intervalového obalu
mnoziny TeSeni a poté jeho efektivnéjsi verzi - Janssoniv algoritmus.

4.1 Vyuziti linearniho programovani pro vypocet
mezi

Nésledujici véta ukazuje, jak spocitat presné meze X(s).

Véta 4.1. Bud's € {—1,+1}"

1. Hodnota sj.mingex () spxy je presnou dolnd, resp. horni mezi k-té slozky
(3(8))x v pripade, Ze sy = +1, resp. s, = —1.

2. Hodnota s.maX,cyx(s) Sk je presnou hornd, resp. dolni mezi k-té sloZky
(3(8))x v pripade, Ze sy = +1, resp. s, = —1.

3. X(s) je neomezend prdvé tehdy, kdyz existuje k € {1...n} takové, Ze hod-
nota sj. MaXyex(s) SKTk J€ neomezend.

Diikaz. Viz (Jansson, 1997). O

Pokud mame ptesné meze Y(s), je vypocet intervalového obalu 0¥ = [0X, 03]

;Je
jiz prfimocary. Ozna¢me h(s) = [h(s), h(s)] dolni a horni meze ¥(s). Mame:

0% = min{h(s) ,s € {-1,+1}"}, (4.1)

oYk = max{h(s),,s € {—1,+1}"}. (4.2)

4.2 Algoritmus prohledavani ortanti

Abychom mohli projit vSechny ortanty a ziskat pfislusné meze h(s), budeme po-
tfebovat efektivné generovat vSechny prvky mnoziny {—1,1}". Oznac¢me ji Y,,.
Dikaz spravnosti a kone¢nosti nasledujiciho algoritmu lze nalézt v (Rohn, 2003).
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Algorithm 1 Algoritmus generovani Y,
Ensure: Y =Y,
Lz:=0eR,yeY,;Y :={y}
2: while z # 1 do

3: k := min{i; z; = 0};
4: fori:=1...k-1do
5: z; = 0;

6: end for

Tz = Lyg = ks

8: Y=Y Uuy;

9: end while

10: return Y

4.2.1 Popis algoritmu

Nyni jiz mame vSechny prostfedky pro algoritmus zaloZeny na prohledavani or-
tanti a omezeni mnoziny feSeni pomoci LP (linearniho programovani).

Algorithm 2 Algoritmus prohledavani ortanti
Require: A € IR™*",b € IR™

1: vygeneruj Y, pomoci Algoritmu 1

2: for all s €Y,, do

3 for k:=1...ndo

4 vytes LP mingex () Sk @ maXyex(s) Skt

5: if max,ex(s) Sx2r je neomezené then konec, A je singularni
6 end if L

7 uloz optima do prislusnych slozek [h(s), h(s)] podle Véty 4.1
8 end for o

9: end for

10: ze vztahti (4.1) a (4.2) vypoéitej intervalovy obal [0X, 03]
11: return oX

4.2.2 Analyza algoritmu

Kone¢nost algoritmu plyne z kone¢nosti algoritmu pro generovéani signatur ortan-
t a z toho, zZe v kazdém ortantu fesime konec¢ny pocet linearnich program.

Pokud skon¢i algoritmus v kroku 5, potom z Vét 4.1, 3.5 a 3.7 plyne, ze A je
singuléarni. Pokud algoritmus skon¢i v kroku 11, potom nasel omezenou souvislou
komponentu. Z Véty 3.6 plyne, Ze je to jedind komponenta a ze A je regulérni.
Z Véty 4.1 potom plyne, ze vypoc¢itand hodnota ¢ je opravdu intervalovy obal
mnoziny feSeni tlohy.

Pokud je A regularni, potom v prubéhu algoritmu navstivime vSech 2" or-
tanti. V kazdém ortantu feSime 2n linearnich programi, ktery je kazdy reSitelny
v polynomianim ¢ase. Proto je vysledna ¢asova slozitost O(2").

Tak jak je algoritmus zapsany, je jeho prostorové slozitost exponenciélni vzhle-
dem ke vstupu. Neni vSak potfeba generovat celou mnozinu Y, a uklddat ji do
paméti, mizeme nové vygenerovanou signaturu ihned pouzit k popsani linearnich
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programu v daném orthnatu a zahodit. Také nemusime shromazdovat v8echny
meze [h(s),m], postac¢i nam, kdyz budeme udrzovat intervalovy obal mnoziny
feSeni v proslych ortantech X', ktery v kazdém dal3im ortantu pifpadné rozsi-
fime. Prostorova slozitost takto modifikovaného algoritmu pak zavisi na zvolené
metodé linedrniho programovani.

4.3 Janssonuv algoritmus

Hlavni neefektivita predchoziho algoritmu spoc¢iva v tom, ze prochéazi vSechny
ortanty bez ohledu na to, jestli se tam néjakda komponenta mnoziny feseni na-
chazi nebo ne. Tuto neefektivitu odstranuje nésledujici algoritmus, ktery popsal
C. Jansson ve svém ¢lanku (Jansson, 1997). Nejprve definujeme grafovou struk-
turu tak, abychom se mohli lépe bavit o pojmu sousedni ortant.

Definice (Reprezenta¢ni graf). V zavislosti na mnoziné feseni ¥ definujeme graf
G = (V, E) s mnozinou vrchola:

V= {s € {—1,+1}"s5(s) # 2}
a mnozinou hran:
E = {(s,t);s,t € V,Nk : s, # 1}, X(s) N X(t) # T}

a tikame, ze graf G reprezentuje mnozinu feSeni Y. Vrcholy spojené hranou na-
zyvame sousedni a mnozinu sousednich vrchola vrcholu s znacime N(s).

Nésledujici véta charakterizuje vztah mnoziny feSeni X s jejim reprezenta¢nim
grafem G.

Véta 4.2. (a) Kazdd neprdzdnd souvisld komponenta ¥ mnoZiny teseni ¥ mize
byt reprezentovdna jako:

S = J{2(s);s € U},
kde U je mnozZina vrcholi komponenty souvislosti grafu G.

(b) Pokud je 2 souwvisld a omezend, potom je graf G souvisly a

2= J{=(s)is eV}
Diikaz. Viz (Jansson, 1997). O
Véta 4.3. Ndasledugici tvrzent jsou pro s € V' ekvivalentni:
(a) t € N(s),
(b) Ik e{l...n}:s,=—tg, s, =t; proie{l...n},i #k

a Mingex(s) SpTy = 0.

Diikaz. Viz (Jansson, 1997). O

Informaci, které sousedni ortanty musime navstivit, ziskame diky Vété 4.3
témér zadarmo. Linearni programy urcujici sousedni vrcholy jiz v ortantu resime
kvili vypoc¢tu mezi mnoziny feSeni.
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4.3.1 Popis algoritmu

Algoritmus je grafové prohledavéani, které zacina tak, ze spocita libovolné fesSe-
ni x € ¥. Jeho znaménkovy vektor s = sgn(x) uréi prvni vrchol reprezentujici
ortant, ve kterém jsou pocitdny meze mnoziny feSeni. Tim se uréi mnozina sou-
sedi N(s) a stejné se pak postupuje v kazdém nésledujicim sousednim vrcholu.
Algoritmus si musi pamatovat jiz navstivené vrcholy tak, aby se do nich nevracel.

Algorithm 3 Janssonuv algoritmus
Require: A € IR™*",b € IR™

1: vyfes A = b°;

2: s:= sgn(x);

3: L :={s} (L je seznam vrcholu k navstiveni);

4: U := @ (U je seznam navstivenych vrcholu);

5: while L # @ do

6: odeber prvek s ze seznamu L;

7 U:.=UUs;

8: for k:=1...n do

9: vyfes LP maxX,ex(s) Skl

10: if max,ex(s) Sk2r je neomezené then konec, A je singularni
11: end if

12: uloz optima do prislusnych slozek [h(s), h(s)] podle Véty 4.1
13: end for -

14: for k:=1...n do

15: vyfes LP min,ey(s) Sk

16: if mingex(s) sx2,=0 then uloz vrchol t do N(s) podle Véty 4.3
17: end if L

18: uloz optima do pfislusnych slozek [h(s), h(s)] podle Véty 4.1

19: end forl := LU{N(s) —U};

20: end while

21: ze vztaht (4.1) a (4.2) vypoditej intervalovy obal [oX, 03]
22: return oX

4.3.2 Analyza algoritmu

Mnozstvi signatur ortanti je konec¢né. Tedy i mnozina vrcholt grafu je konecna, a
jelikoz se diky kroku L := LU{N(s) — U} nevracime do jiz navstivenych vrchola,
je pocet pruchodu skrz while smycku konec¢ny. V té pocitame koneéné mnozstvi
lineadrnich programi. Tedy algoritmus je konec¢ny.

Pokud skon¢i algoritmus v kroku 10, potom z Vét 4.1, 3.5 a 3.7 plyne, ze A je
singularni. Pokud algoritmus skon¢i a L # &, potom algoritmus ulozi do promén-
né U vS8echny vrcholy, které jsou ve stejné komponenté souvislosti grafu G jako
startovni vrchol s. Ta odpovida z Véty 4.2(a) souvislé komponenté 3. Jeliko? ta
je omezena, plyne z Vét 3.6 a 4.2(b), ze 3 =Y a A je regulérni. Z véty 4.1 potom
opét plyne, Ze vypocitana hodnota ¢X je opravdu intervalovy obal mnoziny reseni
tlohy.

V kazdém ortantu fesi algoritmus 2n tloh linedrniho programovani. Ty jsou
reSitelné v polynomialnim case. V pfipadé, Ze je pocet ortanti s neprazdnym pri-

14



nikem s mnozinou feSeni polynomiélné omezeny, potom algoritmus skoné¢i v po-
lynomiélnim case. V nejhor§im piipadé je opét slozitost O(2") a to i pro velmi
jednoduché priklady. Staci zvazit A = I, a b = [—1,1]". V praxi muze byt ¢asova
tspora znacna, zvlasté kdyz rezie spojené s efektivnim prochézenim ortanti je
oproti Casu stravenym poc¢itanim linearnich programt zanedbatelna.

Jelikoz je nutné si pamatovat jiz navstivené vrcholy, je i prostorova slozitost
algoritmu O(2").

4.4 Vyuziti Janssonova algoritmu pro test regula-
rity intervalové matice

Kontrola regularity intervalové matice je NP-tézky problém (Poljak a Rohn,
1993). Postup vyuziti Janssonova algoritmu pro testovani regularity matice zmi-
nuji (Jansson a Rohn, 1999). Pokud totiz metoda najde omezenou mnozinu feSent,
je potom dle Véty 3.6 intervalova matice soustavy regularni. Jansontv algoritmus
nam tedy také poskytuje univerzalni metodu pro rozhodovéani reqularity interva-
lové matice, ktera muze skoncit diive nez po exponenciédlné mnoha krocich.
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5. Verifikace v linearnim
programovani

Doposud jsme predpoklédali, Zze poc¢itame s pfesnou aritmetikou. V tom piipa-
dé je vypocet intervalového obalu mnoziny feseni pomoci Janssonova algoritmu
spravny. Pfi implementaci algoritmu na pocitacich musime zohlednit pouziva-
nou floating-point aritmetiku a z ni plynouci zaokrouhlovaci chyby. Veskeré meze
mnoziny TeSeni poc¢itané Jannsonovym algoritmem ziskdvdme pomoci linearniho
programovani, konkrétné jsou to hodnoty tc¢elové funkce v optimélnim reseni. Bu-
deme pozadovat verifikované meze, tj. interval spocitany na pocitaci za pouziti flo-
ating point aritmetiky, ve kterém se skute¢na mez nachazi. Hodnotu intervalového
obalu v dané slozce potom zvolime z krajnich hodnot tohoto intervalu tak, aby
vysledny spocitany intervalovy obal obsahoval ten skutecny, ktery bychom ziskali
pii pfesném vypoctu. Metodé linearniho programovani, ktera spocita verifikované
meze, fikdme verifikovana metoda linearniho programovani. Nejprve stru¢né zave-
deme zakladni pojmy spojené s linearnim programovanim. Poté predstavime dveé
verifikované metody zalozené na odlisnych vlastnostech linearntho programovéni.

5.1 Zakladni pojmy a znaceni linedrniho progra-
movani

Definice (Standardni tloha). Ulohou linearniho programovani ve standardnim
tvaru rozumime

max{c'z;r € X}, X :={z € R"; Az = b,z > 0},

kde A = R"™" b e R™,c € R",m < n. Je dobfe znamé, Ze lze libovolnou tlohu
linedrniho programovani prevést na jeji standardni tvar. V rtiznych literaturéch je
alternativné standardni forma uvadéna také jako minimaliza¢ni tloha. Pokud ne-
bude uvedeno jinak, budeme piedpokladat tlohu maximaliza¢ni. Funkei f = ¢’z
nazyvame ucelovou funkci. Mnozina X je konvexni polyedr mnoziny pripustnych
Fegeni. ReSenf a* je optimélni, pokud plati ¢’2* > ¢’z pro vSechna piipustna
feseni x.

Definice (Baze). Mnozinu indexit B = {f;...0,} C {l...n} nazveme bazi
linedrniho programu, pokud systém

Zawxw:bi,ie {1m}

BeB

mé jednoznacné reSeni xp = (xp, ... s, ). Vektoru zp fikdme vektor bazickych
proménnych a vektor zny = (2, ...2,,_,.), kde N = {1...n} \ B, znaci vektor
nebazickych proménnych. Podobné rozdélujeme matici A = {a;...a,} na Agp =
(ag, ...ap,) a An = (a, ...a,, ) astejné tak vektor ¢ na cp a cy. Pokud mame
zny = 0 a zaroven plati podminka g > 0, nazyvame vektor z(B) = (zp,xn))
pripustné bazické reseni.
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Hlavni véta linearntho programovani fiké, Zze pokud existuje optimalni feseni
linearniho programu, potom mé nejvySe m nenulovych slozek. Viz napf. (Dant-
zig, 1963). Jsou to pravé pripustnéd bazickd feSeni. Bazi uréujici optimalni feseni
nazyvame optiméalni.

5.2 Verifikace optimality baze

Existuje mnoho efektivnich metod, jak spoc¢itat optimalni feSeni linedrniho pro-
gramu. Asi nejznaméjsi z nich je Simplexova metoda (Dantzig, 1963). Jejich im-
plementace na pocitacich vétsinou zanedbéava zaokrouhlovaci chyby a vystupem
je aproximace skutecného reseni. Obvykle je tato aproximace velmi dobré a pouzi-
telné pro vétsinu aplikaci. Bylo v8ak ukazano (Kendall, 1963), Ze existuji systémy,
které jsou citlivé i na velmi malé zmény koeficienti a vysledna aproximace feSe-
ni se kviili zaokrouhlovani mtze velmi lisit od oc¢ekavané hodnoty. Existuji vsak
postupy, jak ovérit spravnost feSeni a urcit verifikovany interval feSeni. Metodu
v této kapitole publikoval C. Jansson v ¢lanku (Jansson, 1988) jako soucast jeho
verifikované metody linearntho programovéni s tolerancemi. Predpoklada vyuziti
existujicich verifikovanych metod pro feseni klasickych soustav rovnic.

Popis metody Méjme nyni B = {f;...5,} C {1...n} odhad optimalni baze.
Pomoci libovolné verifikované metody pro feSeni neintervalovych soustav rovnic
vyfesime soustavy:
A BIpB — b,
ALy = cp.
Tim ziskdme verifikované intervalové vektory xp a y, ve kterych se skutecné

hodnoty nalézaji. Zaroven ziskame ovéfeni, zda je matice A regularni. V tom
piipadé definujeme:

dn = Any —cn,
CU(B) = (CUB,SL’N>, N = O,

f ‘= CBIRB.

Spocitany interval f a intervalovy vektor &(B) potom obsahuji skute¢né hod-
noty f a x(B). Nasledujici véta poskytne jednoduse ovéfitelné kriterium optima-
lity TeSeni.

Véta 5.1. Pokud platixg > 0 a zdroven dn > 0, potom existuje jediné optimdlni
resent a je obsazené v x(B).

Diikaz. Viz (Jansson, 1988). O
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Metodu jsme implementovali jako pomocnou funkci verSimplex. Pro veri-
fikované FeSeni soustav rovnic pouzivame funkci verifylss z baliku INTLAB.
Nase experimenty ukazaly, Ze ve vétsiné piipada tato metoda uspéje a pro malé a
stfedni soustavy je i dostateéné rychla. V pripadé Zze optimalni feseni neni jediné,
kritérium z Véty 5.1 selze a musime zvolit dal$i postup. Existuji zptisoby, jak
efektivné rozpoznat dalsi baze, ve kterych se nachézi dalsi optimalni feSeni line-
arniho programu (Jansson, 1988). Téch v8ak muZe byt nakonec velmi mnoho a
verifikace tak bude vypocetné narocna, proto v tomto pripadé pouzivime metodu
zalozenou na dualité tloh linedrniho programovani.

5.3 Verifikace pomoci dualni tlohy

Metodu v tomto oddilu muzeme pouzit, pokud nepozadujeme verifikované reseni
xpg, ale sta¢i ndm horni odhad na ucelovou funkci, jako tomu je v naSem pii-
padé. Ten jsme schopni spocitat na pocitaci za pomoci fizeného zaokrouhlovani.
Pro tento ucel lze v prostfedi MATLAB vyzit metody setround z baliku INTLAB.
Nasledujici postup je pfedstaven v (Neumaier a Shcherbina, 2004) a prezentuje
metodu piibuznou metodé z (Jansson, 2004).

Definice (Duélni uloha). Duéalni uloha k tloze linedrniho programovani ve stan-
dardnim tvaru je tloha:

min{b'y;y € Y}, Y :={y € R™ ATy > c}.

Popis metody Me¢jme nyni y aproximaci optimélniho feSeni duélni tlohy. Oznac-
me:
r=Aly —c (5.1)

Mame ¢ = ATz — r a tedy:
o= A"y —r) Tz =y Ar — Tz =b"y — "o (5.2)

Pouzitim vhodného zaokrouhlovani jsme schopni spocitat interval r, ve kterém se
nachazi vysledek rovnice (5.1). Dosazenim jeho dolni meze r do (5.2) dostéavame:

e <bly—rla. (5.3)

Oznaéme nynf r,,, = min(r,0) a predpoklddejme, Ze mame verifikované horni
meze T vSech proménnych vektoru z, to jest plati z < Z. Pravou stranu nerovnice
(5.3) pak déle odhadneme:

e <bly—rle <bly— TpegT- (5.4)
Tento odhad jsme jiz schopni za pomoci zaokrouhlovani nahoru spocitat verifi-
kované i s pouzitim floating-point aritmetiky. Vektor * miizeme v nasem piipadé
ziskat naptiklad pomoci vypoctu intervalové obalky mnoziny feSeni jesté pred
samotnym vypoctem intervalového obalu. Jak uvidime pozdéji v Kapitole 7, vy-
pocet intervalové obalky je typicky vyrazné rychlejsi nez vypocet intervalového
obalu, a proto je cena za tento predvypocet zanedbatelna. Tuto metodu jsme ne-
implementovali, ale vyuzili jsme knihovny VSDP (Verified SemiDefinite Progra-
mming) (Harter et al., 2012), ktera je volné dostupna pro soukromé a akademické
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ucely. Zavérem je tfeba poznamenat, Ze verifikaci pomoci dualni tlohy bychom
mohli pouzivat v celém pribéhu vypoctu. Jak ale uvidime v dalsi kapitole, je pro
nas vyrazné vyhodné&jsi pocitat aproximaci primarniho feseni a nasledné hledat
verifikované feseni za pomoci metody, ktera na tento vypocet pfimo navazuje.
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6. Optimalizace Janssonova
algoritmu

Z popisu algoritmu plyne, Ze kazdy ortant, ktery ma neprazdny prinik s mnozinou
reSeni, navstivime pravé jednou. Je to pravé z duvodu, jak definujeme reprezen-
ta¢ni graf a pouzitim pravidla pro ziskédni ortantii sousednich. Doba vypoctu je
pak zéavisla na poctu ortantti a na dobé& vypoctu v jednotlivych ortantech. Cena
vypoctu v kazdém ortantu je pomérné vysoka - je nutné spocitat 2n linedrnich
programi. Je vSak mozné vyuzit jejich vzajemné souvislosti a jejich vypocet zefek-
tivnit. V této kapitole nastinime pouzité postupy uplatnéné v nasi implementaci.

6.1 Odhad pocate¢niho pripustného reseni

VSechny linearni programy mingesys) SxZTx @ MaXyex(s) Sk, v daném ortantu sdili
mnozinu pripustnych feseni. Jejich optiméalni feSeni jsou zaroven pripustné reseni
programt ostatnich. Déle je intuitivni predpokladat, Ze optima skupin (min/max)
problémii lezi "relativné blizko sebe", mysleno poc¢tem kroku simplexového algo-
ritmu (Jansson, 1997). Pokud mame naptiklad tlohu, ve které musime navstivit
vSechny ortanty, je potom v kazdém ortantu spole¢nym optimem minimaliza¢nich
tloh pocatek os souradnic. V obecném pripadé je tato heuristika vhodnym néstro-
jem, jak odhadnout smér, kterym se bude vypocet linearnitho programu ubirat.
V tabulce je ¢asova tspora v procentech oproti algoritmu bez této optimalizace.

velikost soustavy | tispora
5xH 3
10x10 6
15x15 10
20x20 13

Tabulka 6.1: Optimalizace odhadem piipustného feseni

6.2 Vynechani programu na zakladé mezi

Predchozi myslenku miizeme jesté rozsitit. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze
pracujeme v kladném ortantu tj. v ortantu se signaturou 1. Pokud optima li-
nearnich programii obsahuji nulovou slozku x;, mizeme pak linedrni program
mingex(s) SkTx vynechat a hodnoté intervalového obalu v dané slozce a sméru
pritadit nulu, jelikoz jsme jiz béhem predchoziho vypoctu nasli pripustné feseni,
které je pro tento problém optimalni. Tento princip je mozné pouzit pro libo-
volnou jednoduchou mez, v nasem algoritmu se takové vyskytuji jako omezujici
podminky urcujici ortant. Takto muZzeme postupovat v libovolném ortantu, je
viak potieba dat pozor, ktery smér (min/max) muzeme takto vynechat, coz za-
visi na signatufe ortantu. Efekt této optimalizace typicky roste s po¢tem soused-
nich ortantu a nejvétsi efekt ma pri plném poctu ortantt s neprazdnym prunikem
s mnozinou Feseni. Uspora v takovém piipadé je v tabulce v procentech.
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velikost soustavy | tspora
2x2 30
4x4 25
6x6 16
8x8 12

Tabulka 6.2: Optimalizace vynechanim programu na zakladé mezi

6.3 Orezavani mnoziny pripustnych reseni LP

Dosavadni optimalizace vyuzivaly souvislosti linearnich programi v jednom or-
tantu. Vypocitané meze vSak mizeme dat do souvislosti s mezemi v ostatnich
ortantech. Po vypoctu mezi v kazdém ortantu dostaneme intervalovy obal jiz
proslych ortanti, ktery je podmnozinou vysledného hledaného intervalového oba-
lu celé mnoziny reSeni. Myslenku uvedeme na konkrétnim prikladu. Uvazme opét
kladny ortant se signaturou 1. Pfi po¢itani mezi v kladném sméru slozky (maxi-
malizacni LP) miZzeme pouZit hodnotu z jiz spocitaného intervalového obalu jako
dolni mez na hodnotu ucelové funkce. Diky tomu muzeme timto odhadem ofiz-
nout mnozinu piripustnych feseni pro tento vypocet a v extrémnim piipadé dostat
mnozinu prazdnou. Dolni odhad na intervalovy obal mnoziny feSeni miizeme ta-
ké ziskat pribliznym rychlym algoritmem pro vypocet vnitini obalky jesté pred
zaCatkem algoritmu. Opét uvadime tsporu v procentech v nésledujici tabulce.

velikost soustavy | tispora
2x2 2

4x4 36

6x6 95

8x8 61

Tabulka 6.3: Optimalizace ofezavanim mnoziny pfipustnych feseni LP
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7. Testovani implementace

V této kapitole predstavime namérené vysledky ¢asové naroc¢nosti naSi imple-
mentace. Abychom je mohli lépe interpretovat, budeme pro srovnani zaroven
na stejnych vstupnich datech méfit i dalsi metody. V prvni fadé se nabizi srov-
nani s metodou verintervalhull z baliku VERSOFT J. Rohna, jelikoz tato
metoda také pocita verifikovany intervalovy obal mnoziny reSeni. Pro zajimavost
také uvedeme srovnani s c¢asto pouzivanou metodou INTLABu verifylss pro
spocCitani verifikované obalky.

7.1 Postup testovani

Veskeré testy jsme provedli na notebooku Samsung Ativ7:

Procesor: Inter Core i5-3337u, 1.8 Ghz, x64,
RAM: 4 GB,
OS: Windows 8, 64 bit.

Metody jsme testovali nasledujicim zptisobem. Nejprve jsme vygenerovali né-
hodnou soustavu pozadované velikosti Az = b¢ s koeficienty z intervalu [—100, 100].
Poté jsme vygenerovali matici A2 a vektor b>. Koeficienty téchto matic tvofila
nadhodna c¢isla v rozmezi 0 az R, kde R jsme volili ve tfech variantach, abychom
ziskali odhad vykonu algoritmu na rizné tésnych intervalech. Tuto soustavu jsme
poté Tesili kazdou testovanou metodou. Vysledky, kdy intervalova soustava obsa-
hovala singularni matici (a mnozina feSeni byla neomezena), jsme do néasledujicich
vysledktl nezahrnovali, jelikoz toto zjistit trva typicky mnohem kratsi dobu. Mé-
fili jsme pomoci funkei tic a toc z prostiedi Matlab. Toto méfeni jsme opakovali
podle ¢asové narocnosti soustavy. Pro malé soustavy byl pocet opakovani v roz-
mezi stovek az tisict testli, pro vétsi soustavy byl kviili ¢asové naro¢nosti omezen
na stovky testi. Minimalni pocet pro nejvétsi testované soustavy bylo 100 opako-
vani. Dale nékde uvadime pro orientaci vysledky vétsich soustav, kde by takové
testovani bylo nepraktické a vysledky jsou zalozeny pouze na jednotkach pokusii.
Takovéto vysledky oznacujeme symbolem 7 x .

Mimo méfeni doby vypoctu jsme také porovnavali sitku spocitanych inter-
valii. Podle predpokladi se tento vysledek mezi metodami ilsjanssonhull a
verintervalhull témér nelisi a rozdil je zpisobeny pouze rozdilnymi metoda-
mi verifikace a z ni plynoucimi nadhodnocenimi v poslednich cifrach. Z tohoto
divodu uvadime pouze zajimavéjsi vysledky poméru obalky spoc¢itané metodou
verifylss a metodou ilsjanssonhull. Tim dostaneme predstavu, o kolik miize
metoda pocitajici obalku nadhodnotit oproti pfesnému vysledku metody pocita-
jici intervalovy obal. Pomér obalek pocitame jako primérnou hodnotu z podila
sitek intervalii ve vSech slozkach vektoru Feseni.
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7.2 Vypocet intervalového obalu

V prvnim méteni jsme volili R := 0,00001. Vysledky v sekundach jsou v nésle-
dujici tabulce. Sloupec obalka zna¢i uvedeny pomér obalky metod verifylss a
ilsjanssonhull.

velikost matice | ilsjanssonhull | verintrevalhull | verifylss | obalka

4x4 0,08842 0,00598 0,00317 | 1,00008
<7 0,18733 0,09829 0,00320 | 1,00009
10x10 0,34035 0,14473 0,00329 | 1,00018
13x13 0,64541 0,21135 0,00335 | 1,00026
16x16 0,99109 0,27020 0,00345 | 1,00035
19x19 1,42487 0,32883 0,00346 | 1,00036
22x22 2,01261 0,40262 0,00339 | 1,00033

Tabulka 7.1: Vysledky testovani pro R := 0,00001

Je vidét, Ze na tomto typu tlohy je metoda verifylss pocitajici intervalo-
vou obalku mnoziny fadové rychlejsi nez obé metody pocitajici intervalovy obal.
Vypocitana obalka je pak v prameéru relativné velmi tésna. Pro vypocet inter-
valového obalu vychazi 1épe metoda VERSOFTu. Jelikoz je pocet navstivenych
ortantii v priméru velmi maly (a ¢asto byl navstiven pouze jeden), pfi¢itame ten-
to vysledek efektivnéjsi metodé vypoctu mezi v ortantu, nez pomoci linedrniho
programovani, jako v piripadé nasi implementace Janssonova algoritmu. V dalsi
tabulce najdeme vysledky, pokud zvysime R na 0,1.

velikost matice | ilsjanssonhull | verintrevalhull | verifylss | obalka

4x4 0,10087 0,07055 0,00373 | 1,19380
<7 0,33062 0,22732 0,00459 | 1,68149
10x10 0,93518 0,85385 0,00513 | 2,00256
13x13 3,25804 3,19073 0,00586 | 2,21660

Tabulka 7.2: Vysledky testovani pro R := 0,1

I v tomto piipadé je metoda verifylss vyrazné rychlejsi, ale vypocitana
obalka jiz neni tésna, pricemz s narustajici velikosti soustavy dava metoda hor-
s vysledky. Primérny navstiveny pocet ortant nartista a metody pro vypocet
intervalového obalu jsou v tomto piipadé mnohem vyrovnanéjsi. Pro¢ tomu tak
je, uvidime lépe na dalsim typu tulohy, kdy musime navstivit vSech 2" ortanti.
Takové ulohy muzeme ziskat volbou b obsahujici nulovy vektor. R volime 0,5.

velikost matice | ilsjanssonhull | verintrevalhull | verifylss | obalka

2x2 0,09285 0,10931 0,00412 | 1,03861
4x4 0,51441 0,76710 0,00561 | 1,19807
6x6 2,58137 4,49316 0,00720 | 1,63785
8x8 19,53200 34,37164 0,01257 | 2,10563
10x10* 80,15230 119,04959 0,01691 | 2,30563

Tabulka 7.3: Vysledky testovani pro tulohy velikosti 2" a R := 0,5
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Zde je jiz naSe metoda ilsjansonhull vyrazné rychlejsi nez metoda VER-
SOFTu. Vysledky ukazuji, ze se vzristajicim poctem ortanti je vypocet mezi
zalozeny na linearnim programovani v ortantu efektivnéjsi, nez u konkurencéniho
algoritmu, jelikoz dokaze vyuzivat silné souvislosti mezi jednotlivymi programy.
Je vSak nutné poznamenat, Ze oba algoritmy bézi velmi dlouho i pro relativné
malé soustavy a se vrustajicim poctem proménnych jsou jen tézko pouzitelné
pro bézné vypocty. Navic tlohy, kdy musime prohledat vSech 2" ortanti muzeme
generovat s libovolné uzkym R, piikladem mohou byt ulohy I, = R [—1, 1].

Hodnoty namétrené v Tabulkdch 7.1 a 7.2 tak maximéalné vypovidaji o pri-
mérném chovani algoritmu, muze se vSak stat, zZe algoritmus pobézi mnohem déle.
Dobu vypoctu algoritmu 1ze typicky odhadnout souc¢inem poctu ortantti a dobou
vypoctu v jednom ortantu. Tu uvadime v nasledujici tabulce

velikost matice

ilsjanssonhull

155 &3}

10x10
15x15
20x20

0,15804
0,44684
1,07036
1,96660

Tabulka 7.4: Doba vypoc¢tu v 1 ortantu
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8. Uzivatelskd dokumentace

V této kapitole se nachéazi uzivatelskd prirucka k prilozené implementaci TeSi-
¢e. Zde se nachéazi navod instalace programu a knihovny INTLAB v prostiedi
MATLAB. Popiseme zpiisob, jakym se pomoci INTLABu reprezentuji interva-
lové soustavy rovnic a predstavime praci s vlastnim feSicem, a jak interpretovat
vystup programu.

8.1 Instalace softwaru

8.1.1 Instalace INTLABu

Nage implementace vyuziva rizné ¢asti INTLABu, predevsim datovy typ intval
a intervalovou aritmetiku. Je nutné pridat slozku s knihovnou INTLAB a jeji
vybrané podslozky do cesty MATLABu. V adresari knihovny INTLAB se na-
chézi script startup.m, ktery toto provede automaticky. V. MATLAB konzoli ho
spustime nasledovné:

>> startup

INTLAB je mozné ziskat na adrese www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/ .

8.1.2 Instalace resSice

Vlastni implementovany fesi¢ se nachézi ve slozce janssonsolver. Tuto slozku a
jeji podslozky je nutné pridat do cesty MATLABu. To se provadi prikazem:

>> addpath (genpath( cesta k adresari ))

Alternativné je mozné pouzit script ilsjanssonhullstart.m. Script otevieme a
spustime:

>> ilsjanssonhullstart

Tento script rozpozné slozku, ve které se nachézi hlavni soubor fesi¢e automaticky.
Mimoto se tento script postara o preklad potfebné MEX funkce datovych struktur
na binarni MEX-soubor. MEX-soubory jsou specifické pro rizné platformy. Ve
slozce je ptiloZen binarni MEX-soubor pro platformu Win32, pro ostatni je nutné
provést preklad zvlast. Alternativou ke scriptu je ruéni instalace MEX funkeci.

8.1.3 Rudni instalace MEX funkci

Nejprve je nutné mit nainstalovany preklada¢ C/C++ MEX soubori. Na ad-
rese http://www.mathworks.com/support/compilers/R2013a/ nalezneme se-
znam podporovanych pfekladaci. Nami preferovany pieklada¢ vybereme v dia-
logu prikazem:

>> mex —setup
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Poté jiz nasledujicim zptisobem pielozime MEX soubor, ktery se nachézi ve
sloZce janssonsolver.

>> mex mxIrie.c

Pripona vygenerovaného bindrniho souboru se lisi podle platformy. Zjistit ji mi-
zeme piikazem:

>> mexext

Naptiklad na platformé Win32 je tato pripona .mexw32.

8.2 Reprezentace intervalovych soustav rovnic

Intervalové soustavy rovnic popisujeme pomoci intervalové matice A a intervalo-
vého vektoru b. V knihovné INTLAB jsou intervalova data reprezentovana dato-
vym typem intval. INTLAB nabizi tfi moZnosti, jak vytvaret intervalové matice.
Prvnim zptisobem je zadédni pomoci dolni a horni meze matice funkei infsup().
Priklad:

>> Asup = [4 3; —1 1]

Asup =
4 3
—1 1
>> Ainf = [2 -1; -1 -3]
Ainf =
2 —1
-1 -3
>> A = infsup (Ainf, Asup)
intval A =
[ 2.0000, 4.0000] | —1.0000, 3.0000]
[ —1.0000, —1.0000] | —3.0000, 1.0000]
Stfed intervalové matice a jeji polomér ziskame funkcemi mid() a rad()
>> mid(A)
ans =
3 1
—1 —1
>> rad (A)
ans —
1 2
0 2
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Matici muzeme také zadat primo pomoci stfedové matice a matice poloméru
pomoci funkce midrad (). Priklad:

~> Amid = [0 0; 0 0]

Amid =

0 0

0 0
>> Arad = [1 3; 2 2]
Arad =

1 3

2 2
>> A = midrad (Amid, Arad)
intval A =
[ —1.0000, 1.0000] | —3.0000, 3.0000]
[ —2.0000, 2.0000] | —2.0000, 2.0000]

Meze intervalové matice pak nazpét ziskame pomoci funkei inf () a sup().
>> inf(A)
ans =
-1 -3
-2 —2

>> sup(A)
ans =

1 3

2 2

Specialnim pripadem intervalové matice je klasicka realné matice, tedy intervalova
matice obsahujici jen degenerované intervaly. Pfevod realné matice do intervalo-
vého typu intval provedeme nésledujicim zpiisobem:

> A=1[1 2 ; 3 4]

A =

1 2

3 4
>> A = intval (A)
intval A =

1.0000 2.0000
3.0000 4.0000

8.3 Volani reSice a interpretace vystupu

Hlavni funkce Tesice se jmenuje ilsjansonhull.m. Funkce fesi intervalovou sou-
stavu rovnic a vraci intervalovy obal mnoziny feSeni. Jeji volani provedeme jednim
z nasledujicich trech zptsobu:

>> [x| = ilsjanssonhull (A,Db)
>> |x,flag] = ilsjanssonhull (A,Db)
>> |x,flag ,orthants| = ilsjanssonhull (A,b)
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Vstupni parametry jsou oba povinné a jsou to:

e A - intervalova matice koeficientii soustavy A € TR™*",
e b - intervalovy vektor pravych stran b € TR™.
Vystupni parametry jsou:

e x - intervalovy obal mnoziny feSeni,

e flag - vystupni priznaky,

e orthants - pocet navstivenych ortanti.

Typické pouziti teSice predstavime na piikladu. Uvazme znovu intervalovou
soustavu z Prikladu 3.1.

(B o)== (23

Nejprve definujeme intervalovou matici A a vektor pravych stran b.

>> A = infsup (|2 —-1; 0 1], [4 0;1 2])

intval A =
[ 2.0000, 4.0000] | —1.0000, 0.0000]
[ 0.0000, 1.0000] | 1.0000, 2.0000]
>> b = infsup ([—2; 3], [5 ;5])
intval b =
[ —2.0000, 5.0000]
[ —3.0000, 5.0000]
Poté zavolame funkci ilsjanssolnhull.
>> |[x,flag ,orthants| = ilsjanssonhull (A,b)
intval x =
[ —2.5000, 5.0000]
[ —5.5000, 6.0000]
flag =
1
orthants =
4

V tomto pripadé nasSel program verifikované teseni. Pokud z riznych duvodu
nebylo mozné ziskat verifikované feseni, obsahuje proménné x vektor samych NaN
(Not a Number). Ruzné diivody neaspéchu vypoctu rozlisuje vystupni parametr
flag. Hodnoty flag a jejich vysvétleni najdeme v nasledujici tabulce.

flag | vyznam
1 | vypocet skoncil ispésné, matice A je regularni
-2 | nenalezeno zadné verifikované feseni
-3 | mnozinu TeSeni se nepodafilo verifikované omezit
-4 | vypocet narazil na NaN

Tabulka 8.1: Vyznam hodnot parametru flag
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Na zavér uvedeme odlisnost od nékterych metod pro feseni intervalovych sou-
stav rovnic. Uvazujme tuto tlohu.

((L1] [2,2]) == ([1,1])
Resfme-li dlohu pomoci metody verifylss ziskdme nésledujici vysledek.

>> [x]| = verifylss(A,b)
intval x =

0.2000

0.4000

Pokud vSak fesime tlohu nasi metodou, ziskame odlisny vystup.

[x, flag]| = ilsjanssonhull (A,b)

intval x =
NaN
NaN
flag =
-3

Hodnota parametru flag = -3 naznacuje, ze je mnozina feSeni pravdépodobné ne-
omezena. Vskutku tomu tak je, presto metoda verifylss vyda intervalovy vektor
reSeni. To plyne z rozdilné metody FeSeni soustavy a piistupu k resitelnosti podur-
¢enych soustav. Nas vystup je naopak konzistentni s metodou verintervalhull.

>> |[x| = verintervalhull (A,b)
intval x =

NaN

NaN

8.4 Alternativni implementace

Jelikoz se podpora MEX funkei 1isi v raznyc verzich MATLABu, prikladame jesté
implementaci, ktera MEX funkce nevyuziva. To sice vede k nizsi efektivité vypo-
¢tu nékterych tloh, protoZze nemiizeme vyuzit vlastni datové sturktury, negativni
efekt na dobu vypoctu je vSak vétsinou zanedbatelny. Vyhodou této implementa-
ce je vyuziti pouze standardnich datovych struktur MATLABu a z toho plynouci
podpora ve starsich i novéjsich verzich. Tuto implementaci nalezeneme v souboru
ilsjanssonhullAlt.m. Jeji pouziti je pak témér totozné se standartni implemen-
taci (akorat zménime jméno funkce pfi volani).
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9. Programatorska dokumentace

Zde popiseme strukturu programu, pouzité algoritmy, datové struktury a im-
plementa¢ni detaily. Predstavime také zékladni strukturu MEX souboru a jeho
vyuziti.

9.1 Implementace Janssonova algoritmu

Resi¢ jsme implementovali v prostfedi MATLAB 2013a (32-bit). Hlavni funkce
reSiCe je obsazenad v souboru ilsjanssonhull.m. Zde implementujeme Jansso-
nuv algoritmus popsany v oddilu 4.3. Inicializace vypoc¢tu probéhne vyreSenim
soustavy rovnic pro stfedovy systém a pridanim signatury feSeni do fronty. Poté
jiz algoritmus ve while-smyc¢ce postupné z fronty odebira znaménkové vektory,
ve kterych je potfeba ohranic¢it mnozinu feseni a konstruuje vysledny intervalovy
obal. Dilezité proménné jsou predevsim:

e out - intervalovy obal mnoziny feSeni ve zpracovanych ortantech;
e newbounds - meze mnoziny feSeni v aktualné zpracovavaném ortantu;

e feasible - priznak urcujici, zda jiz bylo nalezeno verifikované feseni v libo-
volném ortantu, hodnota 1 znaci, Ze jiz bylo nalezeno, jinak je hodnota 0;

cvv .

bylo dosazeno pii vypoctu v aktudlnim ortantu;

e neighbours - vektor, ktery oznacuje slozky, ve kterych maji sousedni or-
tanty opacnou signaturu, nez pravé zpracovavany ortant.

Kazdy prichod while-smyckou reprezentuje vypocet v jednom ortantu. Tento
vypocet se sklada z nasledujicich krokii:

1. odebréni signatury z fronty;

2. ohrani¢eni mnoziny feSeni linedrnimi podminkami;

@

prevedeni linearnich programi do standardni formy;

~

ziskani minimalnich hodnot mezi v kazdé slozce podle 6.3;

5. ohrani¢eni mnoziny feSeni v ortantu pomoci linearniho programovani;
6. prepocitani intervalového obalu v proménné out podle Véty 4.1;

7. zjisténi sousednich ortantl a ulozeni jejich signatur do fronty.

Zaroven v proménné minFeasibles udrzujeme minimalni dosazené hodnoty pfi-
pustnych feSeni. Ve standardni formé linedrniho programovani jsou vSechna pfi-
pustna feSeni kladna. Pokud nékteré slozka vektoru minFeasibles nabyde hod-
noty 0, vynechaviame piislusny minimaliza¢ni linearni program podle myslenky
z 6.2. Na konci vypoctu vnofend funkce finalise provede konsolidaci piiznaki
z verifikovaného linearniho programovani do vystupniho parametru flag.
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9.2 Datova struktura signatur ortanti

Béhem vypoctu algoritmu musime uchovavat navstivené signatury ortanti, aby-
chom se béhem vypoctu nezacyklili. Prvni moznosti, jak toto zaridit, je vyuzit
MATLAB matice jako seznam a do ni postupné pfidavat znaménkové vekto-
ry. Vyhodou tohoto TeSeni je snadna implementace a vyuziti zékladni struktury
MATLABu. Diusledkem je pak snadnéjsi instalace a pirenositelnost implementa-
ce ze systému na systém i mezi riznymi verzemi prostiedi a zajiSténa podpora
v prostiedi MATLABu. Hlavni nevyhoda tohoto piistupu je pak doba vyhledava-
ni signatury v takovéto strukture, ta je totiz potom linearné zavisla na poctu jiz
navstivenych ortant. Téch mize byt az exponencidlné mnoho. To sice na prvni
pohled vypada jako zna¢né neefektivita, nase testy vsak prokazaly, ze pro velikos-
ti tloh, jez je nas Tesi¢ schopen vyftesit v rozumném case, je toto vzacné tzkym
hrdlem programu. Linearni programy v ortantu zvlasté ve své verifikované ver-
zi zabiraji mnohem vice vypocetni doby. Piesto jsme se rozhodli implementovat
efektivnéjsi datovou strukturu.

V naSem piipadé se nabizi vyuziti binarniho prefixového stromu, neboli bi-
narni trie. Bohuzel v MATLABu neexistuje zddna standardni implementace stro-
mové struktury. Vyuzili jsme MEX (MATLAB Executable) API, pomoci které je
mozné v prostfedi MATLABu spoustét funkce napsané v C/C++. Jedna se o ne-
standardni funkénost MATLABu, proto zde popiSeme alespon zakladni strukturu
MEX souboru.

9.2.1 Struktura MEX souboru
MEX soubor se typicky sklada ze dvou hlavnich ¢asti:

e vlastni vypocetni funkce,

e funkce slouzici jako rozhrani mezi MATLABem a vypocetni funkci.

Vypocetni funkce je klasickd funkce jazyka C. Funkce rozhrani je povinna
soucast souboru, nahrazuje main funkci, zavadi vypocetni funkce a ma nésledujici
pevné danou strukturu:

void mexFunction(int nlhs, mxArray splhs]|]|,
int nrhs, const mxArray xprhs|[]|) {}

Vyznam argumentu funkce rozhrani je nasledujici:
e nlhs - pocet vystupnich proménnych,
e plhs - pole ukazateli na vystupni proménné,
e nrhs - pocet vstupnich parametri,

e prhs - pole ukazateld na vstupni proménné.

Funkece:

y = inc(x)
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bude mit hodnoty nlhs = 1 anrhs = 1, plhs[0] a prhs[0] budou ukazatele
na mxArray obsahujici y, resp. x, coz je datovy typ MATLAB C/C++ API, ktera
slouzi jako knihovna pro préci s maticovym typem v jazyce C/C++. C/C++ API
obsahuje mimo jiné také funkce pro prevod mezi typem mxArray a klasickymi
datovymi typy jazyka C a funkce pro tvorbu a kontrolu dat. V mex souboru je
pak mozné spoustét kod z MEX a C/C++ API, stejné jako klasické funkce jazyka
C/CH+.

9.2.2 Definované struktury

Soubor mxTrie.c obsahuje definice struktur v jazyce C. Prefixovy strom signatur
orthnatt implementuje struktura bin_tree. Jelikoz do stromu ukladame pouze
vektory obsahujici £1, je tento strom binarni. Priichod stromem od kotene k listu
jednozna¢né charakterizuje signaturu ortantu. Signatury ortantii také vystupuji
ve fronté ortanti, které jesté béhem vypoctu musime navstivit. Abychom usporili
misto v paméti, neimplementujeme tuto frontu jako samostatny seznam, nybrz
vyuzivame listii struktury prefixového stromu. Jednotlivé listy si udrzuji svého na-
slednika ve fronté pomoci ukazatele na pravého syna, jenz by byl jinak nastaveny
na hodnotu NULL. Hlavni struktura trie udrzuje ukazatel na kotfen prefixového
stromu a ukazatele na prvni a posledni prvek fronty.

Dale se v souboru mxTrie.c nachazi metody pro praci s datovymi struktura-
mi. V zévislosti na prvnim parametru volédni funkce mxTrie je provedena akce z

Tabulky 9.1.

parametr | akce

‘create’ | inicializace datovych struktur

‘count’ | zjisténi poctu prvki ve fronté

‘insert’ | vloZeni signatury do prefixového stromu a do fronty
‘"dequeue’ | odebrani prvku z fronty

‘delete’ | smazéani datové struktury

Tabulka 9.1: Parametry funkce mxTrie

Tato implementace zajistuje vyhledavani navstivenych ortanti v ¢ase linearné
zavislém na velikosti soustavy. To vede u nékterych typu intervalovych soustav
k rychlejsimu vypoctu, zvlasté pak u uloh, kdy musime navstivit vSech 2" ortant.

9.3 Verifikované linearni programovani

Verifikovanou metodu linearniho programovani, zalozenou na verifikaci optimal-
ni baze, implementuje funkce verSimplex. Jako aproximac¢ni metodu linearniho
programovani jsme zvolili funkci 1inprog, coz je standardni metoda pro FeSeni
linearnich programiit v MATLABu. Funkce verLinProg potom zapouzdiuje nami
implementovanou metodu verSimplex a v piipadé netspéchu kritéria vyuziva k
ziskani verifikovanych mezi funkce z baliku VSDP.
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10. Zavér

Vysledkem nasi prace je predevsim implementace TeSice intervalovych linedrnich
rovnic vyuzivajici Janssoniv algoritmus. Resic, ktery je dostupny na pfilozeném
CD, je implementovan v prostfedi MATLABu za vyuziti intervalové knihovny
INTLAB.

Predstavili jsme nékolik postupi, jak vylepsit zakladni algoritmus vyuzitim
souvislosti linedrnich programi v jednotlivych ortantech. VSechna popsané vy-
lepSeni jsme implementovali a zméfili jejich efektivitu. Ukazalo se, Ze zejména
optimalizace na zakladé ofezédvani mnoziny feSeni linearnich programi vede ke
znacné casové uspofe.

Nasi metodu jsme porovnali s jiz existujicimi implementacemi algoritmi pro
feSeni intervalovych soustav rovnic. Namérené hodnoty naznacuji, Ze pro linearni
systémy, jejichz mnozina pronika velké mnozstvi ortanti, je nase implementace
vyrazné rychlejsi nez konkurenéni metoda VERSOFTu. Pokud je pocet prohleda-
vanych ortantt maly, je situace opacna. Obé metody, které pocitaji verifikovany
intervalovy obal pak byly pomalejsi nez metoda knihovny INTLAB, kteréd pocita
pouze intervalovou obalku mnoziny feSeni.

Veskeré meze mnoziny teSeni, ze kterych sestavujeme vysledny intervalovy
obal, poskytuji hodnoty ziskané z linearniho programovéani. Aby nase vysledky
byly skutecné spravné, zvolili jsme a implementovali verifikovanou metodu line-
arniho programovani.

Implementaci algoritmu je mozné déle zlepsovat. V soucasnosti vyuzivame
standardni funkce pro FeSeni linearnich programu z prostfedi MATLABu. To
v sobé skyta omezeni pro navrh a nizsi efektivitu verifikacnich metod pro linearni
programovani. Dale je mozné zvazit naznaceny postup vypoctu vnitini obalky
pro optimalizaci ofezdvanim mnoziny feseni linearnich programi.
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