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1 Uvod

1.1 Motivacia

S rychlym rozvojom pocitacov sa coraz castejsie stretavame s ich vyuzitim v roz-
nych vednych oblastiach. Sticasna technika umoznuje rychlejsie a presnejsie vy-
hodnocovanie naro¢nych vypoctov, a tak vznikaja stale nové algoritmy pre riese-
nie praktickych, ale i teoretickych problémov.

Pocitacova aritmetika ma vsSak proti redlnej stale jeden velky nedostatok,
a tym je obmedzena presnost. Nemoznost reprezentovania ¢isel ich presnym tva-
rom vedie k zaokrihlovacim chybam, ktoré sa mézu v priebehu vypoctu zvacsovat
a sposobit tak, ze ziskany vysledok bude daleko od realneho riesenia skiimaného
problému. Tento problém sa pritom netyka iba iracionalnych ¢isel — pocitacova
aritmetika totiz pre reprezentaciu c¢isel pouziva binarnu sdstavu a mnohé raci-
onélne ¢isla po prevode ziskaji nekone¢ny binarny rozvoj. Ak chceme maf istotu,
ze ziskany vysledok bude v uré¢itom zmysle dobrou aproximaciou skuto¢ného rie-
Senia problému, musime pouzit iny pristup.

Jednym z moznych rieseni tohto nedostatku je vyuzitie intervalov. Realne cislo
tak nebudeme reprezentovat zaokrihlenou hodnotou, ale intervalom, v ktorom sa
dané cislo urcite nachadza. Na reprezentaciu hranic tohto intervalu uz obmedzena
presnost staci. Rovnako prispésobime aritmetické operacie a funkcie tak, aby boli
vo vysledku zahrnuté vsetky pozadované riesenia.

Pociatky intervalovej analyzy sa datuji do druhej polovice 20. storocia, roz-
sirila sa vSak najmé v poslednych dvoch desatrociach. Okrem umoznenia repre-
zentacie realnych ¢isel v aritmetike s obmedzenou presnostou nasli intervaly svoje
miesto aj pri modelovani problémov s nepresnymi vstupnymi datami. V praxi cas-
to nedokazeme pozadované hodnoty urcit presne, ale vieme najst medze, v ktorych
sa pohybuji. Miesto odhadu presnej hodnoty tak mozeme pouzif interval, ktory
namerand hodnotu s istotou obsahuje.

Jednou z oblasti vyuzitia intervalovych metéd je riesenie problémov, ktoré do-
kazeme modelovat pomocou nelinearnych rovnic a nerovnic nad premennymi na-
dobudajicimi hodnoty z danych intervalov. Intervalova aritmetika nadm umoznuje
vytvorit vnutorny a vonkajsi odhad takto popisanej mnoziny. Ziskany vysledok
teda nie je iba akymsi nepresnym odhadom riesenia problému, ale s urcitostou
obsahuje vsetky hodnoty, ktoré do samotnej mnoziny rieseni patria.

1.2 Ciel prace

Cielom tejto prace je implementovat intervalovy solver spojitych problémov splno-
vania obmedzujucich podmienok v prostredi MATLABu. Obmedzujice podmien-
ky riesené v tejto tlohe st reprezentované formou nelinearnych rovnic a nerovnic
alebo ako tzv. testovacie funkcie.

Zakladny algoritmus bude vylepSeny pomocou propagacnych technik vo for-
me intervalovych kontraktorov pre efektivnejsie odstranenie bodov nepatriacich
do mnoziny rieseni daného problému. Dalej navrhneme metédu pre zniZenie poétu
intervalovych boxov generovanych implementovanym algoritmom.



1.3 Stvisiace prace

Na uvod predstavime niektoré existujice programy riesiace problematiku splno-
vania nelinearnych obmedzujicich podmienok so spojitymi premennymi. Tieto
baliky funkcii vyuzivaji prevazne metédy intervalovej analyzy, avsak niektoré
z nich prindsaju tiez rozne techniky z inych oblasti zamerané na riesenie Specific-
kejsich problémov.

Alias Kniznica Alias (An Algorithms Library of Interval Analysis for equation
Systems, Merlet| (2004)) je subor algoritmov zalozenych na intervalovej analyze
implementovanych v jazyku C++ s rozhranim pre pouzitie v Maple. Kniznica je
vyvijand v ramci projektu COPRIN a zameriava sa na optimalizaéné problémy
a rieSenie sustav rovnic a nerovnic. Okrem obecnych algoritmov poskytuje tiez
niektoré Specializované metddy, napriklad pre riesenie trigonometrickych rovnic
alebo vypocet korenov polynémov v jednej premennej.

Quimper Balik aplikacii Quimper (QUick Interval Modeling and Programming
in a bounded-ERror context, Chabert — Jaulin| (2009))) zahina nastroj pre riese-
nie spojitych problémov s obmedzujicimi podmienkami s moznostou numerickej
alebo grafickej reprezentacie vysledku zalozeny na intervalovej kniznici Ibex pre
jazyk C++. Prinasa tiez vlastny jazyk pre popis problému a pozadovaného sposobu
jeho rieSenia. Cast baliku je zamerand na problémy z oblasti riesenia diferencidl-
nych rovnic.

RealPaver Softvérovy balik RealPaver (Granvilliers — Benhamoul, [2006)) je na-
stroj pre modelovanie a riesenie optimaliza¢nych problémov a problémov s neli-
nearnymi podmienkami. Balik je implementovany v jazyku C a prostrednictvom
kombinacie technik intervalovej analyzy a splinovania obmedzujicich podmienok
poskytuje aproximaciu mnoziny rieSeni problému pomocou intervalovych boxov.
Intervalovi aritmetiku pre RealPaver zabezpecuje kniznica Gaol.

RSolver Balik RSolver (Ratschan, 2006) je zamerany na rieSenie problémov
s kvantifikovanymi obmedzujicimi podmienkami, teda obmedzujticimi podmien-
kami blizsie $pecifikovanymi pomocou existencnych a univerzalnych kvantifikato-
rov. RSolver je implementovany v jazyku OCaml s podporou kniznice smathlib.
Balik tiez obsahuje samostatné grafické rozhranie pre vizualizaciu ziskanych vy-
sledkov.

Mnohé z existujicich programov pre riesenie problémov spliovania obmedzu-
jucich podmienok funguju ako samostatné aplikacie. Pre tvorbu solveru vytvore-
ného v tejto praci bol zvoleny jazyk MATLAB s cielom umoznit pouzitie programu
priamo z vypoctového prostredia MATLAB, ktoré ma v komunite zaoberajticej sa
intervalovou analyzou siroké zastupenie. Pre podporu intervalovej aritmetiky je
pouzitd sada nastrojov Intlab umoznujica garantované intervalové vypocty.

Kvoli moznosti Sirokého vyuzitia programu sme sa zamerali na implementéa-
ciu algoritmov a technik pracujicich s obecnymi nelinearnymi podmienkami bez
poziadavkov na tvar zadanej tlohy. Pre lepSiu predstavu o tvare a vlastnostiach



mnoziny rieSeni daného problému su sucasfou solveru aj zakladné vizualizacné
funkcie. V ramci tejto prace sme tiez navrhli niektoré vylepsenia zdkladného im-
plementovaného algoritmu S1via, blizsie popisané v fsekcii 3.6f Dalsie rozirenie
solveru prinasa vyuzitie algoritmu SIVIA pre vizualizaciu presnych aritmetickych
operacii na mnozine komplexnych intervalov.

1.4 Struktira prace

Teoretickd cast prace je venovana popisu implementovanych algoritmov a ich
vlastnosti, ako aj potrebnému teoretickému zakladu. Stucastou prace je uziva-
telska dokumentacia, v ktorej je blizsie popisané spustenie baliku a pouzivanie
jednotlivych funkcii. V programatorskej dokumentéacii poskytujeme tivod do pra-
ce s tzv. MEX-stubormi, ktoré umoznuja prepojit zdrojovy kéd napisany v jazyku
C++ s funkciami pouzivanymi v MATLABe.

V nasledujicej kapitole definujeme zakladné pojmy intervalovej analyzy, po-
skytneme tivod do redlnej intervalovej aritmetiky a popiseme problém zavislosti
vyplyvajtci z jej pouzivania. Uvedieme tiez definiciu problému spliiovania obme-
dzujtcich podmienok a s nim suvisiacich pojmov. Tretia kapitola je venovana
analjze rieSeného problému a popisu algoritmu SIVIA, ktory ho riesi. Dalej od-
vodime niektoré zakladné vlastnosti tohto algoritmu a navrhneme moznosti jeho
vylepSenia. Stvrta kapitola uvadza rozne druhy technik, na ktorych st zalozené
kontraktory pouzivané pre redukciu intervalovych boxov, s ktorymi algoritmus
SIVIA pracuje. Predstavime styri typy kontraktorov s réznymi moznostami ich
implementacie a zavedieme pojem lokalnej konzistencie, na zaklade ktorého je
mozné teoretické porovnanie vlastnosti tychto kontraktorov. Praktické porovna-
nie implementovanych verzii kontraktorov poskytne kapitola 5. Poslednt kapitolu
tvori ivod do komplexnej intervalovej aritmetiky a zhrnutie roéznych pristupov
k definicii komplexného intervalu. Na zaver uvedieme moznosti vizualizacie kom-
plexnej intervalovej aritmetiky prevodom na problém splnovania obmedzujucich
podmienok.



2 Zakladné pojmy

Kapitola najprv definuje zakladné pojmy stvisiace s intervalmi. Dalej je zavedena
realna intervalova aritmetika a intervalové analégie realnych funkcii. Zaver kapi-
toly je venovany formalizacii problému splinovania obmedzujicich podmienok.

2.1 Intervaly a intervalova aritmetika

2.1.1 Interval a stvisiace pojmy

V tvode tejto sekcie definujeme realne intervaly, ich charakteristiky a prislusné
znacenie. Pokial nebude uvedené inak, bude pojem ,interval“ oznacovat prave

mnozinu vymedzenu |definiciou 2.1}

Definicia 2.1 (Redlny interval). Nech 2,7 € R a nech plati z < 7. Potom
mnozinu

r=[z,7] ={reR|z<zx<7T}
nazveme redalnym intervalom. Hodnotu x, resp. T nazyvame dolnou, resp. hor-
nou hranicou intervalu x. Mnozinu vsSetkych realnych intervalov budeme znacif
symbolom IR.

Definicia 2.2. Bud x € IR. Ak plati z = T, nazveme interval degenerovany.

V uréitych pripadoch moze byt vyhodné uvazovat aj neobmedzené intervaly
tvaru [z, 00), (—o0,Z], prip. (—oo,o0), ktoré nezahfiia. Napriklad
podmienku v tvare nerovnosti f(z) < 0 moze byt uzitoéné previest pridanim
doplnkovej premennej na rovnost tvaru f(z) +s =0, s € [0,00). Tato uprava je
vsak mozna iba v pripade, Ze nie je vyzadovana obmedzenost intervalov. Niekedy
sa medzi intervaly zaraduje aj prazdna mnozina, napriklad v sivislosti s operaciou
intervalového prieniku.

Definicia 2.3. Bud x € IR, definujeme nasledujice pojmy:

(a) stred intervalu z¢ == (T + z),

(b) polomer intervalu z* = (z — z),

(c) Sirka intervalu w(x) =7 — z.

Definicia 2.4 (Intervalovy box). Redlny intervalovy vektor alebo box je karte-
zianskym stucinom n realnych intervalov xq,...,®,, znac¢ime * = x| X --- X @,
alebo skratene © = (x1,...,x,). Mnozinu vsetkych n-zlozkovych intervalovych
vektorov znacime IR". Objem intervalového boxu @ definujeme ako [T} ; w(zx;).

.ZUQkf

| |
Iy T

Obr. 2.1: Intervalovy box v IR?



2.1.2 MnozZinové operacie

Definicia 2.5 (Mnozinové operécie). Nech @,y € IR, potom ich prienik, zjedno-
tenie a obal definujeme nasledovne:

xNy:={z|z exNhz €y}
xUy:={z|z exVz €y}
zUy = [min(z,y), max(7,7)|

V pripade, ze je prienik intervalov @ a y neprazdny, mézeme ho ekvivalentne
vyjadrit ako interval [max(z,y), min(z,7)].

Nakolko zjednotenie dvoch intervalov & a y nemusi tvorit sivisli mnozinu,
vyuziva sa Castejsie intervalovy obal, ktory je najmensim intervalom (vzhladom
k inklizii) obsahujicim mnoZinu x U y.

2.1.3 Porovnavanie intervalov

Porovnéavanie prvkov na mnozine realnych intervalov zavedieme pomocou usporia-
dania < a ekvivalencie = na mnozine realnych ¢isel. Dva redlne intervaly = [z, 7|
a y = [y,7| sa rovnaji prave vtedy, ked popisuji rovnaki mnozinu, teda plati

r=yY <@ z=YyYy ANT=17.

Interval @ je mensi alebo rovny intervalu y, ak pre kazda dvojicu prvkov (z,vy),
kde x € &,y € y, plati x <y, zjednodusene

r<y<=71T<y.

Obdobne mozeme definovat reldciu > a ostré nerovnosti.

Narozdiel od usporiadania < na mnozine realnych ¢isel, nie je takto defino-
vané usporiadanie na realnych intervaloch tuplné, pretoze existuji neporovnatel-
né prvky. Napriklad pre intervaly [0,1] a [0,2] neplati vztah [0,1] < [0,2] ani
[0,2] < [0, 1].

2.1.4 Intervalova aritmetika

Aritmetické operacie zname napriklad z redlnych ¢isel je mozné intuitivne rozsirit
aj na realne intervaly. Pri poc¢itani s intervalmi budeme pozadovat, aby vysledok
zahfnal hodnoty operacii pre vsetky mozné volby prvkov z intervalov a zaro-
ven aby vysledkom kazdej intervalovej operacie bol opéf interval. Spojity obraz

intervalov popisuje |Veta 2.1 k zobecneniu pre intervalové boxy vedie [veta 2.2

Veta 2.1 (Rudin (1976} kap. 4)). Bud f : R — R funkcia spojitd na intervale x.
Potom obraz f na x je interval.

Veta 2.2 (Rudin! (1976, kap. 4)). Spojity obraz kompaktnej mnoZiny je kompaktnd
mnozina. Spojity obraz suvislej mnoZiny je suvisla mnozina.

V R™ st kompaktné prave uzavreté a obmedzené mnoziny, Specidlne teda
plati pre obrazy intervalovych boxov. Dalej vieme, Ze neprazdne sivislé
kompaktné podmnoziny R st prave uzavreté intervaly. Pre kazdu spojita funkciu
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f:R™ — R teda plati, Ze obrazom intervalového boxu je interval, mozeme preto
zaviest definiciu prislusnej intervalovej funkcie nasledovne:

flxr,...,xn) ={f(x1,...,2,) | Vi€ {1,...,n}:x; € x;}.

V pripade nespojitych funkcii mézeme miesto vyslednej mnoziny uvazovat jej
intervalovy obal, teda najmensi interval vzhladom k inklizii, ktory dani mnozinu
obsahuje.

Pre zakladné aritmetické operacie je mozné odvodif vzorce, ktoré popisuji
vysledok prislusnej intervalovej operacie pomocou dolnych a hornych hranic ope-
randov.

Tty=|z+yT+7
z-y=|z-7,7—y

Vysledné mnoziny pre operacie nasobenia a delenia su zlozitejsie, avsak pri
znalosti hranic operandov mozeme niektoré moznosti vopred vylucit. Pri deleni
predpokladame, ze interval v menovateli neobsahuje nulu — niekedy vSak moze
byt uzitocné definovat tzv. rozsirent intervalovi aritmetiku, ktora okrem iného
umoznuje aj delenie intervalom obsahujicim 0 (pre podrobnejsi popis vid napri-
klad Moore et al. (2009, s. 109)).

x -y = [min S, max 5] S ={z-y,2-9,7 y,7 7}
1 1 11
E:w.f — = [7‘|70¢y
(] Y Y vy

Poznamka. Pri vypoctoch s obmedzenou presnostou pouzivame v intervalovej
aritmetike tzv. zaokrihlovanie smerom wvon, dolni hranicu teda zaokruhlujeme
nadol a hornd hranicu nahor, aby sme zarucili, Zze vysledny interval bude obsaho-
vat vSetky pozadované hodnoty.

Analdgiu zlozitejsich realnych funkcii predstavuje na mnozine intervalov kon-
cept intervalového rozsirenia.

Definicia 2.6 (Intervalové rozsirenie). Funkcia [f] : IR" — IR je intervalovym
rozsirenim funkcie f : R™ — R, ak je obraz [f](x) intervalového vektoru  nad-
mnozinou {f(z) | x € x}.

Priklad. Uvazujme funkciu f(z,y) = = + y, potom funkcia [fi](z,y) = +y
vyuzivajica intervalovi aritmetiku splna |definiciu 2.6, Ak pripustime neobmedze-
né intervaly, je intervalovym rozsirenim f je tiez konstantna funkcia [fo](x, y) =
[—00, 00].

Intervalové rozsirenie realnej funkcie nie je urcené jednoznacne. Rozsirenie
nazveme minimdlne, ak je obrazom kazdého intervalového boxu najmensi mo-
zny interval. Pre monoténne spojité funkcie dokazeme ziskat miniméalny obraz
intervalu pomocou dolnej a hornej hranice vzoru. Napriklad ak je f rastica, po-
tom plati f(x) = [f(z), f(T)]. V obecnom pripade budeme najcastejsie pouzivat
rozsirenie, ktoré ziskame nahradenim realnych funkcii prislusnymi intervalovy-
mi funkciami, tzv. prirodzené intervalové rozsirenie. popisuje jednu
z jeho vyznamnych vlastnosti.



Tvrdenie 2.3. Bud [f] prirodzené intervalové rozsirenie funkcie f:R"™ - R a
x € IR". Ak je f(xy,...,x,) spojitd na x a kazZdd premennd x; sa v analytickom
predpise f vyskytuje nanajvys raz, potom plati f(x) = [f](x).

Dékaz. vid |Moore et al. (2009, kap. 6) O

2.1.5 Problém zavislosti

Néjdenie presného obrazu intervalu pri danej realnej funkcii je obecne NP-tazky
problém (Gaganov, [1985). Narozdiel od pripadu s unikédtnym vyskytom premen-
nych, moézeme pri opakovanom vyskyte premennych v predpise funkcie pouzi-
tim prirodzeného rozsirenia dostat nadhodnoteny obraz intervalu. Pricinou je
tzv. problém zdvislosti, ktory ilustruje nasledujtci priklad.

2 — 1 a interval

Priklad. Uvazujme redlnu funkciu zadani predpisom f(z) = x
x = [—1, 1]. Potom vyhodnotenim prirodzeného intervalového rozsirenia dostane-
me [f](x) = [-1,1]2—[~1,1] = [~1, 2]. Upravou predpisu funkcie na ekvivalentny
tvar g(z) = (z — 3)* — § a vyhodnotenim prirodzeného rozsirenia [g](x) viak do-
staneme optimélny obraz [—1,2].

Funkcie, ktoré su v realnej aritmetike ekvivalentné, mozu davat pri pouziti
intervalovej aritmetiky rozne vysledky. Vo funkcii [f] totiz vyberame hodnotu
x nezavisle pre kazdy vyskyt premennej, do obrazu rozsirenia sa tak dostane

napriklad hodnota 0 — 1 = —1, ktoré ale do obrazu redlnej funkcie f nepatri.

Poznamka. Pre intervalovii druhtt mocninu 2 a stéin @ - ¢ neplati oéakavany

vztah 2 = x - . V pripade stcinu totiZ nie je zachytend zavislost medzi dvomi
vyskytmi premennej x. Podla definicie plati:

x’ = {2 |z €z},

z-rx={r-y|lrecxycac}

Podobne vztah & — & = [0, 0] plati iba pre degenerované intervaly.

2.2 Splnovanie obmedzujiucich podmienok

Koncept obmedzujicich podmienok umoznuje formalizovat problémy z réznych
oblasti prirodnych a technickych vied, kde sa vyskytuju tlohy popisujice mnozinu
objektov, ktorej prvky musia spliiat zadané podmienky. K takymto problémom
casto vedie vyskum napriklad v oblasti umelej inteligencie, logiky, optimalizacie,
ale aj v bioldgii ¢i diskrétnej matematike. Medzi zndme problémy, ktoré je mozné
formulovat ako problémy splnovania obmedzujticich podmienok, patri napriklad
riesenie Sudoku, farbenie mapy alebo rozvrhovanie vyroby.

Obecne ide o problémy s premennymi, ktoré mozu nadobidat hodnoty z vo-
pred urcenych definiénych oborov. Napriklad pri rieseni dobre znamej logickej tilo-
hy Sudoku tvori jednotlivé premenné 81 poli siete a definicnym oborom premen-
nej je mnozina prirodzenych ¢isel {1,...,9}. Obmedzujicou podmienkou potom
rozumieme relaciu popisujicu pozadované vztahy medzi premennymi (napriklad
nerovnost priradenych hodnot pre kazdi premenni v rovnakom riadku Sudoku).



Uvedeny priklad spadd do mnoziny klasickych diskrétnych problémov splio-
vania obmedzujicich podmienok s kone¢nymi definicnymi obormi premennych.
V praxi vsak casto potrebujeme tiez modelovat problémy, kde mozu premenné
nadobtudat hodnoty z danej obmedzenej, ale nekone¢nej mnoziny. Jednoduchym
prikladom je riesenie stistavy nelinearnych nerovnic s volbou hodnét premennych
z intervalov redlnych ¢isel. Tieto typy problémov sa tiez casto vyskytuji v robo-
tike a lokalizécii (vid napr. |Jaulin| (2006))).

Definicia 2.7. Problém splnovania obmedzujicich podmienok definujeme ako tro-

jicu (X, D, C), kde

e X ={xy,...,2,} je konetnad mnozina premennych,
e D={Ds,...,D,} je konetnd mnozina definiénych oborov premennych,
e C = {ci1,...,cn} je koneénd mnozina obmedzujicich podmienok (reldcii

nad mnozinou premennych).

Problém splnovania obmedzujicich podmienok sa c¢asto oznacuje skratkou
CSP (angl. constraint satisfaction problem). Pre tcely tejto prace budeme obme-
dzujicou podmienkou rozumiet podmienku f(z1,...,2,)00, kde x4, ..., x, patria
do mnoziny premennych X, o je relicia z mnoziny {<,> =} a f: R" — R. Ako
definicné obory jednotlivych premennych uvazujeme redlne intervaly. V takom-
to pripade hovorime o spojitom numerickom CSP. Pokial nebude uvedené inak,
budeme dalej skratka CSP oznacovat prave tento typ problému.

Definicia 2.8 (Riesenie CSP). Ohodnotenim premennych nazveme zobrazenie,
ktoré kazdej premennej x; € X priradi hodnotu z prislusného definicného oboru
D;. Ohodnotenie je konzistentné vzhladom k obmedzujtcej podmienke c¢;, pokial
ju neporusuje. Riesenim CSP nazveme kazdé ohodnotenie premennych, ktoré je
konzistentné vzhladom ku kazdej podmienke ¢ € C.
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3 Algoritmus SIVIA

V tejto kapitole popiseme niekolko réznych pristupov k rieseniu spojitého prob-
lému spliiovania obmedzujtcich podmienok spolu s ich vyhodami a nevyhodami.
Budeme sa blizsie venovat intervalovému pristupu a predstavime algoritmus S1via
zalozeny na tomto pristupe s niektorymi jeho modifikdciami a vylepseniami a od-
vodime zakladné vlastnosti tohto algoritmu. Dalej sa budeme venovat projekecii
riesenia CSP popisaného pomocou mnozin viacrozmernych intervalovych boxov
do nizsej dimenzie.

3.1 Riesenie spojitého CSP

3.1.1 Pristupy k rieseniu spojitého CSP

V zévislosti na pozadovanych vlastnostiach ziskaného riesenia a poziadavkach na
priebeh vypoctu je niekolko moznych pristupov k splnovaniu spojitych obmedzu-
jucich podmienok (Benhamou — Granvilliers, [2006)).

Z pohladu pocitacovej algebry s spojité obmedzujice podmienky formule lo-
giky prvého radu nad redlnymi ¢islami. Pocitacova algebra vyuziva algoritmy pre
symbolické vypocty, pomocou ktorych sa snazi previest zadany problém na jed-
noduchsi problém v rovnakej triede ekvivalencie. Presné vypocty st garantované
za podmienky pouzitia algebraickych cisel alebo racionalnych ¢isel s nekonecnou
presnostou.

Programovanie s obmedzujicimi podmienkams sa zaobera splnenim relacii me-
dzi premennymi. Proces riesenia problému prebieha rozsiahlym prehladédvanim,
ktoré mdze byt za icelom zvysenia efektivity kombinované s propagac¢nymi tech-
nikami zabezpecujicimi odstranenie ¢asti hodnot, ktoré nie st stcasfou riesenia.
Tieto obecné techniky je mozné vyuzit pre siroké spektrum roéznorodych problé-
mov.

V numerickej analyze interpretujeme obmedzujice podmienky ako rovnosti a
nerovnosti medzi redlnymi funkciami. Casto sa vyuZiva linearizicia nelinedrnych
podmienok, avsak kvoli obmedzenej presnosti a zaokrihlovacim chybam moze
v praxi dojst k nepresnostiam v ziskanom rieseni.

Intervalovd analyza riesi tento problém nahradenim zaokrtihlenych realnych
¢isel intervalmi. Intervalové algoritmy dokédzu pomocou intervalovej aritmetiky a
spravneho zaokrihlovania garantovat obsiahnutie presného riesenia problému vo
vyslednej aproximacii.

3.1.2 Intervaly a rieSenie CSP

Pri tvorbe tejto prace sme sa rozhodli pre vyuzitie intervalovej analyzy, ktora
poskytuje garantované vysledky aj pri obmedzenej presnosti ¢isel v pocitacovej
aritmetike. Ziskané vysledky sice moze byt oproti praci s redlnymi c¢islami nad-
hodnotené, avsak napriek tomu nam dokaze poskytnif mnoho informécii o pres-
nom rieseni. Tuto skutocnost ¢iastocne ilustruje nasledujtci priklad s vyuzitim
prirodzeného intervalového rozsirenia funkcie pre zistenie, ¢i je dana funkcia v nie-
ktorom bode definicného oboru nulova.
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Priklad. Uvazujme reprezentaciu realnych ¢isel s presnostou obmedzenou na
jedno desatinné miesto. Bud f(z) = z(x — 1) — sin(x) definované na intervale
x = [2, 3]. Potom pre prirodzené intervalové rozsirenie f plati

(=) = [2,3]([2,3] = 1) —sin([2,3])
= (2,3]-[1,2] — [0.1,1]
=[2,6] —[0.1,1] = [1,5.9]

Z definicie intervalového rozsirenia vieme, ze f(x) C [f](x), dokézali sme teda,
ze funkcia f nemd na intervale [2, 3] ziadny nulovy bod.

Intervalové vypocty su vSak casto ¢asovo narocnejsie nez vypocty s presnymi
c¢islami. Pokusime sa preto intervalové algoritmy zrychlit vyuzitim propagacnych
technik z oblasti programovania s obmedzujicimi podmienkami. Zameriame sa
predovsetkym na obecné techniky, ktoré nekladu ziadne dodatoéné poziadavky
na typ pouzitych nelinedrnych podmienok alebo tvar rieSeného problému.

3.2 Zakladna myslienka algoritmu

Algoritmus zalozeny na intervalovom pristupe k rieseniu spojitého CSP bude pra-
covat s celymi definiénymi obormi premennych a bude vyuzivat vypocty pomocou
intervalovej aritmetiky. Vstupom algoritmu je mnozina obmedzujicich podmie-
nok a zoznam definiénych oborov jednotlivych premennych, vystupom budu tri
mnoziny intervalovych boxov popisujucich riesenie problému.

70 zadania problému dostaneme intervalovy box « tvoreny defini¢nymi obormi
premennych. Tento box vlozime do mnoziny nespracovanych boxov. Kazdy prvok
tejto mnoziny spracujeme podla jednej z nasledujicich moznosti:

(a) ukazeme, ze kazdy prvok x je rieSsenim CSP,
(b) ukazeme, ze x neobsahuje ziadne rieSenie CSP,

(¢) o x sa ndm nepodari preukédzat ziadnu z predchadzajicich moznosti.

V pripade (a) moZeme priradenie jednotlivych intervalov z @ prislusnym pre-
mennym prehlasit za rieSenie. V pripade (b) sme ukazali, ze ziadne z moznych
ohodnoteni premennych nie je konzistentné so vSetkymi podmienkami, preto je
mnozina rieseni problému v tomto boxe prazdna. V pripade (c) box @ rozdelime
na niekolko mensich c¢asti, ktoré vlozime do mnoziny nespracovanych boxov.

Pre zaistenie konecnosti algoritmu zvolime miniméalnu sirku € najdlhsej strany
boxu, ktory este budeme v bode (c) dalej delit. Vsetky boxy, ktorych kazd4 strana
bude mensia nez ¢ a nepodari sa ndm o nich preukdzat moznost (a) ani (b),
zaradime do mnoziny nerozhodnutych boxov.

Zjednotenie boxov, u ktorych sme preukézali moznost (a), bude tvorit vnitor-
ny odhad mnoziny skuto¢nych rieseni CSP a pridanim mnoziny nerozhodnutych
boxov ziskame vonkajsi odhad. Tieto odhady nam moézu poskytnit informéacie
o riesitelnosti zadanej tlohy —ak je vonkajsi odhad prazdny, CSP nema riesenie
a ak je naopak vnutorny odhad neprazdny, potom urcite nejaké riesenie daného
CSP existuje.
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3.3 Testovanie splnenia podmienok

Algoritmus pocas behu testuje, ¢i dany intervalovy box spliia obmedzujice pod-
mienky. Pre tento test budeme pouzivat prirodzené intervalové rozsirenie defi-
nované v [gekcii 2.1.4] Uvazujme funkciu f : R"™ — R zadani predpisom, jej
prirodzené intervalové rozsirenie [f] : IR" — IR a obmedzujicu podmienku
f(z1,...,2,) = 0. Oznaéme & mnozinu boxov, ktoré st rieSenim daného CSP,
N mnozinu boxov neobsahujicich Ziadne rieSenie a B mnozinu nerozhodnutych
boxov. Pre dany n-rozmerny box « a zvoleny parameter € vyhodnotime test na-
sledovne:

(a) ak plati [f](x) = 0 (ekviv. [f](x) C [0,0]), pridaj & do mnoziny S,

(b) ak 0 ¢ [f](x) (ekviv. [f](x) N[0,0] = 0), pridaj & do mnoziny N,

(c) ak sme zatial box @ nezaradili a je vo vsetkych rozmeroch mensi nez ¢,
pridaj & do mnoziny B,

(d) inak @« rozdel a otestuj vzniknuté boxy.

Podobne pre podmienku tvaru f(z1,...,x,) < 0 moézeme body (a) a (b) upravit
na test:

(a) [fl(z) <0 (ekviv. [f](z) S (—o0,0]),
(b) [f)(z) > 0 (ekviv. [f](z) N (~o0,0] = 0).

Uvazujme CSP s premennymi (zq,...,z,) = x a ich definiénymi obormi
Zy,...,T, a obmedzujicimi podmienkami v tvare

fi(z)=0,..., fr(x) =0,
fk+1(x) <0,... 7fm(x) <0

pre nejaké k € {0,...,m} (podmienky s nerovnostou > mézeme upravit vyna-
sobenim hodnotou —1). Priradme kazdej z podmienok fi,..., fx degenerovany
interval [0,0] a podmienkam fyy1, ..., f,, neobmedzeny interval (—oo, 0] a ozna-
¢me tieto intervaly (y,,...,¥,,). Tymto krokom upravime kazdi obmedzujicu
podmienku na ekvivalentny tvar f;(x) € y,. S tymto tvarom pracuje
Imus 3.1] ktory je zndmy pod anglickou skratkou SIvia (Set Inverter via Interval
Analysis, |Jaulin — Walter| (1993a)).

Algoritmus vyuziva pomocnt funkciu dividebox, ktord rozdeli vstupny box
na niekolko mensich. Primarne budeme pouzivat delenie podla najdlhsej strany,
avsak popisuje dalSie mozné pristupy. Funkcia dalej prijima parame-
ter € a zaisfuje, aby sa box nikdy nedelil podla strany s mensou sSirkou nez je tento
parameter. Pre box @ = (1,...,x,) dostaneme operaciou delenia na polovicu
podla strany s indexom j boxy

Iy = (wla sy L1, [&7 z;]aijrla s 7"1371)7
r, — <w1, Ce ,:L'j,l, [m?,@],wj+1, Ce ,(En).

Boxy vzniknuté rozdelenim testovaného boxu st ulozené na zasobnik a otesto-
vané v dalsich krokoch algoritmu. Podmienkou pre ukoncenie algoritmu je spra-
covanie vSetkych boxov na zasobniku.
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Algoritmus 3.1 Set Inverter via Interval Analysis (cspsivia)
Vstup: Vi€ {1,...,m}: fi :R*" =R, y € IR", x € IR"
Vystup: mnoziny S, N, B popisujice rieSenie daného problému
1: S+ 0N+ 0,B+0

2: Stack.push(x)

3: while Stack # () do

4:  x « Stack.pop()

5. if e {l,....,m}:[fi](x) Ny, =0 then
6: N+~ N U {x}
7.
8

elseif Vie {1,...,m} : [fi](z) C y, then
: S+ Su{x}
9: else if max({w(x;) | i€ {1,...,n}) <e then
10: B+ BU{x}

11:  else

12: X, ew < dividebox(x,e)
13: for each ' € X,,,,, do
14: Stack.push(x')

Definicia 3.1 (Dlazdenie). Bud « € IR", potom zjednotenie disjunktnych boxov
(aZ na hranicu) nenulového objemu, ktoré pokryva x, nazveme jeho dldZdenim.
Dlazdenie boxu @ nazveme pravidelné, pokial je mozné ho ziskat z povodného
boxu konecnym aplikovanim operacie volby boxu a delenia na polovicu podla
najdlhsej strany s najnizsim indexom.

Vysledkom algoritmu S1viA je pravidelné dlazdenie vstupného boxu & tvorené

zjednotenim mnozin S (ervené boxy na fobrazku 3.1), N (biele boxy) a B (z1té
boxy). Ozna¢me R mnozinu rieseni zadaného CSP, potom plati S C R C (SUB)

aRNN = 0.

(c) e =0.25 (d) e =0.125

Obr. 3.1: Vplyv parametru € na presnost dlazdenia

3.3.1 Vlastnosti algoritmu

V tejto sekcii dokdzeme, ze jalgoritmus 3.1| dobehne v kone¢nom pocte krokov a
na vystupe vyda vysledok, v ktorom budii obsiahnuté vietky riesenia CSP. Dalej
uvedieme poznatky o konvergencii zjednotenia boxov v mnozine § U B vydanej
na vystupe algoritmu SIVIA ku skutoc¢nej mnozine rieseni pre ¢ — 0. V zavere
odvodime dosiahnutu casovu a priestorovu zlozitost algoritmu.

14



Lemma 3.1 (Konecnost). [Algoritmus 3. 1| vydd vysledok vidy po konecnom pocte
krokow.

Dokaz. Ak by algoritmus nedobehol v konecnom c¢ase, znamenalo by to, Ze na
zasobnik v nekoneéne mnoho krokoch pridavame nové boxy (pocet boxov, ktoré
vznikni pouzitim funkcie dividebox, je kone¢ny). K tomu déjde iba v pripade,
v nekonec¢ne mnoho krokoch najdeme nezaradeny box, ktory ma aspon jednu do-
statocne dlhu stranu. Pre kazdé € > 0 vsak v kone¢nom pocte krokov dostaneme
z povodného boxu operaciou delenia podla najdlhsej strany mnozinu boxov, kto-
ré budi mat Sirku kazdého intervalu mensiu nez €. Tento pripad teda nemoéze
nastat. 0

Lemma 3.2 (Korektnost). Bozy z mnozin S a B na vystupe |algoritmu 3.1| obsa-
huji vsetky riesenia zadaného CSP.

Dokaz. Algoritmus by nepracoval korektne, ak by zaradil nejaki hodnotu xg z po-
vodného boxu xg, ktord by bola riesenim CSP, do mnoziny N neobsahujtcej ziad-

ne riesenia. 7 [definicie 2.6| plati pre realnu funkciu f a jej prirodzené intervalové

rozsirenie [f] vztah
f(xo) € f(ao) C [f](0).

Pre zaradenie boxu x obsahujticeho bod zy do mnoziny N musi existovat pod-
mienka (bez Gjmy na obecnosti uvazujme tvar f(z) = 0), pre ktora 0 ¢ [f](x).
Z uvedenej inkluzie ale plynie f(zq) # 0, ¢o je v spore s tvrdenim, ze vektor zg je
rieSenim daného CSP a Ze ohodnotenie, ktoré urcuje, je konzistentné so vsetkymi
obmedzujicimi podmienkami. O]

Pre overenie vlastnosti konvergencie potrebujeme zaviest koncept vzdialenosti
medzi dvomi mnozinami. Pre definiciu tejto vzdialenosti pouzijeme pojem metriky
a metrického priestoru.

Definicia 3.2 (Metricky priestor). Dvojicu (X, p), kde X je mnozina prvkov a
p: X x X — R, nazveme metrickym priestorom, ak pre kazdu trojicu prvkov
x,y,z € X plati:

(a) p
(b) p
(c) p
(d)

Funkciu p nazyvame metrikou na priestore (X, p).

z,y) > 0, (nezdpornost)

= p(y,z), (symetria)

(z,y
(z,y) =
(z,y) =0 < x =y, (totoznost)
p(e,y) <

T, p(x, z) + p(z,y). (trojuholnikovi nerovnost)

Uvazujme metricky priestor R” s maximovou metrikou:

pmaw(x’ y) = ze?llf%},(n}|xz - yz|

Nech B(o, 1) oznacuje jednotkovt gulu v priestore (R", pjaz), zavedieme blizkost
dvoch kompaktnych mnozin X,Y C R" ako

R (X,Y) =inf{r e R* | X CY +rB(o,1)}.
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Obr. 3.2: Blizkost dvoch mnozin v priestore (R?, paz)

Jednou z najznamejsich metrik na priestore kompaktnych podmnozin R™ je
tzv. Hausdorffova metrika, ktora je definovana ako

hoo(X,Y) == max{h’, (X, Y), K, (Y, X)}.

Dalsf mozny pristup k definicii vzdialenosti mnozin poskytuje tzv. doplnko-
va Hausdorffova semi-metrika. Doplnkovii Hausdorffovu semi-metriku mozeme
zaviest ako

hoo(X,Y) = hoo (R"/ X, R"/Y),
kde R"/X oznacuje mnozinovy doplnok X v R".

Priklad. (Jaulin et al) 2001) Uvazujme dostatoéne malé ¢ > 0 a tri mnoziny
X =[,7,Y =[1,7U[9—¢,9a Z = [1,5]U[5+¢, 7]. Potom vzdialenost mnozin
X a'Y v zavedenych metrikdch je hoo(X,Y) = 2, hoo(X,Y) = £, vzdialenost

29

mnozin X a Z je hoo(X,Z) = 5, hoo( X, Z) = 2.

Na zéklade uvedenych definicii zavedieme metriku m,, ktorti pouzijeme pre
popis konvergencie algoritmu SIVIA:

Meo(X,Y) = max{hoo(X,Y), hoo(X,Y)}.

Dalej zavedieme na metrickom priestore niektoré pojmy, ktoré ndm umoznia
formalizovat popis konvergencie algoritmu S1vIA vo [vete 3.3|

Definicia 3.3. Nech (X, p) a (Y, o) st metrické priestory a f : X — Y. Funkcia
f je spojitd prave vtedy, ked splna podmienku:

(Vz € X)(Ve > 0)(3) > 0)(Va' € X) : p(z,2") <0 = o(f(z), f(a')) <e.

Definicia 3.4. Bud (X, p) metricky priestor, {x, } postupnost prvkov X a z € X.
Potom postupnost {x,} konverguje k x, ak plati:

(Ve > 0)(IN eN):n>N = p(z,,z) <e.

Definicia 3.5. Bud X C R", potom X je pind, ak je rovna uzaveru svojho
vnutrajsku, teda plati X = clo(int(X)).

Bud f : R® — R™, potom pre Y C R™ oznacuje f~! zobrazenie zadané
vztahom f~1(Y) :={z € R"| f(z) € Y}.
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Veta 3.3 (Konvergencia). Bud f : R" — R™, y € IR" a S, B zjednotenia
intervalovych boxov v mnozZindch, ktoré siu viystupom algoritmu SIVIA pre problém
s obmedzujicimi podmienkami f(x) € y a oznacme R mnozZinu rieSeni tohto
problému. Ak f~1 je moo-spojitd na y, potom pre € — 0 plati:

(a) B = 0R,

(b) S S R (ak je R pind),

(c) SUB 3R,
kde OR oznacuje hranicu mnoZiny R a =, resp. < oznacuje hoo-konvergenciu
zvonku, resp. zvnutra mnoziny.

Dokaz. vid|Jaulin — Walter| (1993a)) O

V prvej casti predstavime a dokédzeme opraveny odhad poctu iteracii
hlavného cyklu algoritmu S1VIA pre vyrieSenie CSP s presnostou €. Druha ca-
st vety udava odhad potrebnej velkosti zasobniku pre ulozZenie spracovavanych
boxov.

Veta 3.4. Uvazujme spojity problém splnovania obmedzujicich podmienok s pre-
mennymi i, ..., T, a definicngymi obormi x = (1,...,T,).

(a) Pocet iterdcii hlavného cyklu algoritmu SIVIA potrebnijch pre vyriesenie toh-
to problému so zvolenou presnostou € je nanajvys

) (2 -maxi{w(z)} 1>n +1.

3

(b) Mazimdlny pocet boxov uloZenych na zisobniku v priebehu algoritmu je zhora
obmedzeny hodnotou vyrazu

n(logy(w(z)) —logy(e) +1).

Dokaz. Pocet iteracii algoritmu je rovny poctu spracovanych boxov,
teda 2 - d + 1, kde d oznacuje pocet deleni vykonanych v priebehu algoritmu.
Nech «x; je strana povodného boxu s najvéicsou sirkou, oznac¢me [ Sirku najme-
nsej strany boxu patriaceho do vysledného dlazdenia, ktory vznikol delenim ;.
V najhor§om pripade bola @; rozdelend iba na intervaly dlzky { < e. Bud k pocet
tychto intervalov, potom plati k - | = w(a;). Najmensia strana, ktort este v prie-
behu algoritmu STVIA mozeme rozdelit, ma sirku e, plati preto nerovnost § < [.
Spojenim odvodenych rovnosti a nerovnic dostaneme vztah:
b o< o)
2

2 w(x;)

r—

k <

Algoritmus pripusta moznost takéhoto delenia pre kazdt premenni, pre rozdele-
nie jedného intervalu na k ¢asti potrebujeme k—1 deleni. Horny odhad na celkovy

pocet deleni je teda:
J< (2 -maxi{w(®)} 1) .
€

Pre dokaz vid [Jaulin — Walter| (1993b). O
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3.4 Modifikacie algoritmu

3.4.1 Testy inkluzie

Pre fungovanie sme predpokladali, ze vieme vytvorit prirodzené
intervalové rozsirenie kazdej funkcie pouzitej v obmedzujicich podmienkach. Ak
mame funkciu zadant predpisom, ktory pouziva zakladné aritmetické operacie
(+,—,-, /), pripadne niektoré dalSie operacie a funkcie (mocniny, logaritmy, gonio-
metrické funkcie, ... ), ktoré dokdzeme jednoducho uviest aj do intervalovej arit-
metiky, mozeme prislusné funkcie priamociaro nahradit. Avsak s mensimi dpra-
vami je mozné algoritmus SIVIA pouzif aj pre zlozitejsie alebo implicitne zadané
funkcie.

Definicia 3.6 (Test inkluzie). Funkcia [¢] : IR" — {—1,0,1} je test inklizie pre
mnozinu S, ak plati:

tl(x) =1=x CS,
[t](x) =0=axNS=0.

Ak je [t](x) = —1, nedokdzeme o vztahu & a mnoziny S rozhodniit.

V pripade, Ze pre zadanu funkciu dokazeme vytvorit test inkltazie (napriklad
na zéklade nejakého typu intervalového rozsirenia), mozeme tento test v algorit-
me SIVIA vyuzit k rozdeleniu boxov do jednotlivych vyslednych mnozin.
zobecnime tpravou riadkov 5 a 7 na falgoritmus 3.2

Algoritmus 3.2 SIVIA s vyuzitim testu inklizie (cspsiviatest)
Vstup: Vi € {1,...,m}: [t;] : IR" — {-1,0,1}, & = (@1, ..., @,)
Vystup: mnoziny S, N, B popisujice rieSenie daného problému

1: SO N—0.B+0

2: Stack.push(x)

3: while Stack # () do

4:  x <+ Stack.pop()

5. if Jie{1,...,m}: [t;](x) =0 then
6: N — Nu{z}
7.
8

else if Vi € {1,...,m} : [t;](x) = 1 then
: S+ Su{z}
9:  else if max({w(x;) | i€ {1,...,n}) <e then
10: B+ BU{xz}

11:  else

12: X, ew ¢ dividebox(x,e)
13: for each ' € X,,.,, do
14: Stack.push(z’)

Testy inkltizie naAm umoznuju rozsirit mnozinu funkeii, s ktorymi dokéaze algo-
ritmus SIVIA pracovat. Priich pouziti vsak stracame informacie o predpise funkcie
vyuzivané technikami, ktoré zvysuju efektivitu tohoto algoritmu (vid [kapitolu 4).
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3.4.2 Delenie intervalovych boxov

Jednym z faktorov, ktoré mozu ovplyvnif pocet iteracii algoritmu a Struktiru
vysledného dlazdenia, je sposob implementacie funkcie dividebox. Zakladnym
pristupom je delit box vzdy na polovice podla zvolenej stradnice. DalSou moz-
nostou je delenie boxu na viac Casti, a to bud podla jednej alebo podla viacerych
suradnic.

Vyznamna je tiez stratégia vyberu strany, podla ktorej bude box rozdeleny.
Medzi najpouzivanejsie pristupy patria:

e delenie podla definicného oboru premennej, ktory ma najvicsiu sirku,

e delenie podla definicného oboru premennej zvolenej podla pevne daného
poradia s cyklickym opakovanim,

e vyuzivanie roznych pomocnych kritérii, ktoré urcia najvhodnejsiu premennii
(vid napr. Kearfott — Novoa/ (1990)).

3.5 Projekcia riesenia

Formulacia tlohy s obmedzujicimi podmienkami niekedy vyzaduje zavedenie do-
datoénych pomocnych premennych, ktoré st potrebné pre vypocet, avsak v sa-
motnom rieseni ich hodnoty nie st vyznamné. V takomto pripade moze byt ziadu-
ce vytvorit projekciu rieSsenia na podmnozinu premennych obsiahnutych v CSP.
V tejto praci sa budeme venovat projekcidam do priestoru dimenzie 1 a 2, ktoré
st vhodné pre vizualizaciu vyslednych dat.

Pripomenme, ze mnozina S obsahuje intervalové boxy, ktoré st podmnozi-
nou mnoziny rieSeni CSP, mnozina N obsahuje boxy nepatriace do rieSenia a
B je mnozina boxov, ktoré nebolo mozné pri danej presnosti zaradit. Vytvorime
mnoziny S’, N7 a B’ tak, Ze z kazdého boxu ponechdme iba stradnice zodpo-
vedajice premennym, ktoré budu sicastou vysledku projekcie. Po tejto tprave
mozu vzniknit skupiny boxov, ktoré sa prekryvaji. Ozna¢me S,, N, B, mno-
ziny boxov, ktoré budu vysledkom korektnej projekcie povodného dldzdenia do
dimenzie 1 (zjednotenie troch mnozin disjunktnych boxov pokryvajice pévodny
box). Zavedieme nasledujtce pravidla pre prieniky prekryvajucich sa boxov:

e prienik boxu & € &’ s akymkolvek inym boxom y patri do mnoziny S,
e prienik boxu @ € B’ s boxom y € B’ UN” patri do mnoziny B,
e prienik boxov @,y € N’ patri do mnoziny N,,.

Na zaklade tychto podmienok mozeme vytvorit jednoduchy algoritmus pre
projekciu riesenia CSP na jednu premennt. Jednotlivé horné a dolné hranice in-
tervalov v mnozindch 8’, N’ a B’ zoradime vzostupne a ku kazdej hranici ulozime
informéaciu o tom, do ktorej mnoziny patri prislusny interval. Takto zoradeny zo-
znam hranic bude tvorit zoznam udalosti, ktoré musime spracovat. Pri kazdej
udalosti aktualizujeme informéciu o tom, ¢i je aktivny nejaky interval z mnoziny
S’, N7 alebo B’ a podla uvedenych pravidiel priradime vzniknuté tseky inter-
valov do jednej z vyslednych mnozin. Aby sa do vysledku nedostali prebytocné
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degenerované intervaly, budeme radit zoznam tak, aby sa najprv spracovali dol-
né hranice (pocitadlo aktivnych intervalov nedosiahne nulovi hodnotu, pokial to
nebude nutné).

Diagram na |obrazku 3.3/ naznacuje priebeh algoritmu pre projekciu do dimen-
zie 1 pomocou troch stavov S, N,, B, a prechodov medzi nimi na zéklade rozho-
dovacich podmienok. Dalej doplnime nasldujice detaily: Podiatoénym stavom je
N,. Ku stavom S, a B, si priradené premenné countS a countB, v ktorych je ulo-
zeny pocet aktivnych intervalov z mnozin & a B’. Postupne spractivame udalosti
tvorené mnozinou zoradenych zaciatkov a koncov intervalov — pri udalosti zaciat-
ku intervalu zvysime prislusné pocitadlo, pri udalosti konca intervalu pocitadlo
opat znizime. Pri vstupe do stavu zac¢ina novy interval v danej mnozine, pri pre-
chode do iného stavu interval ukonc¢ime a priddme ho do vyslednej mnoziny. Zo
stavu S, pokracujeme do iného stavu pri splneni podmienky countS = 0, zo stavu
B, prechddzame do stavu N, ak je countB = 0 a do stavu S,, ak spracujeme
zaciatok nového intervalu z mnoziny §'.

v . /
zac¢. intervalu z S’ //\i,\ zac. intervalu z BB zaciatok intervalu z S’:
countS < countS + 1

zaciatok intervalu z B’:
countB < countB + 1

countS

koniec intervalu z S’:

>0 kon. &’ countS < countS — 1

Sy Je—— —{ B, koniec intervalu z B':
zaC. intervalu z S
countB < countB — 1

Obr. 3.3: Projekcia riesenia CSP na jednu premennt (projid)

Vyhodou tohoto algoritmu je minimalny mozny pocet intervalov vo vystup-
nych mnozinach. Algoritmus proj1d vyuzijeme pri tvorbe algoritmu pre projekciu
na dve premenné. Zakladom bude geometricky algoritmus, ktory rozdeli povodny
skimany box na pasy podla dolnych a hornic hranic v jednej zvolenej suradni-
ci tak, ze v kazdom vzniknutom pase bude mozné uvazovat o dvojrozmernych

boxoch ako o intervaloch (vid jobr. 3.4)).

Obr. 3.4: Delenie priestoru na pasy

V kazdom takto ziskanom pése rozdelime jednotlivé intervaly do mnozin &,
N, B'. Pre zjednodusenie vytvorime zoznam intervalov v jednotlivych mnozindch
pre aktualny pas, pri spracovani dalSieho pasu staci tento zoznam aktualizovat
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na zaklade zaciatkov a koncov intervalov na danej trovni. Pre ziskanie projekcie
boxov v kazdom samostatnom pase pouzijeme algoritmus pre projekciu do di-
menzie 1. Intervaly, ktoré dostaneme ako vystp funkcie projid, rozsirime na cely
pas pridanim druhej stradnice, ¢im ziskame dvojrozmerné intervalové boxy. Po
spracovani vsetkych pasov tvori zjednotenie ziskanych vysledkov pozadovani pro-
jekciu dldzdenia do dimenzie 2. Cely priebeh dvojrozmernej projekcie dlazdenia
popisuje jalgoritmus 3.3, Zoznamy stripeS a stripeB obsahujui intervaly v aktudl-
nom pase.

Algoritmus 3.3 Projekcia riesenia CSP na dve premenné (proj2d)

Vstup: mnoziny S, N, B popisujtce rieSenie CSP, indexy ¢,7 € {1,...,n}
Vystup: mnoziny S,, N,, B, popisujice projekciu riesenia na premenné z;, x;
I 8 —{(xi,x)) | (1,...,2n) € S} B {(z4, ;) | (x1,...,2,) € B}
2: E< sort(ly |y =2, Vy =71, (x1,22) € STUB)

3: stripeS < (); stripeB <+ 0

4: 71

5: | = length(E)

6: while 7 <[ do

7
8

v E(j)
while E(j) = v do
9: if E(j) je hranica boxu  z S’ then
10: if E(j) je dolnd hranica then
11: stripeS < stripeS U «
12: else
13: stripeS <« stripeS \ @
14: else if E(j) je hranica boxu « z B’ then
15: if E(j) je dolna hranica then
16: stripeB <« stripeB U @
17: else
18: stripeB < stripeB \ @
190 je g+l

20: S, N,B < projld(stripeS, [], stripeB)
21:  rozsir intervaly v S, N, B na cely pas a vloz do vyslednych mnozin

3.6 Vylepsenia algoritmu

Nasledujice sekcie prezentuju dva sposoby vylepsenia algoritmu S1via, ktoré bo-
li v rdmci tejto prace navrhnuté. Prvym z nich je jednoduché tprava testovania
splnenia obmedzujucich podmienok, pomocou ktorej zabranime nepotrebnému
opakovanému vyhodnocovaniu niektorych podmienok. V druhej sekcii sa budeme
venovat znizeniu poc¢tu intervalovych boxov popisujucich riesenie CSP pri zacho-
vani pravidelnosti vysledného dlazdenia. Navrhnuty sposob je mozné implemen-
tovat ako stucast algoritmu S1viA, a nevyzaduje tak Ziadne dodatoc¢né spracovanie
vysledku. Efektivita navrhnutého algoritmu je tiez otestovana na niekolkych kon-
krétnych prikladoch.
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3.6.1 Testovanie riesenia

Uvazujme spojité CSP s obmedzujticimi podmienkami v tvare f;(z) € y, pre
i €{l,...,m}, kde z je vektor n premennych s definicnymi obormi danymi vek-
torom x € IR". V zékladnej verzie algoritmu SIVIA testujeme splnenie
podmienky

Vie{l,...,m}:[fi](x) Cy,.

V kazdej iteracii hlavného cyklu tak potrebujeme vyhodnotit m intervalovych
rozsireni [f;] redlnych funkcii f; nad prislusnym intervalovym boxom .

V niektorych pripadoch je vsak mozné pouzit vysledok testu pre zjednodusenie
jeho vyhodnocovania v dalsich iteraciach. Napriklad vieme, ze ak skimany box
spliia obmedzujicu podmienku, potom ju uréite spliiaji aj vietky boxy, ktoré
st jeho podmnozinou. Ak teda zistime, ze dany box splita ¢ast obmedzujtcich
podmienok a o ostatnych podmienkach nedokazeme rozhodnuf, mézeme si tito
informaciu ulozif. Pri rozhodovani o boxoch vzniknutych jeho rozdelenim staci
overovaf iba tie podmienky, o ktorych sme v predchadzajucich krokoch nedokazali
rozhodnut.

IAlgoritmus 3.1{upravime tak, aby bola v kazdom kroku (okrem pociatoéného)
dostupné informacia o splneni podmienok pre intervalovy box, z ktorého vznikol
aktualne spracovavany box. Vytvorime novy pomocny zasobnik, na ktory bude-
me pri deleni boxu ukladat pole logickych hodndét, ktorého prvky uréujua, ¢i je
prislusné podmienka pre dany box splnena. upravime tak, ze budeme

testovat iba podmienky s hodnotou false v ulozenom poli.

3.6.2 Spajanie intervalovych boxov

Vystupom algoritmu S1viA moze byt velké mnozstvo intervalovych boxov. V tejto
sekcii navrhneme sposob, ako vytvorif ekvivalentny popis mnoziny rieSeni zada-
ného CSP pomocou mensieho poc¢tu boxov.

Uvazujme intervalovy box & € IR", operaciou delenia na polovice podla naj-
dlhsej strany s najnizsim indexom dostaneme dva boxy:

T = (wla ey Ly, [ﬁ? x;]7mj+17 R 7wn)7
Ly = (wla sy L1, ['I??T]'Lajj—i-h cee Jmn)'

Box @; nazveme lavym synom povodného boxu @ a box @, jeho pravym synom.
Opakovanym vyberom jedného alebo oboch synov a ich dalsim delenim dostaneme
pravidelné dlazdenie boxu x.

Obr. 3.5: Pravidelné dlazdenie intervalového boxu
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Proces vytvarania dlazdenia pomocou operacie delenia na polovice mézeme
reprezentovat pomocou binarneho stromu. Koren stromu bude tvorit box x a
jeho potomkami budi uzly s jeho Tavym synom x; a pravym synom x,. Kazdy
vnutorny uzol zodpoveda boxu, ktory bol rozdeleny. Listy budu reprezentovat
boxy, ktoré su stcastou vysledného dlézdenia. je ukdzkou stromovej
reprezentdcie dldzdenia vytvoreného na

V listoch mo6zu byt tiez ulozené dalsie informacie. V pripade algoritmu S1vIA,
kde je dldzdenie tvorené zjednotenim troch mnozin, moze byt uzitoéné ukladat
do listov informaciu o prislusnosti daného boxu do jednej z tychto mnozin.

N
% 4
o

Obr. 3.6: Reprezentacia dlazdenia bindrnym stromom

Lavy syn a; a pravy syn x, kazdého uzlu zodpovedaju intervalovym boxom,
ktoré su v dlazdeni susedné. Mozeme preto zaviest operaciu zjednotenia tychto
dvoch uzlov, ktorej vysledkom bude nahradenie dvojice x; a @, boxom, ktory
zodpoveda ich rodicovskému uzlu. V pripade, ze si v strome okrem samotnych
boxov patriacich do dlazdenia ulozené aj dalsie vlastnosti, potrebujeme zarucit,
aby pri zjednoteni nedoslo k strate informacii.

Pri behu moze dojst k pripadu, Ze rozdelime box na niekolko me-
nsich ¢asti, no pri zadanej presnosti nedokazeme rozhodnit o prislusnosti ziadnej
jeho ¢asti k mnozine rieSeni daného CSP. V takomto pripade moze byt ziadtce
tiato skupinu boxov vo vyslednom dlazdeni nahradit pévodnym boxom, a tak zni-
zit pocet boxov potrebnych pre popis mnoziny rieseni. Tento problém vyriesime
opakovanym pouzitim operacie zjednotenia susednych uzlov v strome reprezen-
tujicom priebeh algoritmu. Samotny algoritmus SIVIA upravime tak, aby miesto
zaradenia boxu do mnoziny predal informéciu o zaradeni do rodi¢ovského uzlu.
Po obdrzani tejto informacie od vSetkych synov moézeme rozhodntt, ¢i dokazeme
ziskat informéaciu o zaradeni rodi¢ovského uzlu do mnoziny (ak patria vSetky uzly
synov do rovnakej mnoziny) a pripadne pokracovat v spdjani na vyssich vrstvach
alebo zaradime synov do jednotlivych mnozin rovnako ako v pévodnom algoritme.

Pocty boxov vygenerovanych zakladnou verziou algoritmu S1VIA a upravenou
verziou zalozenou na popisanom algoritme spajania boxov si pre zvolené problé-
my k dispozicii v . V poslednych dvoch stlpcoch tabulky st uvedené
pocty boxov v jednotlivych mnozindch v tvare (patriace do riesenia/nepatriace
do riesenia/nerozhodnuté).

Pomocou navrhnutého algoritmu najcastejsie spojime boxy, o ktorych algorit-
mus SIVIA nedokézal pri pozadovanej presnosti rozhodnuf ani po ich rozdeleni.
Kvo6li nadhodnocovaniu obrazu funkcie, ku ktorému dochadza pri vyuziti interva-
lovej aritmetiky, vSsak mozeme tymto sposobom v niektorych pripadoch spajat aj
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pocet boxov

pocet boxov

Podmienky Defini¢ny obor € (zdkladng alg.) (s0 spéjanim)

2 +y? €9, 16] [~5,5] x [~5, 5] 0.1 | 476/524/720 476/524/540
sin(r) +y > [—10, 10] x [0, 10] 0.01 | 1915/1704/2633 | 1627/1423/1660

Toy+ 25 >2 [—5,5] x [0,20] x [0,1] | 0.25 | 395/296/1423 395/296 /542

(2 =1 =9y*(3+2y) <0 | [-10,10] x [~10,10] 0.1 | 400/428/664 368/396/418
v r+yly+2)>0 [—5,5] x [=5,5] x [=5,5] | 0.25 | 2524/2072/6716 | 2332/1664 /3212

Tabulka 3.1: Pocty boxov v rieseni pri pouziti algoritmu pre ich spajanie

boxy, ktoré si podmnozinou riesenia alebo boxy nepatriace do riesenia. Ak na-
priklad uvdzime obmedzujiicu podmienku = - > 0 na definicnom obore [—1, 1],
potom v prvom kroku nedokazeme o zaradeni pociato¢ného intervalu rozhodnit.
Po rozdeleni na [—1,0] a [0, 1] uz vSak oba intervaly danti podmienku spliiaji.
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4 Kontraktory

Této kapitola predstavi moznosti rozsirenia zakladného algoritmu S1viA pomocou
tzv. kontraktorov. V iivode strucne popiseme rozne spésoby tvorby kontraktorov
a ich vyhody a nevyhody. Dalsie sekcie budi venované konkrétnym druhom kon-
traktorov zaloZenych na propagacnych technikéch (dopredny a spétny kontraktor
a BoxNarrow) a moznostiam ich kombinovania pre dosiahnutie lepsich vysled-
kov. Zaroven uvedieme pojem lokéalnej konzistencie, ktory nam umozni porovnat
teoretické vlastnosti uvedenych algoritmov.

4.1 Propagacné a iné techniky

Pouzitie kontraktorov je jednym z hlavnych sposobov zlepsenia efektivity za-
kladného algoritmu S1vIA. Pred testovanim a delenim boxu sa pokusime orezat
hodnoty, ktoré nie st rieSenim daného CSP a dalej budeme pracovaft s takto ziska-
nym boxom. Vyhodou je moznost znizit pocet potrebnych iteracii algoritmu pre
dosiahnutie pozadovanej presnosti, avsak za cenu zlozitejsiecho vyhodnocovania a
straty pravidelnosti ziskaného dlazdenia.

Definicia 4.1. Bud S C R”, potom funkciu C' : IR" — IR" nazveme kontraktor
pre mnozinu S, ak pre kazdé x € TR" plati:

(a) Clz) C =,
(b) C(x)NS=xNS.

Podmienku (a) z |definicie 4.1 nazyvame vlastnost kontrakcie (vysledny box
musi byt nanajvys tak velky, ako pévodny) a podmienku (b) vlastnost korektnosti

(nestratime ziadne rieSenie).

Obr. 4.1: Pouzitie kontraktoru

V tejto praci budu primarne popisané propagacné techniky, teda techniky vy-
uzivajuce polynomialne algoritmy, ktoré podla jednotlivych obmedzujicich pod-
mienok redukuji definicné obory pouzitych premennych. Propagacia obmedzu-
jucich podmienok zahina metody zalozené na zakazani urcitych hodnot alebo
kombin&cii hodnot premennych, ktoré porusuji nejakit podmnozinu obmedzuju-
cich podmienok.

Propagacné techniky moézeme posudzovat na zaklade tzv. itera¢nych pravi-
diel alebo na zaklade lokalnych konzistencii. Iteracné pravidld urcéuju vlastnosti
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typu a poradia operacii pouzitych pre kontrakciu, teda popisuju priebeh propaga-
cie. Lokdlne konzistencie naopak popisuju vlastnosti, ktoré musf problém spliiat
po ukonceni propagacie. Jednym zo zakladnych druhov lokdlnych konzistencii je
hranova konzistencia. Z hranovej konzistencie mozeme odvodit rozne druhy in-
tervalovych konzistencii, ktoré poskytuji aproximdciu mnoziny v [definicii 4.2]
Zaroven pozadujeme, aby takto definované mnoziny boli nadmnozinou hranovo
konzistentnej mnoziny, ¢im zaruc¢ime, ze vysledok bude obsahovat vsetky ohod-
notenia konzistentné s danou podmienkou.

Definicia 4.2 (Hranové konzistencia). Nech xq,...,x, si premenné, 1, ..., x,
prislusné definicné obory a ¢ obmedzujica podmienka v tvare f(xy,...,x,) =0.
Defini¢ny obor x; premennej x; je s podmienkou ¢ hranovo konzistentny (angl.
arc consistent), ak plati, Ze x; je mnozina

{:L’i € x; | dry € @y, ..., dx; 1 € i1,

Ari1 € ®ig1, ..., T, € Xy f(21,...,2,) = 0}

V nasledujucich sekciach budu predstavené dva zakladné typy kontraktorov —
— dopredny a spéatny konktrator (a s nim stuvisiaca konzistencia vzhladom k obalu)
a kontraktor BoxNarrow (a konzistencia vzhladom k boxu), ako aj rézne sposoby
ich implementacie. Dalej uvedieme moznosti ich kombinécie pre dosiahnutie lepsej
efektivity redukcie defini¢nych oborov. Vyber podmienok a volanie kontraktorov
popisuje [algoritmus 4.1} kde var(c;) oznacuje mnoZinu premennych s vyskytom
v obmedzujicej podmienke ¢; a funkcia kontraktor predstavuje kontraktor pre
mnozinu rieSeni CSP vyuzivajuci podmienku ¢ k zmensSeniu boxu x.

Algoritmus 4.1 Obecny cyklus pre pouzitie kontraktorov (contract)

Vstup: obmedzujice podmienky C' = {cy,..., ¢y}, box € = (21, ..., @,)
Vystup: kontrahovany box @
1. "« C
2: while C" # ) and x # () do
3: ¢« obmedzujica podmienka z mnoziny C’
y < kontraktor(c, x)
if x # y then
C' C'U{¢eC|Tj:a; evar(e) Nx; # y;}
Ty
else

O « C'"\{c}

Vyber obmedzujicej podmienky v je Tubovolny, avsak existuji stra-
tégie volby podmienok, ktoré mdzu proces kontrakcie zefektivnit (Goualard —
Jermann| 2008)). Po pouziti zvoleného kontraktoru na dant podmienku pridava-
me v do mnoziny aktivnych podmienok vSetky obmedzujice podmienky
obsahujice niektori z premennych, ktorych definicné obory sa v poslednej iteracii
cyklu zmenili. V praxi je mozné miesto rovnosti testovat dostatoéné zkontraho-
vanie boxu (napr. y je aspon o 10 % mensi nez x).

Dalsie typy kontraktorov, ktoré vsak pracuji efektivne najmé pre Specifické
typy problémov, zahinaju intervalové zobecnenia algoritmov pracujicich s re-
alnou aritmetikou (Gaussova elimindcia, Gauss-Seidelov algoritmus, Newtonova
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metdda) alebo techniky vyuzivajice linearizdciu obmedzujtcich podmienok a al-
goritmy linearneho programovania. Hlavnou nevyhodou tychto kontraktorov su
dodatocné poziadavky na typ obmedzujicich podmienok alebo tvar celej ststavy
a s tym sivisiaca obmedzenej$ia mnozina problémov, ktoré dokazu riesit (napr.
kontraktory pre Stvorcové alebo linearne systémy). Mnohé z nich vSak prindsaji
moznost pracovat s celou mnozinou obmedzujtcich podmienok naraz a zvysit tak
mieru dosiahnutej kontrakcie. Prehlad réznych druhov kontraktorov poskytuja
napriklad [Jaulin et al.| (2001} kap. 4).

4.2 Dopredny a spatny kontraktor

4.2.1 Rozklad na primitivne podmienky

Dopredny a spétny kontraktor (Benhamou et al., [1999) je zalozeny na rozklade
predpisu obmedzujicej podmienky na jednoduché podvyrazy, ich vyhodnocovani
pomocou intervalovej aritmetiky a vyuziti tychto hodndt pre ziskanie novych
defini¢nych oborov jednotlivych premennych.

Definicia 4.3 (Primitivna podmienka). Obmedzujicu podmienku nazveme pri-
mitivnou, ak obsahuje nanajvys jeden operator (+, —, -, /) alebo elementérnu fun-
kciu (napr. sin, cos, exp, ... ).

Priklad. Uvazujme obmedzujicu podmienku z - y + Z = 0. Ttuto podmienku
mozeme rozlozit na primitivne podmienky zavedenim pomocnych premennych
nasledovne:

ap =Y
xT

a9 — —
z

a3:a1+a2

CL3:0

Zékladny algoritmus kontraktoru pracuje v dvoch fazach — doprednej a spét-
nej. V doprednej faze dochadza k rozkladu obmedzujicej podmienky na primitiv-
ne podmienky a k ich vyhodnocovaniu intervalovou aritmetikou podla priradenych
defini¢nych oborov. V spétnej faze prechddzame primitivne podmienky v opac-
nom poradi, izolujeme jednotlivé premenné a redukujeme ich definicné obory na
zaklade hodnot vypocitanych v doprednej faze. Aby bola zaistend vlastnost kon-
trakcie, v spitnej faze tvorime prienik ziskanej hodnoty s pévodnym definiénym
oborom premennej. Vlastnost korektnosti je splnena z principu vyuzitia interva-
lovej aritmetiky.

Priklad. Uvazujme obmedzujicu podmienku x +y -2z = 0 s definiénymi obormi
premennych [—3,2] x [1,2] x [1,2]. Dopredna faza kontraktoru prebehne v dvoch
krokoch:

ap=y-z =1[1,2]-[1,2] = [1,4]

as =x+a; =[-3,2] + [1,4] = [-2, 6]

Na zaver doplnime podmienku as = a2N[0,0] = [-2,6]N[0, 0] = [0, 0] vyjadrujicu
splnenie rovnosti.
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V druhej faze izolujeme jednotlivé premenné a dopocitame nové hodnoty ich
defini¢nych oborov:

a; = (ag —x)Nay; = ([0,0] — [-3,2])) N [1,4] = [1, 3]

x=(ay—ay)Nz=([0,0] —[1,3]) N[-3,2] = [-3,—1]
a 1, 3]

y:;ﬂy: 1.2 N[1,2] =[1,2]
aq [,3]
z :Eﬂz = 17 N[L,2] =1,2]

Ziskali sme nové defini¢né obory premennych [—3, —1] x [1,2] x [1,2].

Poznamka. Pre niektoré inverzné operacie pouzité v spatnej faze moze byt vy-
hodnejsie ponechat nespojity obraz ako zjednotenie intervalov a vytvorif inter-
valovy obal aZ po prieniku s povodnym intervalom. Napriklad ak je cos™*(z) ne-
prazdna mnozina, dostaneme vdaka periodicite funkcie cos ako intervalovy obal
celt mnozinu R a v podmienke typu y = cos™!(z) Ny by nedoslo k Ziadnej kon-
trakcii. MnoZinu cos™!(x) Ny pre dané defini¢né obory x,y preto definujeme ako
najmensi interval obsahujuci {y € y | cos(y) € x}.

4.2.2 Strom vyrazu

Alternativny sposob implementédcie dopredného a spatného kontraktoru bez po-
treby rozkladu na primitivne podmienky umoznuje tzv. strom algebraického vy-
razu. Strom vyrazu je zakoreneny bindrny (pri operdciach vyssej arity obecne
n-arny) strom, v ktorom listy reprezentuji konstanty a premenné pouzité v da-
nom vyraze a vnatorné uzly reprezentuju operatory a funkcie.

Obr. 4.2: Strom vyrazu pre podmienku 3z% + y - sin(z) = 0

Pre prevod obmedzujicej podmienky na strom vyrazu vyuzijeme algoritmus
Shunting yard (Dijkstra, 1961)) pouzivany na vyhodnotenie aritmetickych vyra-
zov v infixovej notacii. Algoritmus umoznuje v linedrnom case previest vyraz do
tzv. postfixovej notacie, ktora je jednoduchsia na vyhodnotenie. Pridanim za-
sobniku, na ktory budeme v priebehu prevodu ukladat casti stromu, dostaneme
modifikovany algoritmus umoznujtci postavenie stromu algebraického vyrazu.
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Vo vytvorenom strome rozlisujeme dva typy uzlov — vnitorné uzly (vratane
korena) a listy. Vnutorné uzly stromu nahradzaji pomocné premenné, ktoré sme
zavadzali pri rozklade na primitivne podmienky a zaroven reprezentuji operacie
s nimi spojené. Listy reprezentuju konstanty a premenné v predpise obmedzu-
jucej podmienky. V kazdom uzle je ulozeny interval — pri inicializacii nastavime
intervaly vo vnitornych uzloch na (—o0, o), intervaly v uzloch s premennymi na
ich defini¢né obory a intervaly v uzloch s konstantami na degenerované intervaly
ekvivalentné ich hodnote.

Obr. 4.3: Dopredné a spéatna faza v strome (z +y -z = 0)

Pri doprednej faze postupujeme od listov do korena a postupne priradujeme
hodnoty intervalom vo vnutornych uzloch na zdklade hodnot v synoch a funkcie
v danom uzle. Pre uzol s relaciou rovnosti pouzijeme rovnako ako v pripade roz-
kladu operaciu prieniku. Pre popis algoritmu dopredného a spatného kontraktoru
zavedieme nasledujice znacenie:

e r.children je mnozina synov uzlu r,
e r.parent je rodicovsky uzol r,

e r.siblings je mnozina synov rodic¢a uzlu r okrem samotného uzlu r.

Pre kazdy uzol r je v premennej r.interval ulozena aktudlna hodnota interva-
lu pre premennu alebo konstantu, ktorti dany uzol reprezentuje. Doprednu fazu
kontraktoru implementovaného pomocou stromu vyrazu popisuje jalgoritmus 4.2]

Algoritmus 4.2 Doprednd fiza (forwardphase)
Vstup: strom vyrazu s koreniom r, box
Vystup: ohodnoteny strom vyrazu s korenom r
1: switch (r)

2:  case r je vnatorny uzol s funkciou f:

3 for each ' € r.children do

4 forwardphase (1, x)

) r.interval < [f](r.children.interval) // pouzi hodnoty intervalov v synoch
6: case r je konstanta k:
7

8

9
10

r.interval < [k, k]
case r je premenna x;:
r.interval < x;
: end switch
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Spatna faza zacina v koreni a postupuje k listom. Princip je rovnaky ako
pri rozklade na primitivne podmienky, opaf osamostatnime jednotlivé premenné
a pomocou inverznych operacii dopocitame nové hodnoty intervalov, intervaly
v uzloch aktualizujeme prienikom pdvodnej a novej hodnoty. Pokial je v niektorom
uzle prienik prazdny, nie si povodné definicné obory so zadanou obmedzujicou
podmienkou konzistentné a tiloha nema riesenie.

Algoritmus 4.3 Spatnd faza (backwardphase)

Vstup: strom vyrazu s korenom r, box = (x1,...,x,)

Vystup: kontrahovany box x
1: switch (r)
2 case r je vnutorny uzol alebo koren:
3 for each r’ € r.children do
4 new < [f]71(r'.parent, r'.siblings) // [f]~' je inverzna operdcia k [f]
5: r’.interval < 7’.interval N new
6 & < backwardphase(r’, x)
7: case r je premenna x;:
8 x; < x; N r.interval
9: end switch

Spojenim doprednej a spatnej fazy dostaneme dopredny a spéatny kontraktor
(vid falgoritmus 4.4). Vyhodnotenie kazdej fazy vrdtane tvorby stromu vyrazu
prebehne v ¢ase linedrnom v dlzke spracovévanej obmedzujticej podmienky, algo-
ritmus teda spliia poziadavok na polynomialitu kontraktoru.

Algoritmus 4.4 Dopredny a spatny kontraktor (fbprop)
Vstup: obmedzujica podmienka ¢, box @
Vystup: kontrahovany box a

1: r « shuntingyard(c)
2: r < forwardphase(r, x)
3: x < backwardphase (1)

Definicia 4.4. Nech x4, ..., x, st premenné, &y, ..., x, prislusné definiéné obory
a ¢ obmedzujica podmienka v tvare f(z1,...,z,) = 0. Defini¢ny obor x; premen-
nej x; je s podmienkou ¢ konzistentny vzhladom k obalu (angl. hull consistent),
ak plati, ze x; je intervalovy obal mnoziny

{:Ei € x; | dry € ..., dx; 1 € i1,

3$i+1 € Liy1, .- .,EL’L’n cx,: f(l’l, c ,In) = 0}

Veta 4.1 (Trombettoni et al. (2010)). Bud ¢ obmedzujica podmienka v tvare
f(z) =0, kde f je spojitd na svojom definicnom obore & € IR". Ak md kazZdd
premennd v predpise f unikdtny viyskyt, potom je na vystupe dopredného a spdt-
ného kontraktoru definicny obor kaZdej premennej konzistentny s podmienkou c
vzhladom k obalu.

Vdaka tejto vlastnosti je algoritmus dopredného a spatného kontraktoru tiez
¢asto oznacovany ako HC3 (v zakladnej variante), resp. HC4 (vo variante so
stromom vyrazu).
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4.3 Kontraktor BoxNarrow

4.3.1 Metoda orezavania

Kontraktor BoxNarrow (Benhamou et al [1994) spraciva podobne ako dopred-
ny a spatny kontraktor jednu obmedzujicu podmienku, avsak pracuje v nej iba
s jednou zvolenou premennou. Ostatné premenné st nahradené ich defini¢ny-
mi obormi, ¢im dostaneme obmedzujicu podmienku s nelinedrnou intervalovou
funkciou jednej premennej.

Uvazujme obmedzujicu podmienku v tvare f(z) = 0. Kontraktor sa snazi
redukovat definicny obor zvolenej premennej x; najdenim najlavejsicho a najpra-
vejsieho nulového bodu prislusnej intervalovej funkcie [f](z;). Pri implementacii
metodou orezavania rozdeli kontraktor definié¢ny obor spracovavanej premennej
na mensie disjunktné intervaly (az na hranice).

Obr. 4.4: Pouzitie kontraktoru BoxNarrow s metddou orezavania

Ziskané intervaly zoradime od najmensieho po najvacsi a prechadzame v tom-
to poradi. Na kazdom intervale vyhodnotime funkciu [f] pomocou intervalove;
aritmetiky a skontrolujeme, ¢i sa v obraze nachadza 0. Ak 0 do intervalu nepatri,
opakujeme test pre dalsi interval v poradi. Ak sme nasli interval obsahujici 0,
mozeme tento povazovaf za novi dolni hranicu definicného oboru premennej x;.
Dalej pokrac¢ujeme rovnakym postupom od najvicsieho intervalu, kym nendjdeme
novu hornu hranicu.

Priklad. UvaZujme obmedzujicu podmienku 2% — z; - 2o = 0 na defini¢nom
obore [1,10] x [4,50]. Vytvorime funkciu premennej z; nahradenim premennej x-
jej defini¢nym oborom v predpise funkcie v obmedzujicej podmienke:

fl(xl) = l’% — X1 [4, 50]

Pre tito funkciu ndjdeme jej najlavejsi a najpravejsi nulovy bod na intervale [1, 10]
postupnym orezdvanim hodnét, ¢im dostaneme interval [4,10]. Dalej vytvorime
funkciu premennej xs, v ktorej mézeme pouzit uz ziskany redukovany defini¢ny
obor premennej ;.

fao(z) = [4,1012 — [4,10] - 25
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V druhom kroku hladdme krajné nulové body f(z2) na definiénom obore [4, 50].
Hodnota z5 = 4 je nulovym bodom, volbou hodnoty 4 v prvom aj druhom inter-
vale dostaneme rovnost 42> —4-4 = 0. Najpravejsim nulovym bodom fs je xo = 25,
novym definiénym oborom druhej premennej je teda interval [4,25].

Kvoli prevodu presnych ¢isel na intervaly v obmedzenej reprezentécii a nad-
hodnocovaniu obrazu pri intervalovych vypoctoch sa moze statf, ze algoritmus
ukonci hladanie aj v pripade, Ze sa v danom podintervale nenachadza nulovy
bod funkcie. Napriklad funkcia z - z + 1 nemd na intervale [—1, 1] ziadny nulovy
bod, avsak po dosadeni a vyhodnoteni intervalovou aritmetikou dostaneme obraz
[0,2]. V takomto pripade hovorime o tzv. kvazi-nulovijch bodoch a v dalSom texte
budeme pod pojmom nulového bodu chépat aj tieto body.

Algoritmus 4.5 Kontraktor BoxNarrow (boxnarrow)

Vstup: obmedzujica podmienka f(xy,...,z,) =0, box x, presnost ¢
Vystup: kontrahovany box @

1: for:=1tondo

2: filzg)  [fl(®1, o Tt T, Ty, )

3. parts < dividebox(aw;, “&)

4 for each p € parts do // postup od dolnej hranice
5 if 0 € [f;](p) then

6: Ty p
7

8

9

0

1

break
for each p € reverse(parts) do // postup od hornej hranice
if 0 € [f;](p) then
T <P
break

—_ =

\Y predpokladame, ze mnozina parts predstavuje zoradeny zo-

znam, ktory prechadzame v danom poradi. V najhorsom pripade mézeme v cykle
prejst cely definiény obor premennej x;, pre redukciu oboru kazdej z n premen-

nych tak potrebujeme nanajvys @ iteracii.

4.3.2 Intervalova Newtonova metoda

Pre hladanie nulovych bodov nelinedrnej redlnej funkcie je tiez mozné pouzit
tzv. Newtonovu metodu. V tejto sekcii odvodime intervalovi analégiu Newtonove;j
metody jednej premennej, ktori je mozné pouzit ako podprocediru kontraktoru
BoxNarrow. Blizsie o intervalovej Newtonovej metdde jednej premennej, jej modi-
fikaciach a komplexnejsich odvodenych metddach pojednavaju Hansen — Walster,
(2004)).

Veta 4.2 (Veta o strednej hodnote). Bud f(x) redlna funkcia spojita na inter-
vale [a,b], ktord md derivdciu v kazdom bode otvoreného intervalu (a,b). Potom
f(®)=f(a)

existuje bod ¢ € (a,b), pre ktory plati f'(c) = =5=1=.

Uvazujme f(z) : @ = [z,7] — R spojite diferencovatelnt funkciu jednej redl-
nej premennej. Potom podla plati

f(b) = f(a) + f'(c)(b - a)
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pre nejaké ¢ € (a,b) C x. Predpokladajme, ze existuje bod =y € x, pre ktory
plati f(xg) = 0 a zvolme = € x lubovolne. Potom existuje ¢ € x tak, Ze plati:

0= f(zo) = f(z) + f'(c)(x0 — @)
[l
f'(0)
Uvazujme [f'] intervalové rozsirenie funkcie f’; definujeme intervalovy Newto-
nov operdtor N(x) nasledovne:

To =X

Dalej definujeme k-ty Newtonov krok pre k > 1:
Ty = Tp_1 N N(azk_l)

Ozna¢me {x, }5° postupnost intervalovych boxov vytvoreni iterovanim New-
tonovho kroku. Nasledujice dve tvrdenia zhinaju vlastnosti tejto postupnosti.

Veta 4.3 (Korektnost INM). Ak existuje bod xo € xg, pre ktory plati f(xy) =0,
potom xy € xy aj pre kaZdé k > 1.

Veta 4.4 (Konvergencia INM). Bud xg € o bod, pre ktory plati f(xg) = 0 a nech
0 ¢ [f'](xo). Potom {x,}° je zanorend postupnost konvergujica k xq.

Poznamka. Pri hladani nulovych bodov funkcie pomocou intervalovej Newto-
novej metédy moéze byt vyhodné definovat operaciu delenia pomocou rozsirenej
intervalovej aritmetiky. Pre nedegenerovany interval & obsahujici 0 definujeme
prevrateni hodnotu v rozsirenej intervalovej aritmetike:

_ 1 1
(a) ak z=0a7 > 0, potom — := {,oo),
x

1
(b) ak x <0 az =0, potom — = (—oo,],
T

_ 1 1 1
(c) ak x < 0azx >0, potom — = <—oo,] U {,oo).
x T T

Pre delenie intervalom neobsahujicim 0 pouzivame nadalej definiciu podla kla-
sickej intervalovej aritmetiky. Operacia delenia degenerovanym intervalom [0, 0]
zostava nedefinovana.

Na zaklade odvodenej metdédy mozeme kontraktor BoxNarrow upravit tak,
aby pre redukciu defini¢ného oboru zvolenej premennej vyuzival intervalovii New-
tonovu metodu implementovant v procedire leftnarrow pre najdenie novej dol-
nej hranice intervalu x; (vid jalgoritmus 4.6) a obdobne vytvoreni procediru
rightnarrow pre najdenie novej hornej hranice. Funkciu intnewton tvori cyklus,
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v ktorom je vykonavany Newtonov krok (so zdkladnou intervalovou aritmetikou),
pokym nedosiahneme pozadovant presnost riesenia.

Algoritmus 4.6 Podprocedura kontraktoru BoxNarrow (leftnarrow)
Vstup: f; : IR — IR, x; € IR, presnost ¢
Vystup: kontrahovany interval x;

1: if 0 ¢ [fi](x;) then

2:  return ()

3: x; + intnewton(x;, f;, &)
4: if w(x;) < € then

5.  return x;
6: (x;,x;,) < dividebox (x;)
7
8
9

0

1

. x; + leftnarrow(x;, [fi], €)

: if ; = () then
:  return leftnarrow(x,,,|[f], e)
10: else
11: return x;
Definicia 4.5. Nech zy, ..., x, si premenné, xy,...,x, prislusné defini¢né obo-
ry, c obmedzujica podmienka v tvare f(z1,...,z,) = 0 a [f] intervalové rozsirenie

funkcie f. Defini¢ny obor x; premennej z; je s podmienkou ¢ konzistentny vzhla-
dom k boxu (angl. box consistent), ak plati, ze x; je intervalovy obal mnoZiny

{xi €x; ‘ 0€ [f](wla <y i1, {xi]awi%—l?' s 733”)},

kde [z;] oznacuje najmensi reprezentovatelny interval (pri obmedzenej presnosti)
obsahujuci x;.

Veta 4.5 (Trombettoni et al. (2010))). Bud ¢ obmedzujica podmienka v tvare
f(z) = 0 s definicngm oborom x € IR™. Ak je f spojitd, jej predpis obsahuje
nanajvys jednu premenni s viacndasobnym vyskytom, potom je vo viystupe kon-
traktoru BoxNarrow (s presnostou rovnou Sirke najmensieho reprezentovatelného
intervalu) definicny obor kaZdej premennej konzistentny s podmienkou c vzhladom
k obalu. V obecnom pripade je ziskany definicny obor konzistentny s podmienkou
¢ vzhladom k boxu.

4.4 Kombinacia kontraktorov

Algoritmus dopredného a spatného kontraktoru predstavuje rychly a efektivny
sposob redukcie definiénych oborov obmedzujicich podmienok, v ktorych sa kaz-
da premenna vyskytuje nanajvys jedenkrat. Technika pouzivana v kontraktore
BoxNarrow ¢iastocne riesi problém zavislosti premennych a umoznuje efektivnu
redukciu definicnych obor v pripade, ze ma niektora z premennych viacnasobny
vyskyt. Redukcia pomocou kontraktoru BoxNarrow je vsak vypoctovo naroc¢nejsia
nez pri pouziti dopredného a spatného kontraktoru, ktory pri unikdtnom vyskyte
premennych vyda na vystupe rovnako dobry vysledok ako BoxNarrow.
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Tieto vlastnosti vedu k myslienke vytvorenia nového algoritmu s rychlostou
dopredného a spatného kontraktoru pre jednoduchsie problémy a efektivitou kon-
traktoru BoxNarrow pre zlozitejsie. Vyuzitie priameho vyhodnocovania pomo-
cou intervalovej aritmetiky je preferované voci zlozitejsej intervalovej Newtonovej
metdde pre kontrakciu definiénych oborov premennych s unikatnym vyskytom.
Kontraktor BoxNarrow je pouzity iba v pripade, ak nie je pouzitie dopredného a
spatného kontraktoru postacujice (viacnasobny vyskyt premennych).

Kontraktor zalozeny na tejto myslienke po prvykrat predstavili Benhamou
et al. (1999) pod oznacenim BC4 ako kombinaciu algoritmov HC4 (dopredny a
spatny kontraktor so stromovou reprezenticiou) a BC3 (BoxNarrow s intervalo-
vou Newtonovou metédou). V uvazujeme upravent verziu funkcie

boxnarrow, ktora redukuje definicny obor iba pre zvoleni premennt.

Algoritmus 4.7 Kombinovany kontraktor BC4
Vstup: @ € IR", obmedzujice podmienky C' = {¢1,...,¢n}
Vystup: kontrahovany box @

1: repeat

2 Yy+—x

3 do

4: cont < false

5: for each c € C do

6: X « {z € var(c) |  ma unikdtny vyskyt v c}
7 zZ+x

8 x < fbprop(zx, )

0: cont « x # () and ((Fi: x; # z; and z; € X;) or cont)
10:  while cont

11:  if  # () then

12: Xy + {z € var(c) |  ma v ¢ viacndsobny vyskyt}
13: for each = € X, do
14: & < boxnarrow(x,c, )

15: until z = y or x = ()

Dalsie mozné rozsirenie jalgoritmu 4.7/ uvadza Granvilliers (2000)) v podobe al-

goritmu BC5H, ktory k doprednému a spatnému kontraktoru a BoxNarrow pridava
intervalovi Gauss-Seidelovu metodu. Tato metdda sa pouziva pre riesenie Stvor-
covych sustav linearnych rovnic, preto je potrebna linearizacia obmedzujucich
podmienok a prevod na Stvorcovu sustavu.

4.5 Kontraktor MoHC

4.5.1 Obraz monoténnych funkcii

Kontraktor MoHC (angl. Monotonic Hull Consistency, |Araya et al.| (2009)) je za-
loZeny na vyuziti monoténnosti funkecii v obmedzujicich podmienkam vzhladom
k niektorym premennym. Bud f redlna funkcia n premennych x, ..., z, na defi-
nicnom obore € TR". Ak ma f na intervale x; kladnt parcialnu derivaciu podla
x;, potom je rastica v premennej x;, ak ma tuto parcidlnu derivaciu zapornd, je
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klesajiica v premennej x;. Funkcia je monotonna v premennej x;, ak je v nej rasti-
ca alebo klesajuca a funkcia je monotonna, ak je monoténna v kazdej premennej.
V priebehu algoritmu MoHC budeme detekovat monoténnost funkcie na zaklade
jej parcidlnych derivacii na definicnom obore. Metdédy pre vypocet parcialnych
derivécii funkcie na intervale popisuje napriklad |Arayal (2010, kap. 2.2.4).

Uvazujme spojitt redlnu funkciu f(x) jednej premennej s definiénym oborom
x € [R. Optimélny intervalovy obraz tejto funkcie tvori mnozina

f(@) = {/(@) | 2 € @} = |min f(2), max f(x)| .

Ak je f monoténna, maximum a minimum nadobuda v krajnych bodoch intervalu.
Pre rasticu funkciu f dostaneme popis optimalneho obrazu f(x) = [f(z), f(T)],
ak je f klesajuca naopak plati f(x) = [f(T), f(x)]. Takto mézeme pre monoténne
funkcie dostat tesnejsi obraz, nez napriklad pouzitim prirodzeného intervalového
rozsirenia.

| |
| |
z x

Obr. 4.5: Optimalny obraz monoténnej funkcie

Vlastnost monoténnosti je mozné vyuzif aj pre ndjdenie obrazu funkcie via-
cerych premennych. Pre funkciu f a jej premennt x s definicnym oborom x
zavedieme nasledujice znacenie:

e ak je f rastiica v z, potom 2zt =T a z” =z,
e ak je f klesajica v z, potom 2t =z az” :=T.

Veta 4.6 (Araya (2010)). Bud f(x1,...,x,) spojitd redlna funkcia na defini-
¢nom obore & € IR", ktord je na & monoténna vo vsetkych premennigch. Potom
optimdlny obraz funkcie f na x je rovny

f@) = [flar, o ay), fafa)].

Monoténnost funkcii je mozné vyuzit pre najdenie tesnejsieho obrazu funkcie
aj v pripade, Ze je rastuca alebo klesajica iba v niektorych premennych. Pre
takyto typ funkcii definujeme intervalové rozsirenie zalozené na monoténnosti
funkcie v jednotlivych premennych.

Definicia 4.6 (Rozsirenie podla monoténnosti). Bud f(z1,. .., z,) redlna funkcia
s definicnym oborom @ = (x1,...,®,) a [f]| jej prirodzené intervalové rozsirenie.
Ozna¢me x~ (resp. 1) box, ktory vznikne z @ nahradenim defini¢ného oboru
kazdej premennej, v ktorej je f rastiica, hodnotou z (resp. T) a kazdej premen-
nej, v ktorej je f klesajica, hodnotou Z (resp. z). Potom jej rozsirenie podla
monotonnosti na obore x definujeme ako:

(@) = |[f1("), [[](=")]
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Rozsirenie podla monoténnosti dava obecne aspon tak tesny odhad obrazu
funkcie na intervale, ako prirodzené intervalové rozsirenie. Pre funkcie monoténne
vo vSetkych premennych s viacnasobnym vyskytom plati silnejsie tvrdenie, ktoré

popisuje [veta 4.7]

Veta 4.7 (Araya, (2010)). Bud f spojitd redlna funkcia na definicnom obore x €
IR"™, ktord je na & monoténna vo vsetkych premenngch s viacndsobnym viskytom
v jej predpise. Potom intervalové rozsirenie f podla monotonnosti dava optimadlny
obraz f na x.

4.5.2 Algoritmus kontraktoru

Uvazujme obmedzujicu podmienku f(zq,...,2,) = 0 a definiény obor jej pre-
mennych & € IR". Ozna¢me X; mnozinu vSetkych premennych s unikatnym
vyskytom v predpise f a X, mnozinu vsetkych premennych s viacndsobnym vy-
skytom. Kontraktor MoHC pre redukciu defini¢nych oborov premennych v tejto
obmedzujicej podmienke popisuje jalgoritmus 4.8|

Algoritmus 4.8 Kontraktor MoHC (mohc)
Vstup: € IR", f : IR" — IR, mnoziny premennych X; a Xs, 7, presnost
Vystup: kontrahovany box @
1: & + fbprop(f(zy,...,z,) =0, x)
2: if X, # () and p[f] < 7 then
3: g« getgradient(f, Xo, x)
fmazs fmin, Y, X2 < getmonovars(f, Xy, x, g)
x < toprop(fmin(x1, ..., x,) <0, )
x < tbprop(fimasz(z1,...,2,) > 0, )
& <— monoboxnarrow(x, fmaw, fmin, ¥, &, €)

Kontraktor MoHC vyuziva pre redukciu dopredny a spatny kontraktor a mo-
difikovanu verziu kontraktoru BoxNarrow pre monotoénne funkcie. Po tivodnom
volani dopredného a spétného kontraktoru zistime, ¢i predpis zadanej obmedzu-
jucej funkcie obsahuje premenné s viacnasobnym vyskytom. Zaroven je mozné
pouzit kontrolu podmienky p[f] < 7, kde hodnota p[f] uddva pomer obrazu
zalozeného na rozsireni podla monoténnosti a obrazu ziskaného pomocou priro-
dzeného rozsirenia a parameter 7 je urceny uzivatelom a rozhoduje o frekvencii
volania procedur zalozenych na monoténnosti funkcii.

Pomocné funkcia getgradient vracia zoznam parcidlnych derivacii funkcie f
na mnozine « podla premennych s viacnasobnym vyskytom v predpise f. DalSou
pomocnou funkciou je funkcia getmonovars, ktord zabezpecuje vyber monoton-
nych premennych s viacnasobnym vyskytom na zaklade ziskanych parcialnych
derivacii. Ak je niektora premennd monoténna, je presunutd do novej mnoziny
Y, inak je ponechand v mnozine X,. Funkcia getmonovars dalej vracia dve fun-
kcie fiaz @ fin, kde st premenné, v ktorych je f rastica nahradené ich dolnymi
(fiin), resp. hornymi (f,,q.) hranicami a obdobne pre premenné, v ktorych f
klesa.

Volanie kontraktoru fbprop v a [0] zabezpecuje redukciu definiénych
oborov pre premenné s unikatnym vyskytom a pre premenné s viacnasobnym vy-
skytom, u ktorych nebola zistend monoténnost. K redukcii oborov monoténnych
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premennych s viacnasobnym vyskytom v predpise f je ur¢end funkcia monoboxnarrow,
ktora je upravenou verziou kontraktoru BoxNarrow.

Algoritmus 4.9 BoxNarrow s vyuzitim monoténnosti (monoboxnarrow)

Vstup: « € IR", f,.42, fmin, mnozina monoténnych premennych X, intervalovy
gradient g, presnost
Vystup: kontrahovany box x € TR"

1: for each z; € X do

2. if [fuun)(x) < 0 and applyfmax|i] then

3 if g; > 0 then // | je rastiica v premennej z;

4 leftnarmax(x;, f% ., & €)

5: else if g; < 0 then // f je klesajica v premennej z;
6: rightnarmax(x;, f% ., &, €)

7. if [fimez)(x) > 0 and applyfmin[i| then

8 if g; > 0 then

9: rightnarmin(x;, f,5,., i €)
10: else if g; < 0 then

11: leftnarmin(x;, [, &, €)

m

Funkcie s prefixom leftnar a rightnar st ur¢ené na hladanie tesnejsej dol-
nej, resp. hornej hranice definicného oboru premennej. Vsetky Styri pomocné
funkcie pouzivaji rovnako ako v pripade kontraktoru BoxNarrow pre ndjdenie
novej hranice intervalovii Newtonovu metddu, lisia sa iba vo funkcii, s ktorou
pracuju (podla toho, ¢i je f v premennej x; rastiica alebo klesajuca). Booleovské
polia applyfmax a applyfmin obsahuji pre kazdi monoténnu premennt hodnotu
oznacujucu, ¢i dalsie volanie pomocnej funkcie moze znovu zlepsit prislusna hra-
nicu jej definicného oboru. Tieto polia st inicializované hodnotou true pre kazda
premennu a menia sa pri volani pomocnych funkcii. Konkrétnu implementaciu
pomocnych funkcii, ako aj dalsie modifikacie a vylepsenia kontraktoru MoHC
popisuju Araya et al.| (2009)).
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5 Porovnanie kontraktorov

Téato sekcia je venovana porovnaniu efektivity implementovanych algoritmov na
konkrétnych prikladoch. Testované budi dva zdkladné kontraktory (dopredny a
spatny kontraktor, BoxNarrow), ktoré st ¢asto vyuzivané ako jadro komplexnej-
sich kontraktorov. Pre porovnanie uvedieme tiez vysledky dosiahnuté zakladnou
variantou algoritmu SIVIA bez pouzitia kontraktorov.

5.1 Navrh testu

Porovnanie kontraktorov prebehne na niekolkych spojitych CSP s réznym poctom
premennych a obmedzujticich podmienok. Problémy boli zvolené tak, aby zahina-
li sirsiu skalu nelinedarnych funkcii (polynémy, logaritmy, goniometrické funkcie
apod.). Cast problémov je prevzata z bezne pouzivanych testov v intervalovej
analyze (vid Merlet| (2007))), dalsie pridané problémy poukazuji na rozdielne
vlastnosti testovanych algoritmov. Algoritmy st porovnavané na zaklade doby
vypoctu daného problému, poc¢tu potrebnych iteracii hlavného cyklu algoritmu
SIVIA a poctu vyslednych intervalovych boxov popisujucich riesenie problému.
Nasleduje zoznam pouzitych problémov s ich kratkym popisom:

RumpUni Exponencidlna nerovnica jednej premennej, ktorej vSetky riesenia
st obsiahnuté v intervale [0, 1.2565].

Defini¢ny obor: [—10%, 10°]

Obmedzujica podmienka: e — 2z — 1 < 0

LogSqrt Ststava dvoch nerovnic obsahujica logaritmus a odmocninu, rieSenim
jex=1ay€[0.5,10].

Defini¢ny obor: [0, 1] x [0, 10]

Obmedzujtice podmienky: logz + /x > z,y +y >«

Ring Stustava dvoch nerovnic dvoch premennych popisujica medzikruzie s po-
lomermi /0.5 a /2.

Definiény obor: [—10, 10] x [—10, 10]

Obmedzujice podmienky: 22 4+ y? < 2,22 +y? > 0.5

Empty Ststava dvoch polynomialnych nerovnic dvoch premennych s prazdnou
mnozinou rieseni.

Defini¢ny obor: [0,10°] x [0, 10]

Obmedzujtce podmienky: 22 +y > 2,23 +y < 1

NumAn Problém z oblasti numerickej analyzy obsahujici racionalnu loment
funkciu, stistava mé na zadanom intervale dve riesenia (priblizne 0.2807,125.12 a
0.3889, 147.278).

Defini¢ny obor: [—10%,0.99] x [—10%, 10°]
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Obmedzujice podmienky:

x — 0.0000179297550y% = 0
90

=0
1—=x

y_

Wings Ststava dvoch polynomidlnych nerovnic popisujica nestuvisli mnozinu
s dvomi komponentami v rovine.

Definiény obor: [—5,5] x [—5, 5]

Obmedzujtice podmienky: 22 —y > 2,22 + 4% < 3

Cube Stustava troch nerovnic popisujica kocku v priestore dimenzie 3 s hranou
dlzky 10.

Defini¢ny obor: [—10, 10] x [—10, 10] x [-10, 10]

Obmedzujice podmienky: |z| <5, |y| < 5,]z] <5

Trig Sustava troch rovnic s tromi premennymi obsahujica zakladné goniomet-
rické funkcie, iloha ma jedno riesenie z = 0,y = %, z=0.

Defini¢ny obor: [—10%,10%] x [—10%,10%] x [—108,10%]

Obmedzujice podmienky:

1 T, 1.
——cosT+ -y '+ -sinz—x =0

81 9/ T3
L] .
—SInx — COS 2 — =
3 3 Y

1 R .
9COS$ 3y 6San Zz =

Sum4 Stustava Styroch rovnic, v kazdej sa vyskytuje iba jedna premenné, tiloha
ma na danom definicnom obore 16 rieseni.
Definiény obor: [—105, 10] x [—105, 105] x [—105, 105] x [—105, 10]
Obmedzujice podmienky:
w-wtwt+w+w=3

r-r+r+r+r=4

y-yt+tytyt+y=>5

z-2+z+2z4+2=6

Chemk Sistava 4 rovnic so 4 nezndmymi, tiloha ma na danom definiénom obore
jedno rieSenie (priblizne w = 0.3845, z = 0.0002,y = 2.5217 - 1078, z = 0.1479).
Definiény obor: [0, 1] x [0,1] x [0, 1] x [0, 1]

Obmedzujice podmienky:

> —y=0
w?—2z =0
2.177- 10"y — 1.697 - 10"yw + 0.55zw + 0.452 — w = 0

1.585 - 10Myw + 4.126 - 107z2 — 8.282 - 10%zw + 2.284 - 1072 w—
—1.918-10"2 +48.4w —27.73=0
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5.2 Vysledky testu

Tabulka 5.1 uvadza doby vypoctu rieSenia testovych problémov pre jednotli-

vé algoritmy. Namerané casy si uvedené v sekundach, pri kazdom probléme je
tiez Specifikovana pozadovana presnost riesenia. Algoritmus SIVIA a kontraktor
BoxNarrow boli implementované priamo v jazyku MATLAB, zatial ¢o dopredny a
spatny kontraktor tvori MEX-subor jazyka C++. Pri vsetkych testoch bol pouzity
procesor Intel Core i5-2410M 2.30 GHz.

Problém | e | S1iviA bez kontraktoru | Dopredny a spétny kontr. | Kontr. BoxNarrow
LogSqrt | 0.1 2.746880 2.820861 0.527249
Rump | 0.01 0.500589 0.453978 3.315279
Ring 0.5 0.597691 0.753629 5.400360
Empty | 0.2 0.217248 0.024391 0.730911
NumAn | 0.01 62.381886 0.467183 17.280301
Wings | 0.2 0.746831 1.219425 14.03759
Cube 0.1 913.919072 0.044959 0.750350
Trig 0.1 3021.063782 0.105020 4.931279
Sum4 0.1 44.905380 26.607079 5.930470
Chemk | 0.01 187.642470 0.816312 33.104256

Tabulka 5.1: Porovnanie kontraktorov podla doby vypoctu

Z uvedenych dat plynie, ze najlepsie vysledky vzhladom na dobu vypoctu do-
sahuje na testovych problémoch dopredny a spatny kontraktor. Hlavnou vyhodou
tohto kontraktoru je jeho jednoduchy priebeh (opakované vyhodnocovanie primi-
tivnych vyrazov pomocou intervalovej aritmetiky) a moznost redukovat defini¢né
obory vsetkych premennych pocas jedného prechodu stromom vyrazu. Kontraktor
BoxNarrow dosiahol lepsie vysledky v niektorych problémoch s opakovanym vy-
skytom jednej premennej, avSak pri opakovanom vyskyte viacerych premennych
nie je redukcia ziskand pouzitim tohto kontraktoru a jeho zlozitejsim redukénym
algoritmom dostato¢na. Vyznam pouzitia kontraktorov je viditelny hlavne pri rie-
Seni problémov vo vyssej dimenzii a s malym poc¢tom rieseni (napr. Chemk, Trig),
v ktorych kontraktory dosahuju vyrazne lepsie vysledky nez zakladny algoritmus
SIVIA.

Problém € S1viA bez kontraktoru | Dopredny a spatny kontr. | Kontr. BoxNarrow
LogSqrt | 0.1 1373 (0/441/246) 489 (0/490/122) 1(1/1/0)
Rump | 0.01 205 (25/71/7) 53(23/17/4) 47(20/2/4)
Ring 0.5 279 (16/68/56) 95(12/32/36) 95 (12/32/36)
Empty | 0.2 75 (0/38/0) 1(0/1/0) 1(0/1/0)
NumAn | 0.01 | 23393 (0/9115/2582) 3(0/12/2) 3(0/12/2)
Wings 0.2 359 (14/82/84) 159 (18/108/62) 159 (18/112/62
Cube 0.1 | 361951 (8/81120/99848) 1(1/6/0) 1(1/6/0)
Trig 0.1 | 305599 (0/152796/4) 1(0/2/1) 1(0/6/1)
Sum4 0.1 6967 (0/3376,/108) 2029 (0/1342/30) 31(0/110/16)
Chemk | 0.01 | 20453 (0/7945/2282) 15 (0/42/1) 27(0/51/5)

Tabulka 5.2: Porovnanie kontraktorov podla poctu iteracii a popisu rieSenia

\Y je uvedeny pocet iteracii hlavného cyklu algoritmu SIVIA po-
trebnych pre ziskanie popisu riesenia testovanych problémov s pozadovanou pres-
nostou . V zatvorke je uvedeny pocet intervalovych boxov pouzitych prislusSnym
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algoritmom pre popis riesenia problému. Pocet boxov je uvadzany v tvare (pod-
mnozina rieSenia/boxy nepatriace do riesenia/nezaradené boxy). Zo ziskanych
dat vidime, ze kontraktory dokazu pri niektorych problémoch uz v prvej iterécii
algoritmu zistit, Ze je mnozina rieseni prazdna (problém Empty) alebo néjst jeho
priblizné ¢ presné riesenie (LogSqrt, Cube, Trig). V jednej iteracii cyklu sa pri
pouziti kontraktorov vykonava vacsi pocet operacii, nizsi pocet iteracii tak ne-
musi nutne znamenat kratsiu dobu vypocétu. Vyhodou kontraktorov vsak moze
byt v urcitom zmysle presnejsi popis riesenia, obsahujici napriklad mensi pocet
nezaradenych boxov.
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6 Vyuzitie: komplexné intervaly

Téato kapitola bude venovand predstaveniu dalSej moznosti vyuzitia algoritmu
SIVIA — vizualizacii zédkladnych aritmetickych operédcii nad mnozinou komplex-
nych intervalov. V tivode predstavime rozne sposoby definovania komplexnych in-
tervalov, zavedieme na nich zakladnu aritmetiku a strué¢ne popiseme jej vlastnosti.
Pre obdlZznikové komplexné intervaly potom odvodime spojity problém spliova-
nia obmedzujicich podmienok, ktory bude popisovat presné operacie nasobenia
a delenia.

6.1 Reprezentacia komplexnych intervalov

Podobne ako je mozné rozsirit mnozinu redlnych ¢isel na mnozinu komplexnych
¢isel, moze byt uzitocné zaviest pojem intervalu komplexnych ¢isel a aritmetické
operacie nad mnozinou tychto intervalov. Existuju tri najcastejSie pouzivané pri-
stupy k definicii komplexného intervalu. Vsetky tri pristupy popisuju komplexné
intervaly ako uzavreté a obmedzené podmnoziny komplexnej roviny, lisia sa vsak
v konkrétnej podobe tychto mnozin a vo vlastnostiach komplexnej intervalovej
aritmetiky na nich definovane;j.

6.1.1 Kruhové komplexné intervaly

Definicia 6.1 (Gargantini — Henrici| (1971)). Bud ¢ € C,r € R, r > 0. (Kruhovy)
komplexny interval je mnozina z = {z € C | |z — ¢| < r}. Hodnotu ¢ nazveme
stred komplexného intervalu z a r jeho polomer.

Obr. 6.1: Kruhovy komplexny interval

Dalej zavedieme zékladné aritmetické operacie nad mnozinou kruhovych kom-
plexnych intervalov. Stcet a rozdiel dvoch komplexnych intervalov & = (c;,7,),
y = (¢y,ry) definujeme priamociaro ako intervaly

x+y = (s +cyrs+ry),
x—y = (c; —cy,rys +1y).

Definicia 6.2. Bud x = a + i € C, potom absolutnu hodnotu x definujeme ako

|z| == Va? + b2

Definicia 6.3. Bud = = a + bi € C, potom komplexne zdruzené cislo k x definu-
jeme ako a — bi a zna¢ime ho conj(z).
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Pre sucin dvoch kruhovych komplexnych intervalov sa najcastejsie pouziva
nasledujica definicia:

-y = (Cy - Cy, |Ca|ry + |Cy|Te + 1uy).

Podiel § definujeme ako sucin x - i pomocou prevratenej hodnoty y (predpokla-
ddme 0 ¢ y):

I (conj(cy) Ty )

Yy |Cy|2_7‘§7 |Cy|2_T§ .

Takto definovany sucin, resp. podiel je obecne nadmnozinou mnoziny vsetkych
stucinov, resp. podielov jednotlivych prvkov z x a y.

6.1.2 Polarne komplexné intervaly

Druhé definicia komplexnych intervalov je zalozena na myslienke prevodu na po-
larny tvar, ktory sa pouziva ako alternativna reprezentacia komplexnych cisel.
Polarny tvar popisuje komplexné ¢islo pomocou jeho vzdialenosti p od pociat-
ku a uhlu ¢, ktory jeho spojnica s pociatkom zviera s kladnou redlnou osou.
Komplexné éislo 2z potom moZeme uviest v tvare z = pe#'.

Definicia 6.4 (Candau et al.| (2006)). Nech p, 0 € IR, p > 0, potom (poldrny)
komplexny interval definujeme ako mnozinu z := {pe? € C | p € p,0 € 8}.

Obr. 6.2: Polarny komplexny interval

Interval p nazyvame magnitida komplexného intervalu z a interval @ je jeho
uhol. Vyhodou polarnej reprezentacie je uzavretost na operacie nasobenia a dele-
nia, pri s¢itani a od¢itani uz vSak dochéadza k nadhodnoteniu vysledného obrazu.

mozeme upravit, aby bola poldrna reprezenticia komplexného

intervalu jednoznacna, pridanim podmienok

g_Q§2ﬂ—7
0<80 <2,
0<86<A4r.

Sucet (rozdiel) polarnych komplexnych intervalov nemézeme zaviest jedno-
ducho ako mnozinu vsetkych stctov (rozdielov) prvkov jednotlivych intervalov,
pretoze takto vytvorend mnozina obecne nemé tvar pozadovany |[definiciou 6.4]
Jednou z moznosti, ako definovat sicet a rozdiel, je pouzitie obdiénikovych kom-
plexnych intervalov (Klatte — Ullrich, [1980)). Pri prevodoch vsak potrebujeme
vytvarat obaly mnozin, s ktorymi pracujeme, a tak moze byt ziskany vysledok
iba velmi hrubym odhadom popisovanej mnoziny.
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Druhou moznostou je definicia suc¢tu komplexnych intervalov x,y ako naj-
mensieho prvku z mnoziny polarnych komplexnych intervalov, ktory obsahuje
mnozinu {z +y | * € &,y € y}, podobne pre rozdiel intervalov. Charakterizaciu
tejto mnoziny blizsie popisuji Candau et al.| (20006).

Operdcie sucinu a podielu dvoch polarnych komplexnych intervalov & = (p,,
0.) ay=(p,,0,) zavedieme nasledovne:

€ - ::{x-y|m€w,y€y}=<px'Py>9:v+9y)»

::{w|x6m,y€y}: (px,Hx—Oy).
Y Py

6.1.3 ObdiZnikové komplexné intervaly

QI8 @

Tretia definicia komplexnych intervalov pochadza z najbeznejsej reprezentacie
komplexnych ¢isel v tvare a + bi alebo ekvivalentne ako usporiadanej dvojice
realnych cisel (a,b).

Definicia 6.5 (Boche| (1966)). (ObdiZnikovsj) komplexny interval z je usporia-
dané dvojica realnych intervalov (z,y) € IR?. Mnozinu vietkych komplexnych
intervalov budeme znacit symbolom IC. Komplexny interval ([0, 0], [1, 1]) ozna¢u-
jeme i. Interval @ je redlna cast komplexného intervalu z (znacenie * = Re(z))
a y je jeho imagindrna Cast (znaCenie y = I'm(z)).

<
I

<
I

Obr. 6.3: Obdlznikovy komplexny interval

Zavedenim komplexnej jednotky i pre komplexné intervaly mézeme interval
(x,y) zapisat v tvare (x,y) = x+yi = {x+yi |z € x,y € y}. Geometricky tvori
komplexny interval uzavrety obdlznik v komplexnej rovine rovnobezny s osami
(alebo realny intervalovy box v R?).

Kedze komplexné intervaly definujeme v rovine, neexistuje na mnozine kom-
plexnych intervalov prirodzené linedrne usporiadanie. M6zeme vSak podobne ako
pre realne intervaly definovat rovnost:

(x,y)=(zy)ex=2"rNy=1y"

Sucet a rozdiel dvoch komplexnych intervalov & = (a,b),y = (c,d) je defi-
novany nasledovne:

r+y=(a+cb+d),
r—y=(a—c,b—-d).
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Operécie nasobenia a delenia definujeme podobne ako na mnozine komplexnych
¢isel (predpokladame 0 ¢ ¢ + d?):

x -y = (ac — bd,ad + bc),
x (ac—l—bd bc—ad)
” :

c2+d?’ c2+d?

Definicia 6.6. Bud (x,y) € IC, potom jeho komplexne zdruZeny interval defi-
nujeme ako komplexny interval (x, —y) a opacny interval ako (—x, —y).

Geometricky predstavuje komplexne zdruZeny interval obdlznik, ktory je k da-
nému komplexnému intervalu symetricky podla redlnej osi. Opacny interval je
obraz intervalu stredovo symetricky podla pociatku.

Na mnozine komplexnych intervalov neplatia niektoré vlastnosti komplexne
zdruzenych prvkov zname z komplexnych ¢isel. Napriklad stcet komplexného in-
tervalu a jeho komplexne zdruzeného intervalu tvori realny interval iba v pripade,
ze je jeho imaginarnou castou degenerovany interval:

(w7y) + (w7 _y> = (2.’,073/ - y)

Podobne pre sucin komplexnych intervalov plati:

(z,y) - (z,—y) = (zx + yy, —zy + yx) # («* + 3, 0).

6.2 Suvislost s algoritmom SIVIA

Ozna¢me mnozinu {zoy | z € x,y € y} ako presny obraz komplexnych intervalov
@,y pri operacii o. Pri pocitani s obdiinikovymi komplexnymi intervalmi plati,
ze vysledok operécie siuctu alebo rozdielu dvoch intervalov je rovny skuto¢nému
ich presnému obrazu. Tato vlastnost je uz vsak porusena pre operacie sucinu a
podielu, kedZe presny obraz tychto operacii obecne netvori obdlznik.

Presny obraz stcinu dvoch komplexnych intervalov @,y mozeme popisat na-
sledovne:

{z-ylzemycy;
={(a+bi)- - (c+di) | (a+bi) €x,(c+di) €y}
={(ac —bd) + (ad + bc)i | (a + bi) € x, (c + di) € y}

Podobne moézeme odvodit presny popis mnoziny vsetkych podielov, ktoré
vzniknu delenim hodnét z dvoch komplexnych intervalov:

{:c
Y
_Ja+bi
_{c+di
_fJac+bd bc—ad.
_{c2+d2+c2+d2Z

wa,yEy}

(a+bi) € z, (c+ di) Ey}

(a+bi) € x,(c+ di) Ey}
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Tato mnozinu mozeme s lubovolnou presnostou vykreslif pomocou algoritmu
SIVIA prevodom ziskaného popisu mnoziny na problém splnovania obmedzujtcich
podmienok. Zavedieme dve nové premenné e, f, ktoré budui reprezentovat realnu
a imaginarnu cast siucinu, resp. podielu. Pre tieto premenné najdeme pociatocné
defini¢né obory vynasobenim komplexnych intervalov podla definicie. Obmedzu-
juce podmienky dostaneme rozdelenym odvodeného popisu prvkov v mnozine na
realnu a imaginarnu cast, tieto polozime rovné premennym e a f.

Formuléacia problému aproximéacie mnoziny vsetkych stucinov prvkov dvoch
komplexnych intervalov & = (a,b),y = (c,d) je nasledovna:

e premenné: a,b,c,d, e, f,
e definicné obory: (a,b,c,d, Re(x - y), Im(x - y)),

e obmedzujice podmienky:
ac — bd = e,

ad + bc = f.

Podobne mdézeme odvodit popis CSP pre mnozinu vsetkych podielov:

e premenné: a,b,c,d, e, f,
e defini¢éné obory: (a,b,c,d, Re (%) ,Im (%))’

e obmedzujice podmienky:

ac + bd
2 1 2 =6
bc — ad
2+ d2 =7

25

20

-20¢

-30 =20 -10 0 10 20 30

Obr. 6.4: Nasobenie komplexnych intervalov ([—1,5], 2, 3]) - (=6, 6], [1,1])
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7 Uzivatelska dokumentacia

7.1 Instalacia solveru

Pre pouzivanie solveru stac¢i pridat adresar cspsivia do cesty MATLABu. Pridanie
novych adresarov k ceste umoznuje funkcia addpath. Pre pridanie siborov na
zaCiatok zoznamu ciest, v ktorych MATLAB hlada pouzivané triedy a funkcie,
pouzijeme zakladné volanie v tvare

addpath(’cestal’, ..., ’cestaN’).

Tato funkcia tiez prijima volitelny parameter pre urcenie pozicie v zozname — ak
za zvolené cesty doplnime refazec -end’, umiestnia sa pridavané cesty na koniec
zoznamu. Pre pridanie adresara spolu so vSetkymi jeho podadresarmi je mozné
pouzit variantu

addpath(genpath(’cesta k adresaru’)).

Adresar cspsivia obsahuje vygenerovany MEX-stibor potrebny pre pouzivanie
dopredného a spatného kontraktoru pre Windows a MATLAB 2013a (32-bit). Pre
vyuzitie tohto kontraktoru na inej platforme, pripadne v inej verzii MATLABu, je
nutné vygenerovat prislusny MEX-sibor (vid vyuzivajuci prilozenu
cast intervalovej kniznice Boost.

Pre spravne fungovanie solveru je tiez potrebna sada nastrojov Intlab pre
pracu s intervalmi a intervalovou aritmetikou v prostredi MATLABu, ktoru je
mozné ziskat na stranke http://www.ti3.tuhh.de/rump/intlab/.

7.2 Popis vstupov a vystupov

V tejto sekcii poskytneme struény tvod k datovym typom a funkciam MATLABu
a Intlabu potrebnym pre pouzivanie vytvoreného solveru. Instalaciu Intlabu a
pracu s dalsimi funkciami blizsie popisuje napriklad Horacek| (2011, kap. 11).

Pre predavanie defini¢nych oborov premennych v CSP budeme pouzivat jednu
z troch funkcii uréenych k vytvoreniu intervalu:

e pomocou dolnej a hornej hranice: infsup(z,7),

e pomocou stredu a polomeru: midrad (z¢, ),

e ako degenerovany interval: intval (x).

V pripade viacerych premennych predavame vektor intervalov, ktory vytvorime
pomocou hranatych zatvoriek, jednotlivé intervaly oddelujeme medzerami, pri-
padne c¢iarkami:

[ intervall interval2 ... intervalN ].

K jednotlivym prvkom vektoru moézeme pristupovat pomocou okrihlych zatvo-
riek, i-ty prvok vektoru z oznacuje x(7).

Obmedzujice podmienky sa funkcidm predavaju bud ako textové retazce, kto-
ré sa v MATLABe zadavajui v apostrofoch alebo pomocou anonymnych funkcii.
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Anonymné funkcie sa uvadzaju zavinacom nasledovanym zoznamom premennych
v prvej zatvorke a predpisom funkcie v druhej zatvorke. Jednotlivé premenné st
v zozname oddelené ciarkami:

@(x1, ..., xN) (predpis funkcie).

Niektoré funkcie pozaduji na vstupe pole buniek obsahujicich anonymné fun-
kcie, textové retazce apod. Pole buniek v MATLABe vytvorime ako zoznam ob-
jektov oddelenych ¢iarkami uzavrety v zlozenych zatvorkach:

{objektl, ..., objektN}.

Pristup k jednotlivym bunkdm umoziuji okrihle zatvorky (napr. x(i)), pre pri-
stup k ddtam ulozenym v bunkéch pouzijeme zloZené zatvorky (napr. z{i}).

7.2.1 Pouzitie funkcie cspsivia

Uvazujme tlohu najdenia mnoziny vsetkych bodov (z,y) v rovine, ktorych vzdia-
lenost od pociatku spadd do intervalu [3,4]. Pre popisanie tejto tlohy ako prob-
lému spliovania obmedzujicich podmienok potrebujeme urcit premenné, vztahy
medzi nimi a mnoziny hodnoét, ktoré budi moct nadobudat. Problém bude obsa-
hovat dve premenné x a y, ktoré budu urcovat suradnice bodu v rovine. Mnozina
vsetkych bodov danej vzdialenosti » od pociatku tvori kruznicu, ktori moézeme
analyticky zapisaf ako

2y =2,
Vsetky body, ktorych vzdialenost od pociatku lezi v intervale [3, 4], teda mozeme
popisat ako medzikruzie dané dvomi nerovnicami:

x2+y2 > 32
2?4y < 42

Tieto nerovnice budd tvorit obmedzujiice podmienky v nasom probléme. Dalej
potrebujeme urcit definicné obory premennych. Vieme, ze vzdialenost kazdého
bodu v hladanej mnozine od pociatku bude nanajvys 4, pri zahrnuti moznych
nepresnosti v aproximacii moézeme ako defini¢ny obor oboch premennych zvolit
interval [—4.5,4.5].

Pre pouzitie algoritmu S1vIA (funkcia cspsivia) na vyriesenie tohto prob-
lému potrebujeme zvolit niektoré dalsie parametre. Jedinym dal$im povinnym
parametrom je volba presnosti vysledného riesenia. Tuto hodnotu udava parame-
ter € > 0, ktory ur¢uje najmensiu moznt dizku strany boxu, ktord sa bude eSte
dalej delif.

Obmedzujice podmienky predavame bud formou textovych retazcov (nazvy
premennych si pismend anglickej abecedy):

>> f1 = ’x72 + y©2 >= 97
>> 2 ’x"2 + yT2 <= 167;

alebo ako anonymné funkcie:

>> f1 = 0(x,y)(x"2 + y°2 >= 9);
>> £2 = @(x,y) (x"2 + y™2 <= 16);
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DalSou moimostou je vyuzitie testov inklizie blizsie popisanych v fsekeii 3.4.1]
V tomto pripade je obmedzujica podmienka vytvorend ako samostatna funkcia,
ktord sa predava pomocou ukazovatela. Testovacia funkcia prijima na vstupe
intervalovy box, o ktorom chceme rozhodntut a vracia hodnotu:

e 0, ak sa dany box neobsahuje ziadne riesenie,
e 1, ak je dany box podmnozinou mnoziny riesent,
e Jubovolnu int hodnotu, ak o boxe nedokaze rozhodnut.

Defini¢né obory premennych zadavame ako intervalovy vektor, v nasom pripade
>> D = [infsup(-4.5, 4.5), infsup(-4.5, 4.5)];

Zakladna syntax pre pouzitie funkcie cspsivia na ziskanie aproximécie rie-
senia dané¢ho CSP s presnostou 0.1 je

[S, N, B] = cspsivia({f1, £f2}, D, 0.1);

Uzivatel ma vsak tiez moznost nastavit dalSie parametre upravujice spésob
delenia boxov a pouzity kontraktor. Prvy nepovinny parameter urcuje volbu kon-
traktoru z nasledujicich moznosti:

e none (prednastavend hodnota) bez pouzitia kontraktoru,

e fbprop dopredny a spatny kontraktor,

e boxnar kontraktor BoxNarrow s metédou orezavania,

e boxnarnewt kontraktor BoxNarrow s Newtonovou metddou,

e comb kombindacia dopredného a spatného kontraktoru a BoxNarrow,

e mohc kontraktor Monotonic Hull Consistency.

Dalsim nepovinnym parametrom je ¢iselnd hodnota uréujiica, na kolko ¢asti
bude spracovavany box rozdeleny v kazdej iteracii algoritmu S1viA. V pripade,
ze hodnota nie je zadana, bude box deleny na polovice.

Nasledujiici nepovinny parameter urcuje volbu stratégie pre delenie stran.
K dispozicii st tri moznosti vyberu:

e If (longest first, prednastavené) delenie podla najdlhsej strany,
e sf (shortest first) delenie podla najkratsej strany,

e rr (round robin) cyklické striedanie stran v poradi od najnizsieho indexu.

Poslednym nepovinnym parametrom je logickd hodnota, ktora urcuje, ¢i sa ma
pouzit algoritmus pre spdjanie intervalovych boxov (hodnota 1 znamend vyuzitie
algoritmu).

Poznamka. Vlastnosti MATLABuU umoznuju predat pri volani funkcie nepovinny
parameter iba v pripade, Ze su zadané vsetky nepovinné parametre v poradi pred
nim. Volba stratégie delenia je preto mozna iba so zadanou volbou kontraktoru
a poc¢tom casti pre delenie, podobne pre volbu poctu casti je nutné zadat volbu
kontraktoru. Pre pouzitie prednastavenej hodnoty je mozné parameter ignorovat
zadanim [].
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Vystupom funkcie cspsivia su tri mnoziny intervalovych boxov, v texte ozna-
Cované S, N a B. Prva mnoZina obsahuje boxy, ktorych zjednotenie tvor{ vntitorny
odhad skuto¢nej mnoziny rieSeni daného CSP. Zjednotenim s mnozinou boxov B
dostaneme vonkajsi odhad skuto¢nej mnoziny rieseni. Boxy obsiahnuté v mnozine
N mozu pri pouziti kontraktorov obsahovat neplnodimenzionélne rieSenie (asporn
jedna strana dizky 0), pri pouziti zakladnej verzie algoritmu SIVIA neobsahuje
ziadne riesenie.

Dalsie ukézkové priklady pouzitia funkcie cspsivia a ostatnych funkcif je
mozné najst v subore example.m, ktory je sticastou balika.

7.2.2 Vyuzivanie pomocnych funkcii

dividebox Tuto funkciu vyuziva algoritmus S1viA na delenie intervalovych bo-
xov, ktoré nie je mozné v danom kroku zaradif do jednej z vyslednych mnozin.
Pre pouzitie mimo hlavného algoritmu staci zadat intervalovy box ulozeny v poli
buniek, hodnotu &, pocet casti, na ktoré sa ma box rozdelit a volbu strany pre
delenie.

Hodnota & uréuje, akd méd byt minimalna dizka strany, ktord sa bude delit.
Ak sa mé interval zvolenej strany rozdelit v kazdom pripade, nastavime ¢ = 0.
Moznosti volby strany pre delenie st podobné, ako vo funkcii cspsivia, avsak
stratégia round robin je nahradena delenim podla zadaného indexu strany.

Priklad delenia intervalového boxu ([—5, 5], [0, 1]) podla druhej stradnice na
5 casti bez ohladu na sirku zvoleného intervalu:

dividebox({infsup(-5,5), infsup(0,1)}, 0, 5, 2);

str2anon Funkcia umoznuje vytvorit numerické a booleovské anonymné funkcie
zadané pomocou textovych refazcov. Za premenné si povazované retazce tvorené
pismenami anglickej abecedy, ktoré nie st nazvami podporovanych funkcii. Vo
funkciach je mozné pouzivat zakladné aritmetické operacie a funkcie a relacie
rovnosti a usporiadania v tvare =, <=, >=,

Priklad vytvorenia funkcie, ktora vrati logickii hodnotu urcujicu, ¢i je sinus
zadaného argumentu rovny nule:

str2anon(’sin(x) = 0’);

cspdb Stbor cspdb.m obsahuje databazu niektorych znamych typov kriviek a
mnozin nimi popisanych. Tieto priklady mozu byt pouzité ako ukézka funkci-
onality baliku alebo pre vizualizaciu vlastnosti vybranych funkcii. Po spusteni
tohto stiboru v MATLABe mozeme pouzivat jednotlivé pomenované krivky. Ka-
zda krivka umoznuje pouzitie metdédy plotcurve, ktord pre zadand presnost a
intervalovy box vykresli mnozinu nou popisani. Vlastné krivky je mozné pridavat
pomocou zoznamu obsahujiiceho pole buniek s refazcami popisujicimi rovnice a
nerovnice:

nazov = curve({podmienkal, ..., podmienkaM});

Priklad vizualizacie mnoziny v tvare nekonecna na boxe [—5, 5] x [—3,3] s pres-
nostou € = 0.25:

infty.plotcurve([infsup(-5,5), infsup(-3,3)], 0.25);

51



Dokumentaciu obsahujicu popis dalsich funkcii a ich vstupov a vystupov je
mozné zobrazit priamo v MATLABe pomocou prikazu help ndzov_funkcie ale-
bo prikazom doc ndzov_funkcie vo vstavanom prehliadaci. Zoznam vsetkych
dostupnych tried a funkeif so struénym popisom sa nachadza v [prilohe Al

7.3 Projekcia a vizualizacia vysledkov

Balik obsahuje niekolko funkcii umoznujtcich vizualizaciu ziskanych vysledkov
priamo v prostredi MATLABu. Zakladnym prostriedkom pre vizualizaciu dat je
funkcia plotboxes, ktord prijima tri parametre:

e mnozinu dvojrozmernych intervalovych boxov S, ktord reprezentuje vni-
torny odhad mnozinu rieseni zadaného problému,

e mnozinu dvojrozmernych intervalovych boxov N, v ktorej sa Ziadne riesenie
nenachadza (alebo sa v nej nachadzaju iba neplnodimenziondlne riesenia),

e mnozinu dvojrozmernych intervalovych boxov B, ktora reprezentuje nepres-
nost v aproximacii riesenia.

Obr. 7.1: Ukéazka vystupu funkcie plotboxes

Funkcia dalej prijima nepovinny parameter, pomocou ktorého mdze uzivatel
nastavit farby zobrazovanych boxov v jednotlivych mnozinach. Pri vynechani pa-
rametru sa pouzije Cervena farba pre mnozinu S, biela pre mnozinu N a zlté
pre mnozinu B. Zoznam zvolenych farieb sa zadava ako trojprvkové pole, te-
da vo forméte plotboxes(S, N, B, {farbal, farba2, farba3}). Poslednym
prijimanym parametrom je logickd hodnota urcujica, ¢i sa maju boxy vykreslit
s ohranicenim (hodnota 1) alebo bez ohranicenia.

MATLAB umoznuje tri sposoby specifikacie farieb — pomocou RGB hodnoty,
kratkym nazvom alebo dlhym nazvom. RGB hodnota farby sa udéava trojzloz-
kovym vektorom s hodnotami v intervale [0, 1]. Specifikdcia pomocou kratkeho
alebo dlhého nézvu je moznd iba pre pomenované farby uvedené v [tabulke 7.1]

Pre vizualizaciu mnoziny rieseni problémov s vac¢sim poc¢tom premennych je
mozné vyuzit funkcie pre projekciu do nizsej dimenzie. Projekciu do dimenzie 1
zabezpecuje funkcia projid. Tato funkcia prijima 5 argumentov — tri mnoziny
boxov ako v pripade funkcie plotboxes, index dimenzie pre vypocet projekcie
a argument s logickou hodnotou 0 alebo 1, ktora urcuje, ¢i sa ma vygenerovat
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Farba Dlhy nazov | Kratky nazov
azurova cyan ¢

purpurovd | magenta m

zlta yellow y

cervena red r

zelend green g

modra blue b

¢ierna black k

biela white W

Tabulka 7.1: Pomenované farby v MATLABe

aj grafickd reprezenticia vysledku. Funkcia dalej prijima jeden volitelny logicky
argument urcujuci, ¢i sa mé graficka reprezentacia zobrazif miesto prednastavene;j
(vodorovnej) osi x na (zvisli) os y.

K projekcii do dimenzie 2 je urcena funkciu proj2d. Rovnako ako projid
prijfma tato funkcia tri mnoziny popisujice riesenie problému. Dalej je povinnym
parametrom dvojprvkovy vektor indexov premennych, ktoré budu tvorit vysledni
projekciu a logicky argument urcujuci, ¢i sa ma vysledok tiez vizualizovat.

7.4 Komplexné intervaly

7.4.1 Kruhové komplexné intervaly

Sada nastrojov Intlab umoznuje pracu s kruhovymi komplexnymi intervalmi (vid
sekciu 6.1.1). Rovnako ako pre redlne intervaly si k dispozicii tri moznosti, ako
zadat komplexny interval:

e kedZe pracujeme s kruhovou reprezentéciou komplexnych intervalov, je naj-
Castejsie pouzivanou moznostou definovanie intervalu pomocou stredu a po-
lomeru v tvare midrad(c, 7),

e ak chceme zadat degenerovany komplexny interval, mézeme pouzif syntax
intval(x),

e poslednou moznostou je vytvorenie intervalu pomocou dolnej a hornej hra-
nice, ktoré v tomto pripade uréuji lavy dolny a pravy horny roh obdiZnika,
prikazom infsup(z,7). V tomto pripade sa vsak zadany interval preve-
die do kruhovej reprezentacie a bude vytvoreny najmensi kruhovy interval,
ktory zadany obdlznik obsahuje.

Pre takto vytvorené intervaly je tiez definovand komplexnda intervalova aritme-
tika a dalsie alternativy realnych intervalovych funkcii, ktoré je mozné pouzivat
rovnako ako pre realne intervaly.

7.4.2 ObdiZnikové komplexné intervaly

V réamci implementacnej casti tejto prace bola vytvorend trieda rectcintval,
ktord umoznuje ukladat objekty obdlznikovych komplexnych intervalov (vid
ciu 6.1.3)). K vytvoreniu nového objektu komplexného intervalu je urceny konst-
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ruktor tejto triedy s rovnakym nézvom, ktory prijima dva argumenty — realnu a
imaginarnu c¢ast komplexného intervalu:

rectcintval (infsup(0,1), infsup(0,1))

Pre takto vytvorené objekty komplexnych intervalov st dostupné zakladné arit-
metické operacie (+, -, *, /) a testovanie na rovnost (=, ~=).

Trieda tiez obsahuje dalSie dva operatory .* a ./ vyuzivajice hlavni funk-
ciu cspsivia k ziskaniu tesnejSieho obrazu mnoziny nasobkov alebo podielov
dvoch komplexnych intervalov. Tieto operatory vracaju pole s tromi mnozinami
popisujicimi vysledny obraz. Operatory zaroven zobrazuju grafickt reprezentaciu
vypocitaného vysledku pomocou funkcie plotboxes.

7.5 Pouzivanie MEX-suborov

7.5.1 Co je MEX-stibor?

MEX je skratkou pojmu ,MATLAB executable®, ktory méze oznacovat:

zdrojové MEX-stibory, teda stibory obsahujice zdrojovy kod jazyka C/C++
alebo Fortran s branovou funkciou pre komunikaciu s MATLABom,

e moduly vzniknuté kompilaciou zdrojovych siborov, tiez nazyvané bindrne
MEX-stbory,

e hlavickovy subor obsahujici funkcie tvoriace rozhranie medzi MATLABom
a zvolenym programovacim jazykom,

e skript, ktory je sucastou MATLABu a zabezpecCuje (spolu s kompilatorom
daného jazyka) o preklad zdrojového siboru.

V tomto texte budeme primarne pouzivat oznacenie MEX-sibor pre zdrojové
MEX-stbory jazyka C++. Tieto predstavuji jednoduchy sposob ako vniest objek-
tovy pristup a efektivitu C++ do skriptov napisanych v MATLABe. Po prelozeni
takéhoto zdrojového siboru pomocou skriptu mex méze uzivatel volat vytvorenu
funkciu priamo z prostredia MATLABu.

Okrem moznosti prekladu pomocou skriptu mex, ktora je blizSie popisana
vlsekcii 7.5.2] je tiez mozné distribuovat uz vygenerované subory. Vytvorené stibo-
ry vsak musia pre spravne fungovanie byt kompatibilné s pouzivanou platformou

a verziou MATLABu (vid [sekcia 7.5.3)).

7.5.2 Generovanie MEX-suborov

Zdrojové MEX-stubory obsahuju kod jazyka C/C++ alebo Fortran, preto je pre
ich preklad potrebny podporovany kompilator daného jazyka. Zoznam kompila-
torov podporovanych jednotlivymi verziami MATLABu je k dispozicii na stran-
kach spoloc¢nosti [MathWorks (2014a). Kompildtor nastavime pomocou prikazu
mex -setup zadaného na prikazovom riadku MATLABu.
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>> mex —setup

Welcome to mex —setup. This utility will help you set up a default compiler.
For a list of supported compilers, see http://www.mathworks.com/support/
compilers /R2013a/win32. html

Please choose your compiler for building \MEX-files:
Would you like mex to locate installed compilers [y]/n?

Select a compiler:

[1] Leec—win32 C 2.4.1 in C:\PROGRA™2\MATLAB\R2013a\sys\lcc

[2] Microsoft Software Development Kit (SDK) 7.1 in C:\Program Files (x86))\
Microsoft Visual Studio 10.0

[3] Microsoft Visual C++ 2012 in C:\Program Files (x86)\Microsoft Visual Studio
11.0

[0] None

Obr. 7.2: Vzorovy vystup nastavenia kompildtoru

Samotny preklad stuboru sa spusta zadanim prikazu mex nézov_siboru na
prikazovom riadku MATLABu, pokial sa sibor nachadza v aktualnom pracovnom
adresari, pripadne zadanim plnej cesty k stuboru v prikaze. Po tispesnom pre-
klade mdzeme zacat vyuzivat vytvorend funkciu ako beznt funkciu MATLABu.
Nazov novej funkcie je rovnaky ako nazov zdrojového stiboru pouzitého pre jej

vytvorenie, pokial nie je pri preklade zvoleny iny nazov (vid ftabulku 7.2)).

>> mex —I1’C:\ boost_library\’ ’fbprop.cpp’

>> x = fbprop({’a >= 1’}, [infsup(—5.5, 5.5)])
>> intval x =

[ 1.0000, 5.5000]

Obr. 7.3: Preklad a pouzitie MEX-stiiboru

Okrem jednoduchého prikazu pre preklad siboru je tiez mozné vyuzit roz-
ne prepinace. Niektoré zdkladné prepinace predstavuje [tabulka 7.2) kompletny
zoznam prepinacov spolu s ich popisom sa nachadza v dokumentacii MATLABu
(MathWorks;, 2014b).

-h zobrazenie napovedy
-Icesta zahrnutie dodatoénych hlavickovych stuborov
-v zobrazenie detailnych informécii o preklade

-output ndzov zmena nazvu vystupného siboru
-outdir ndzov zmena vystupného adresara

Tabulka 7.2: Prepinace skriptu mex

7.5.3 Pouzitie existujucich MEX-stborov

Druhou moznostou pouzivania funkcii z MEX-siborov je priame vyuzitie ziska-
ného bindrneho MEX-stboru. Pred pouzivanim suboru je potrebné sa uistit, ¢i je
prelozeny stibor kompatibilny s platformou, na ktorej ho chceme spustif. Platfor-
mu, na ktorej bol stibor vytvoreny, urcuje jeho pripona (vid . V pri-
pade potreby je mozné zistit priponu vhodnu pre aktudlnu platformu prikazom
mexext.
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Pripona ‘ Platforma ‘

mexwa32 Windows (32-bit)
mexw64 Windows (64-bit)
mexa64 Linux (64-bit)
mexmaci64 | Apple Mac (64-bit)

Tabulka 7.3: Pripony MEX-stiborov podla platformy

Pre spustenie binarneho MEX-stiboru je tiez nutné, aby boli k dispozicii vset-
ky kniznice, ktoré program vyuziva. Bindrne MEX-siibory si vac¢sinou spétne
kompatibilné, malo by byt preto mozné spustit subor vytvoreny pomocou starsej
verzie MATLABu v novsej verzii, avsak nemusi to platit naopak.

Pokial je ziskany subor kompatibilny s platformou a verziou MATLABu a
vSetky potrebné kniznice su dostupné, je mozné jednoducho volat nova funkciu
priamo z MATLABu pomocou nazvu stboru (bez pripony) s prislusnymi paramet-
rami. Stubor spolu s potrebnymi kniznicami musia byt ulozené v adresari, ktory
je obsiahnuty v nastaveniach cesty MATLABu (funkcia addpath, pripadne volba
File > SetPath) alebo v aktudlnom pracovnom adreséri.
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8 Programatorska dokumentacia

8.1 Struktira programu

Implementovany solver nelinearnych podmienok sa sklada z niekolkych casti za-
bezpecujicich spracovanie vstupu, samotny vypocet a zvysenie jeho efektivity a
pripadné dalsie spracovanie vystupnych dat. Stibory si vytvorené prevazne v ja-
zyku MATLAB, s vynimkou implementacie dopredného a spatného kontraktoru
vo forme MEX-stboru v jazyku C++.

Zakladnou funkciou tvoriacou rozhranie pre spracovanie uzivatelského vstupu
je funkcia cspsivia. Tato funkcia sa stard o nastavenie nepovinnych parametrov,
ziskanie zoznamov premennych v zadanych obmedzeniach a vytvorenie objektov
obmedzujicich podmienok tak, aby mohli byt spracované dalsimi funkciami. Spra-
cované obmedzujice podmienky st ukladané ako objekty triedy constr, ktoré ok-
rem samotnej podmienky v podobe textového refazca obsahuju jej normalizovany
tvar (s nulovou pravou stranou) ako anonymnu funkciu a pouziti relaciu.

cspsivia

I
[ | |

cspsiviatest cspsivialoop cspsiviamerge

|

cspsivia<kontraktor>

|

Telo kontraktoru

plotboxes H proj2d H projid

Obr. 8.1: Zakladna struktira implementovaného solveru

Telo hlavného algoritmu tvoria funkcie cspsiviatest a cspsivialoop. Prva
z nich sa pouzije v pripade, ze uzivatel zadava obmedzujice podmienky pomo-
cou testovacich funkeif (vid [sekciu 3.4.1). V takomto pripade vSak nie je mozné
pouzit implementované kontraktory. Funkciu cspsivialoop tvori hlavny cyklus
algoritmu SIVIA pre obmedzujice podmienky predané ako textové refazce alebo
anonymné funkcie. Tato funkcia tiez zahfna nastavenie a volanie pozadovaného
kontraktoru. Dalsou moznou volanou funkciou je cspsiviamerge, ktord obsahuje
algoritmus pre spajanie intervalovych boxov vytvorenych pocas behu algoritmu
S1viA. Tato funkcia tiez znemoznuje pouzitie kontraktorov. Vsetky verzie algo-
ritmu vyuzivaji pre delenie intervalovych boxov funkciu dividebox.

Implementované kontraktory pracuji vzdy iba s jednou obmedzujicou pod-
mienkou, ku kazdému kontraktoru je preto vytvorena funkcia zabezpecujtca vol-
bu jednotlivych podmienok (cspsiviahull, cspsiviabox, ... ) a testovanie miery
redukcie defini¢nych oborov. Teld kontraktorov si implementované v samostat-
nych siboroch s ich prislusSnymi ndzvami: fbprop pre dopredny a spatny kontrak-
tor, boxnarrow{newton} pre kontraktor BoxNarrow a mohcrevise pre kontrak-
tor MoHC.
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Balik dalej obsahuje samostatné funkcie pre grafické spracovanie ziskanych
dat. Vizualizaciu intervalovych boxov popisujicich riesenie daného CSP zabez-
pecuje funkcia plotboxes. Vytvorenie projekcie do jednej alebo dvoch dimenzii
umoznuje dvojica funkcii projid a proj2d.

Stucastou baliku je tiez trieda rectcintval umoznujtca zakladné aritmetické
operdcie nad obdlZnikovymi komplexnymi ¢slami. Této trieda vyuziva funkeiu
cspsivia pre vypocet presného nasobenia a delenia a funkciu plotboxes pre
vizualizaciu vysledku.

Zoznam vsetkych implementovanych funkcii a tried s kratkym popisom je
k dispozicii v [prilohe A] blizsi popis vstupov a vystupov obsahuje dokumentécia
programu dostupna v prostredi MATLABu.

8.2 MEX-subory

8.2.1 Struktira zdrojového MEX-stiboru
\Y% sme sa venovali kompilovaniu MEX-suborov a ich pouzivaniu. Tato

kapitola poskytuje ndvod na vytvorenie zdrojového MEX-stiboru v jazyku C++ a
strucne popisuje niektoré potrebné kniznice. Pre tvorbu zdrojovych MEX-stiborov
je tiez mozné pouzit jazyk Fortran.

Zakladnu strukturu kazdého MEX-siboru tvori branova funkcia s pevne da-
nym nazvom mexFunction a parametrami nlhs, plhs, nrhs a prhs. Syntakticky
je tato funkcia rovnaka ako klasické funkcie jazyka C++. Jej navratovy typ je
void - predévanie hodnot do MATLABu zabezpeduje Cast jej argumentov. Dalej
je nutné do programu zahrnuf kniznicu mex.h, ktora obsahuje zakladné funkcie
potrebné pre vytvorenie MEX-stuboru.

1 |#include ”mex.h”

2

3 | void mexFunction(int nlhs, mxArray xplhs|[], int nrhs, const mxArray *prhs|[])
1[4

5 // zdrojovy kod branovej funkcie

6 |}

Obr. 8.2: Zakladna struktura MEX-suboru v C++

Vyznam jednotlivych parametrov branovej funkcie je nasledovny (z angl. num-
ber, pointers, left-hand /right-hand side):

e nlhs pocet vystupnych parametrov funkcie
e plhs pole ukazovatelov na vystupné parametre
e nrhs pocet vstupnych parametrov funkcie
e prhs pole ukazovatelov na vstupné parametre

Aj pri nastaveni premennej nlhs na 0 je mozné vratit jeden vystupny para-
meter. Jeho hodnota bude priradena navratovej premennej ans.

Poznamka. Narozdiel od MATLABu vyuzivaji MEX-funkcie indexovanie poli
od 0 podla konvencii jazyka C++.
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Priklad. Pri volani funkcie £ v tvare x = £(y, z) je hodnota nlhs rovna 1,
hodnota nrhs rovna 2, pole prhs obsahuje na indexoch 0 a 1 ukazovatele na
premenné y a z a nastavenim ukazovatela na nultom mieste pola plhs priradime
hodnotu premennej x.

V tele branovej funkcie mexFunction je mozné pouzivat Standardné i vlastné
funkcie jazyka C++, spracovavat vstupné parametre a nastavovat pocet a hodnoty
vystupnych parametrov. V hlavickovom stibore mex.h sa dalej nachadzaji funkcie
mexCallMATLAB a mexEvalString pre vykonavanie prikazov MATLABu. Volanie
funkcii MATLABuU z MEX-stiborov vo svojej praci blizsie popisuje napriklad |Get-
reuer (2010, kap. 6).

8.2.2 KniZnica matrix.h a datovy typ mxArray

Hlavickovy subor matrix.h poskytuje dalSie funkcie pre manipulaciu dat ziska-
nych z prostredia MATLABu. Vsetky data, ktoré st prenasané medzi MATLABom
a funkciami jazyka C++ st ulozené v Specidlnom datovom type mxArray spolu
s prislusnymi informaciami o ich pévodnom type. Pre urcenie skuto¢ného typu
dat, ktoré objekt mxArray obsahuje, je mozné pouzit funkcie kniznice matrix.h
s prefixom mxIs.

Pre pristup k samotnému obsahu objektu je urcena cast funkcii s prefixom
mxGet, dalSie umoznuju zistenie rozmerov alebo poc¢tu prvkov daného pola. Vy-
tvaranie vlastnych objektov typu mxArray, napriklad pre navratové hodnoty pre-
mennych, obsluhuju funkcie s prefixom mxCreate a mxSet. K uvolneniu dynamic-
ky alokovanej pamate slazi funkcia mxDestroyArray.

Po ukonceni volania MEX-funkcie a navrate do MATLABu sa zavola destruktor
pre kazdy objekt typu mxArray, ktory nie je ndvratovym parametrom. Zaroven
sa dealokuje paméf, ktora bola pridelena za behu programu pomocou prislusnych
funkcii kniznice matrix.h.

8.2.3 Ukazka MEX-stboru

V tejto sekcii nasleduje ukazka jednoduchého programu pre vypocet skalarneho
suc¢inu dvoch vektorov. Priklad je doplneny vzorovym volanim vytvorenej funkcie
z prostredia MATLABu. Dalsie ukdzky zdrojovych stiborov v jazykoch C a For-
tran vyuzivajucich MEX-funkcie st k dispozicii v prie¢inku /extern/examples
v korenovom adresari instalacie MATLABu.

Kazdy MEX-subor musi pre spravne fungovanie obsahovat hlavickovy stbor
mex.h, ktory poskytuje rozhranie pre prepojenie programu s MATLABom. Ukaz-
kovy stubor dalej obsahuje funkciu dotProduct, ktora je klasickou funkciou jazyka
C++ pre vypocet skalarneho stucinu dvoch vektorov.

1 |#include ”mex.h”

2

3 |double dotProduct(double xvl, double *v2, int length)
4 |{

5 double prod = 0;

6 for (int i = 0; i < length; i++)

7 prod 4= v1[i] * v2[i];

8 return prod;

9 |}
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Povinna je tiez branova funkcia mexFunction starajica sa o vstup a vystup. Pre
vypis retazca v okne MATLABu je pouzitd funkcia mexPrintf, ktord je analdgiou
funkcie printf jazyka C, generovanie chybovych hldsok obstardva mexErrMsgTxt.
Pripomenme, ze premennd nrhs obsahuje pocet zadanych vstupnych parametrov.

10 | void mexFunction(int nlhs, mxArray xplhs[], int nrhs, const mxArray s*prhs[])
11 |{

12 mexPrintf(”Program dotProduct\n”);

13 double xvectl, xvect2;

14

15 if (nrhs = 2)

16 mexErrMsgTxt (”Nespravny pocet vstupnych parametrov!”);

Nakolko vytvorena funkcia dotProduct pracuje s ukazovatelom na vstavany typ
double jazyka C++, je potrebné ziskat ukazovatele na prvky pola typu mxArray
pomocou funkcie mxGetPr.

17 vectl = mxGetPr(prhs[0]);
18 vect2 = mxGetPr(prhs[1]);

Na zistenie dlzky vektora, teda poctu stlpcov matice radu 1 x n slizi funkcia
mxGetN, v pripade zistovania poctu riadkov by sme pouzili obdobnu funkciu
mxGetM. Ak su dlzky zadanych vektorov rozne, vypiseme chybovi hlasku.

19 if (mxGetN(prhs[0]) != mxGetN(prhs[1]))
20 mexErrMsgTxt (” Vektory maju roznu dlzku!”);

Napokon zistime pozadovany skaldrny stucin a pomocou mxCreateDoubleScalar
vytvorime ukazovatel na objekt typu mxArray, do ktorého vysledok ulozime a
vlozime ho na nulty index navratového pola plhs.

21 double result = dotProduct(vectl, vect2, mxGetN(prhs[0]));
22 plhs [0] = mxCreateDoubleScalar(result);
23 |}

Takto vytvoreny stiibor mozeme skompilovat pomocou skriptu mex a pouzit vo-
lanim priamo z prikazového riadku MATLABu s prislusnymi vstupnymi, pripadne
vystupnymi parametrami.

8.3 Pouzité intervalové kniznice

Pri tvorbe solveru nelinearnych podmienok boli pouzité dve kniznice podporu-
juce pracu s intervalmi a intervalovou aritmetikou. Zaklad programu vytvoreny
v jazyku MATLAB pracuje s nastrojovou sadou Intlab, MEX-stbor jazyka C++
vyuziva intervalovi ¢ast kniznice Boost.

Intlab Sada néstrojov Intlab (Interval Laboratory) pre intervalové vypocty
v MATLABe bola vytvorend v roku 1998 S. M. Rumpom. V suicasnosti okrem
zakladnej realnej intervalovej aritmetiky a intervalovych rozsireni bezne pouziva-
nych funkcii obsahuje tiez mnozstvo funkcii pre pracu s komplexnymi intervalmi,
intervalovymi maticami, polynémami alebo pre optimalizaciu.

Pre riesenie problému splnovania obmedzujicich podmienok pomocou inter-
valovych metdéd st vyznamnou vlastnostou tejto kniznice verifikované vypocty,
ktoré zarucuju, ze pocas vypoctu nestratime ziadne riesenie daného problému.
Dalsfm d6évodom pre volbu tejto kniznice je jej jednoducha pouzitelnost a Siroka
uzivatelské zakladna.
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Boost Sada Boost je siborom kniznic jazyka C++ obsahujica baliky funkcii
z roznych oblasti. Cast Interval Arithmetic Library implementovana v hlavicko-
vom stibore interval.hpp je urcend pre pracu s intervalmi nad réznymi datovymi
typmi (napr. float, double). Podobne ako Intlab poskytuje Siroké spektrum inter-
valovych rozsireni zakladnych matematickych funkcii a moznost verifikovanych
vipoctov. Dalej obsahuje mnozinové funkcie, porovnavanie intervalov a dalsie
klasické intervalové funkcie. Tato kniznica tiez umoznuje nastavenie réznych dru-
hov zaokrithlovania a pravidiel pre kontrolu prazdnych a nekonecnych intervalov
a neplatnych hodnot.
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9 Zaver

Hlavnym vysledkom préce je kniznica funkcii jazyka MATLAB pre riesenie spoji-
tych problémov spliiovania nelinearnych podmienok pomocou intervalovych me-
tod a propagacnych technik dostupna na prilozenom CD. V ramci tvorby tejto
kniznice bol tiez navrhnuty a implementovany algoritmus pre spajanie intervalo-
vych boxov v dlazdeni reprezentujiicom riesenie problému, ktory umoznuje opti-
malizaciu popisu riesenia. Sticastou solveru je aj jednoduché vizualizacia riesenia
problému v rovine.

V teoretickej Casti prace sme poskytli prehlad jednotlivych algoritmov spolu
s ich vlastnostami a modifikdciami. Prezentujeme tiez opraveny odhad casovej
zlozitosti algoritmu S1viA, ktory je zakladom vytvoreného solveru. Pre zvyse-
nie efektivity tohto algoritmu boli pouzité 4 typy kontraktorov. Dva zakladné
kontraktory boli porovnané na konkrétnych problémoch, ktoré v niektorych pri-
padoch ukazuju vyrazné zrychlenie vypoctu oproti algoritmu SiviA. Uvazovali
sme tiez o vyuziti solveru CSP pre vizualizaciu zakladnych aritmetickych ope-
racii na mnozine komplexnych intervalov. Pre ziskanie samotnej vizualizacie je
algoritmus SIVIA pouzitelny, avSak kvoli ¢asovej naroc¢nosti tohto problému nie
je v zakladnej verzii vhodny pre tvorbu interaktivnej aplikacie.

Praca prezentuje zakladny solver spojitych CSP s urc¢itymi vylepseniami, zaro-
ven vsak poskytuje dalSie moznosti rozsirenia napriklad pridanim novych kontrak-
torov, navrhom algoritmov pre vyber spracovavanych obmedzujicich podmienok,
navrhom pokrocilejsich funkcii pre grafickt reprezentéciu ziskanych intervalovych
dat alebo modifikaciami pre lepsiu pouzitelnost vo vizualizacii komplexnej inter-
valovej aritmetiky.
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Zoznam pouzitych skratiek

CSP

INM
HC
BC
MoHC
SIVIA
MEX

Problém splnovania obmedzujicich podmienok (angl. Constraint
satisfaction problem)

Intervalovda Newtonova metoda

Konzistenia vzhladom k obalu (angl. Hull consistency)
Konzistencia vzhladom k boxu (angl. Box consistency)

Monotonic hull consistency

algoritmus Set Inverter via Interval Analysis

skript alebo subor typu MATLAB Executable
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A Zoznam tried a funkcii

boxdiff Vypocet rozdielu dvoch vnorenych intervalovych boxov. Funkcia priji-
ma dva intervalové boxy, druhy argument musi byt podmnozinou prvého. Rozdiel
je reprezentovany mnozinou nanajvys 2d intervalovych boxov (kde d je dimen-
zia povodnych boxov). Tato funkcia je vyuzivand k ziskaniu boxov, v ktorych
sa nenachadzaju ziadne riesenia CSP, pri redukcii definicnych oborov pomocou
kontraktorov.

boxnarrow Kontraktor BoxNarrow s metédou orezdvania (vid [sekciu 4.3.1).
Funkcia vyuziva pomocnu funkciu dividebox pre delenie spracovavaného inter-
valu na casti na zdklade parametru €. Redukcia definiéného oboru prebieha na
zaklade vyhodnotenia obrazu jednotlivych ¢asti pomocou intervalovej aritmetiky.

boxnarrownewton Kontraktor BoxNarrow s vyuzitim intervalovej Newtonovej
metédy (vid . Obsahuje pomocné funkcie leftnarrow a rightnarrow
pre redukciu intervalu a implementéaciu intervalovej Newtonovej metody jednej
premenne;j.

constr Trieda pre ukladanie obmedzujicich podmienok CSP. Pre kazda pod-
mienku je ulozena jej reprezentacia pomocou textového retazca a relacia rovnosti
alebo nerovnosti v nej pouzitd. Objekt podmienky dalej obsahuje lavii stranu po
prevode na normalizovany tvar (pravd strana rovna 0) ako retazec a anonymni
funkciu a interval, do ktorého ma hodnota lavej strany patrit.

cspdb Databaza niekolkych mnozin popisanych pomocou znamych kriviek re-
prezentovanych pomenovanymi objektami triedy curve, vhodna napriklad pre
ukazky vizualizacie mnoziny ziskanej pomocou algoritmu S1viA. Do databaze
je mozné manualne pridavat dalsie druhy kriviek.

cspsivia Zdakladna funkcia solveru zabezpecujica spracovanie vstupov od uzi-
vatela a néasledné volanie funkcie cspsivialoop (zdkladny algoritmus SIVIA),
cspsiviamerge (spajanie boxov) alebo cspsiviatest (testovacie funkcie) na
zaklade zadanych parametrov. Funkcia vytvara objekty pre obmedzujtce pod-
mienky v zadanom CSP a zoznamy premennych vyskytujicich sa v jednotlivych
podmienkach.

cspsivia{hull|box|hullbox|mohc} Pomocné funkcie zabezpecujiice volbu ob-
medzujucich podmienok pre spracovanie jednotlivymi kontraktormi. Tieto funkcie
tiez kontroluju mieru kontrakcie defini¢nych oborov po pouziti kontraktoru na da-
ni podmienku a testuju pripadné zredukovanie boxu na prazdnu mnozinu, ak sa
v nom nenachddza ziadne riesenie tlohy.

cspsivialoop Hlavny cyklus zakladnej varianty algoritmu SIVIA pre riesenie
CSP (vid [sekciu 3.3). Funkcia nastavuje a vold pozadovany kontraktor, testuje
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splnenie obmedzujicich podmienok a rozdeluje boxy do vyslednych mnozin po-
pisujucich riesenie zadaného CSP, pripadne volda pomocni funkciu dividebox pre
rozdelenie boxov, o ktorych nie je mozné rozhodnit.

cspsiviamerge Hlavny cyklus algoritmu SIVIA s ipravou pre ¢iastocné spajanie
generovanych intervalovych boxov (vid . Spajanie boxov je stucastou
samotného cyklu, boxy sa do vyslednych mnozin pridavaju az po spojeni. Pri
pouziti algoritmu pre spajanie boxov nie je mozné pouzitie kontraktorov, nakolko
takto vzniknuté dlazdenie nie je pravidelné.

cspsiviatest Hlavny cyklus algoritmu SiviA s podporou testovacich funkcii
(vid . Vhodné pre obmedzujice podmienky s komplexnejsimi funkcia-
mi, pre ktoré nie je mozné jednoducho odvodit prirodzené intervalové rozsirenie.
V tejto variante algoritmu nie je mozné vyuzivat kontraktory.

curve Jednoducha trieda pre ukladanie kriviek a mnozin zadanych formou rov-
nic alebo nerovnic. Trieda obsahuje metédu pre vykreslenie objektu v intervalo-
vom boxe pri zadanej presnosti pomocou algoritmu SIVIA.

dividebox Pomocnd funkcia pre delenie intervalovych boxov (vid [sekciu 3.4.2).
Prijima parameter £ urcujici minimalnu sirku intervalu, ktory je povolené delit.
Funkcia dalej umoznuje volbu strany, podla ktorej bude box rozdeleny a pocet
boxov ziskanych delenim.

fbprop Dopredny a spatny kontraktor (vid |sekciu 4.2)) implementovany ako
MEX-stbor jazyka C++. Stucastou kontraktoru je vytvorenie stromu algebraic-

kého vyrazu pomocou algoritmu Shunting-Yard. Stbor dalej obsahuje definicie
inverznych funkcii potrebnych pre spéatnu fazu kontraktoru.

getmonovars Pomocnd funkcia kontraktoru MoHC pre vyber monoténnych pre-
mennych na zaklade intervalového gradientu funkcie. Zaroven vytvara dve funkcie
fmin @ fmaz, v ktorych st vyskyty monoténnych premennych vo funkcii f nahra-
dené ich dolnymi a hornymi hranicami podla toho, ¢i je dana premenna rastica
alebo klesajtca.

getvars Funkcia pre ziskanie indexov premennych obsiahnutych v jednotlivych
obmedzujicich podmienkach. Stcastou vystupu je aj zoznam premennych s uni-
katnym vyskytom pre kazdi podmienku a zoznam nazvov vSetkych pouzitych
premennych.

intvalbox Trieda pre ukladanie intervalovych boxov s dodato¢nymi informa-
ciami vztahujicimi sa k priebehu modifikovaného algoritmu SIVIA so spajanim
boxov. Pre kazdy objekt je okrem jeho hodnoty mozné ulozit zaradenie do vysled-
nej mnoziny, pocet deleni potrebnych pre jeho ziskanie (tiroven boxu v strome) a
pocet intervalovych boxov, z ktorych bol vytvoreny.
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isize Pomocna funkcia pre vypocet objemu intervalového boxu. Objem boxu
je definovany ako sucin sirok jednotlivych intervalov. Vstup moze byt zadany ako
intervalovy vektor alebo ako pole buniek obsahujticich objekty intervalov.

ivect Pole s premenlivou dizkou pre ukladanie intervalovych boxov. Pri napl-
neni kapacity sa pole automaticky rozsiri na dvojnasobnu velkost. Tato datova
struktira je vyuzivana pre rychlejSie vkladanie prvkov do vyslednych mnozin
algoritmu SIVIA popisujucich riesenie CSP.

mohcrevise Hlavn4 cast kontraktoru MoHC (vid vyuzivajica do-
predny a spatny kontraktor a upraveni verziu kontraktoru BoxNarrow pre re-
dukciu definiénych oborov na zédklade monoténnosti funkcii. Sticastou stuboru je
tiez pomocna funkcia pre ziskanie gradientu funkcie na intervalovom boxe a fun-
kcia pre volanie dopredného a spétného kontraktoru s upravenou obmedzujicou
podmienkou (funkcie frin & fiaz)-

monoboxnarrow Modifikacia kontraktoru BoxNarrow vyuzivajica monotéonnost
funkcii v obmedzujicich podmienkach. Funkcia vyuziva intervalovii Newtonovu
metodu pre funkcie frin a fiae pre vypocet redukovaného definicného oboru
monoténnych premennych s viacndasobnym vyskytom v predpise obmedzujicej
podmienky. Subor tiez obsahuje pomocné funkcie leftnarrow a rightnarrow
pre ziskanie novej dolnej a hornej hranice definicného oboru.

normeq Jednoduchd funkcia umoznujica prevod obmedzujicej podmienky za-
danej rovnicou alebo nerovnicou do tvaru f(z) o 0, kde o € {<, >, =}. Funkcia
je vyuzivand pri inicializacii algoritmu SIVIA pre nésledné jednoduchsie spraco-
vavanie obmedzujticich podmienok a testovanie ich splnenia.

plotboxes Vizualizacia rieSenia CSP ziskaného pomocou algoritmu S1vVIA. Fun-
kcia prijima tri mnoziny intervalovych boxov dimenzie 2 popisujtce riesenie prob-
lému. Volitelnym parametrom je zoznam farieb pouzitych pre vykreslenie boxov
v jednotlivych mnozinach.

projld Projekcia rieSenia CSP do dimenzie 1 (vid [sekciu 3.5)). Prijima tri mno-
ziny popisujuce rieSenie CSP, index premennej, na ktori sa ma vysledok zobrazit
a logickil hodnotu urcujuicu, ¢i sa ma projekcia vizualizovat. Umoznuje tiez zo-
brazenie grafickej reprezentacie vysledku na zvisli os.

proj2d Projekcia rieSenia CSP do dimenzie 2 (vid [sekciu 3.5)). Prijima tri mno-
ziny popisujuce riesenie CSP, vektor obsahujici dva indexy premennych, na ktoré
sa ma vysledok zobrazit a logicki hodnotu urcujtcu, ¢i sa méa projekcia vizualizo-
vat. Algoritmus vyuziva delenie dvojrozmernych boxov na pasy, v ramci ktorych
vyuziva funkciu pre projekciu do dimenzie 1.

rectcintval Trieda implementujica zakladné aritmetické operacie na mnozine

obdlznikovych komplexnych intervalov (vid jsekciu 6.1.3)). Trieda vyuziva algorit-
mus SIVIA pre najdenie presnejSieho sucinu alebo podielu komplexnych intervalov.
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spliteq Pomocna funkcia pre rozdelenie obmedzujicej podmienky na pravia a
lavi stranu a relaciu medzi nimi. Sticastou vystupu je aj interval, do ktorého ma
patrit obraz funkcie pre podmienky v normalizovanom tvare f(x) o 0.

stack Zasobnikova datova struktira vyuzita pri implementacii algoritmu S1VIA.
Trieda poskytuje zakladné metoédy pre pridavanie a odoberanie prvku z vrcholu
zasobnika, ziskanie zoznamu vsetkych ulozenych prvkov alebo prvku na vrchole
zasobnika. Implementovand je tiez metdda pre zistenie, ¢i je zasobnik prazdny.

str2anon Prevod retazca znakov na anonymnu funkciu. Retazec moze obsaho-
vat zédkladné aritmetické operacie a funkcie podporované MATLABom. Zoznam
premennych pouzitych v danom predpise je ziskavany pomocou funkcie symvar.
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