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Uvod

Od praddavna nachézela matematika velké uplatnéni ve fyzikalnich a technickych
vypoctech. Praktické vyuziti matematiky v technice nastartovalo a zna¢né ptispélo
k rychlému rozvoji elektroniky a pocitaci v poslednich letech. V dnesni dobé
je vyuziti pocitace, jakozto silného vypocetniho nastroje, pti feseni téchto tloh
naprosto stézejni.

V matematice pii numerickych vypoctech fyzikalnich a technickych tloh pracu-
jeme s Cisly celymi, racionalnimi a iracionalnimi. Poc¢ita¢ umi reprezentovat c¢isla
a pracovat s nimi pouze s omezenou presnosti. Casto nastava situace, ze by-
chom potiebovali do paméti ulozit vice cifer nez je pro dané ¢islo vyhrazeno. Pak
musime toto ¢islo zaokrouhlit a dale pracovat s jeho aproximaci. Pak vysledek
celého vypoctu uz nemuze byt zcela presny.

Obor intervalové analyzy, do néhoz tematicky spada i tato prace, ptichézi s
moznosti feSeni tohoto problému. Zakladni myslenka spoc¢ivd v tom, ze ¢islo,
jehoz vsechny cifry se nevlezou do paméti, nahradime intervalem. Interval tvori
usporadana dvojce ¢isel znacici zacatek a konec intervalu. Zacatek intervalu
predstavuje nejvétsi cislo, které je mensi nez nahrazované cislo a zaroven je
reprezentovatelné v pocitaci. Podobné druhé ¢islo je nejmensi reprezentovatelné
¢islo, jenz je vétsi nez nahrazované cislo.

S intervaly budeme pracovat podobné jako s puvodnimi ¢isly. Matematické
operace budeme provadét tak, abychom méli jistotu, ze kdyz bychom vzali li-
bovolnd ¢isla z jednotlivych intervalu a provedli s nimi stejnou matematickou
operaci, jeji vysledek bude vzdy pattit do vysledného intervalu.

Pocitani s intervaly nam vsSak nabizi podstaté Sirsi moznosti uplatnéni. Pii
numerickém zpracovani experimentu a prezentaci jejich vysledku jsme v mnohych
pripadech vice omezeni presnosti méricich metod a pristroju nez presnosti ¢isel v
pocitaci. Presnost méficiho pristroje neni mozné z fyzikalnich duvodu libovolné
zpresnit. Nameérené hodnoty véetné jejich odchylek reprezentujeme jako intervaly
a muzeme pouzit intervalovou aritmetiku dalsi algoritmy pracujici s intervaly.

0.0.1 Cil prace

V tomto odstavci intuitivné nastinim pojmy, které jsou dulezité pro tuto préci, a
vysvétlim zadani prace.

Vezméme si matici, jejiz kazdy clen je interval. V podstaté pouze nahradime
¢isla intervaly. Tim dostaneme intervalovou matici. Kazdy ¢iselny interval mél
prvky, coz byly ¢isla, které do néj pattily. Podobné je to s intervalovou matici.
Prvky intervalové matice jsou matice, jejiz cleny jsou libovolna ¢isla z intervalu,
které predstavuji ¢leny.

Ukolem této prace je navrhnout ortogonalni kontraktor pro intervalovou mati-
ci. Kontraktor muzeme chapat jako algoritmus, ktery dostane na vstupu néjakou
intervalovou matici. Jeho ukolem je co nejvice zkratit intervaly v matici, tak
aby neodstranil zadnou ortogonalni matici, ktera pattila do puvodni intervalové
matice.

Ortogonalni matice obecné maji determinant rovny 1 nebo —1. Kontraktor
si jesté dourcéime tim, ze budeme vybirat pouze matice s determinantem rovnym



—1.

0.0.2 Motivace

Intervalové analyza sama nachazi Sirokou skalu praktického vyuziti v technickych
vypoctech, zvlasté pak v robotice. Konkrétné nas problém se pouziva pii kalibraci
robotu.

Proces kalibrace robotii muzeme zjednoduSené chapat jako pocateéni nas-
taveni robota, které mu umozni lepsi funkénost. Potfebujeme, abychom mohli
polohovat robota s velkou presnosti. Jednotlivé dily nemohou byt principialné
vyrobeny s touto presnosti. Robot je navrzen s jistymi nominalnimi rozméry a vy-
roben s jistymi skutecnymi rozmeéry, které se od nominalnich 1isi o vSudypiitomné
odchylky. Robot je ovladan néjakym pocitacovym systémem. Pokud se nam
podaii odchylky od nominalnich rozméru konkrétniho robota zjistit a zadat do
fidictho systému robota, je schopen tidici systém tyto odchylky kompenzovat a
tim dosahnout vyrazné vyssi presnosti.

Vice se o dané problematice muzeme dozvédét napiiklad zde [17].

0.0.3 Reprezentace cisel

Ve vétsiné vypoctu se neobejdeme bez racionélnich a iracionalnich ¢isel, které mo-
hou mit ve svém zapisu nekoneéné mnoho desetinnych mist. Tyto ¢isla muzeme
vyjadiit bud v matematickém tvaru, napiiklad jako v/2 nebo pouzit jejich aprox-
imaci pomoci c¢isla s koneétnym poctem desetinnych mist. To nas stavi pred
problém reprezentace ¢isel v pocitaci.

Pokud jsme schopni ¢isla reprezentovat presné véetné mezivysledku, vypocty
s nimi jsou pak presné. Pritom nezalezi, zda je ¢islo celé nebo desetinné s malym
poctem cifer. Obdobného stavu muzeme dosdhnout pii vypoctech s iracionalnimi
¢isly a racionalnimi ¢isly s velkym poctem cifer, vyjadiime-li je pomoci alge-
braického tvaru a nim pak pracujeme. Timto zpusobem umi s ¢isly zachézet
nékteré algebraické programy, napiiklad Matematica. Pro zna¢nou ¢ast vypoctu
vsak tento zpusob je nevhodny nebo prili§ casové naroény. Proto jsme nuceni
pracovat pouze s konec¢nou reprezentaci ¢isel a zaokrouhlovat. Béhem vypoctu
pak dochazi k dalsi akumulaci chyb kvuli dalsimu zaokrouhlovani.

Ptredpokladejme, ze mame néjaky vypocet s malym mnozstvim matemat-
ickych operaci. Poprvé jej provedeme s néjakou presnosti. Reprezentace cisel
bude mit uréité mnozstvi cifer. Podruhé jej spocitdme s vétsi presnosti. Cisla
budeme reprezentovat vétsim poctem cifer. Nyni nds bude zajimat, jestli cifry
vysledkt obou vypoctu, které jsou stejné, muzeme povazovat za spravné.

Méjme rekurzivni formulit

2
Tpy1 = T n=0,1,2,...

Vezméme prvni hodnotu posloupnosti xy = 1—1072! a spo¢téme z75. Provedeme-
li tento vypocet v desetimistné aritmetice dopocitame se k vysledku 1. Pozitim
dvacetimistné aritmetiky dostaneme vysledek opét 1. Ve skutec¢nosti vSak hledana
hodnota z75 < 10710,

'Pifklad byl pievzat z [4].



Tento priklad jasné ukazuje, ze vySe zminéna domnénka o potvrzeni spravnosti
prvnich cifer vysledku pomoci jeho zpfesnénim je Spatna. V naSem piikladu
problém vznika kvuli tomu, ze neumime presné vyjadrit xo v deseti- ani dvace-
timistné reprezentaci.

Dalsi ptiklady bychom mohli nalézt v [4] nebo v [16].

V mnoha piipadech plati, Ze pokud zpfesnime vypocet, pouzijeme vice cifer,
dostaneme presnéjsi vysledek. Musime si vSak uvédomit, ze toto neni univerzalni
pravidlo a nejde na néj spolehnout.

Casto muzeme dosdhnout libovolné presnosti vypocétu pokud pouzivame dostatek
cifer a zacneme s ¢isly, které je mozné presné reprezentovat. Obecné je vsak tézké
iici, kolik cifer musime pouzit, abychom této pozadované presnosti doséahli.

Obecné plati fakt, ze ¢im vice desetinnych mist jsme ponechali, tim bude
vypocet presnéjsi. Pridani desetinnych mist ndm vypocet nepokazi. Problém vsak
zustava v tom, ze neumime urcit, jak moc je nutné zpfresnit vypocet abychom
dostali spravny vysledek nebo alespon pozadovany pocet spravnych cifer. Pro
ruzné vypocty se zavislost presnosti ¢isel na pocatku a presnost vysledku znacéné
lisi.



1. Zakladni pojmy

1.0.4 Jednoduchy interval a intervalova aritmetika
Interval
Definice 1. Interval nazveme mnoZinu
x:=[2,7]={reR|z<z<7T}
Body x a * nazyvdme koncové body intervalu.

V fe¢i matematické analyzy budeme pojmem interval vzdy chapat uzavieny
realny interval.
Dva intervaly jsou si rovny, pokud jsou si rovny jejich koncové body.

Definice 2. Mdme interval x pak, stredem intervalu nazveme bod

T+
Te = 9 )
polomérem nazveme bod
T—x
A =
2

a sitkou intervalu nazveme
w(x)=T—zx

Definice 3 (Degenerovany interval). Interval nazveme degenerovany, pokud pro
néj plati, Ze x = 7.

Do degenerovaného intervalu patii pravée jedno realné ¢islo, které je rovno jeho
koncovym bodum. V intervalové aritmetice jej pouzivame k vyjadieni realného
¢isla pomoci intervalu. To je uzitecné zejména pti vypoctech na pocitaci. Mame
vSechny vstupni ¢isla ve stejném formatu a muzeme na né pouzit pravidla inter-
valové aritmetiky.

Sjednoceni a prunik intervali

Prunik intervalu odpovidd mnozinovému pruniku, protoze prunik dvou libovolnych
intervalu je zase interval. Pomoci hornich a dolnich mezi jej muzeme vyjadiit tak-
to:

rNy={z|z€exNnzey}

Pokud je prunik nepréazdny muzeme jej zapsat jako interval
[max(z, y), min(z,7) |

Prunik je v intervalové analyze hojné vyuzivan. Je to casto v situaci, kdy mame
dva intervaly a hledana hodnota patii do obou z nich. Pak musi pattit do jejich
pruniku.

Mnozinové sjednoceni dvou intervalt nemusi byt nutné souvisly interval. Jasné
to vidime napiiklad na sjednoceni intervalu [1,2] a [3,4].



Pro potreby poc¢itani s intervaly definujeme sjednoceni intervalu jako nejmensi
nadmnozinu mnozinového sjednoceni intervalu. Tato mnozina odpovida vztahu:

x Uy = [min(z,y), max(7,7) ]

Nevyhodou tohoto pojeti je ztrata informace. Do vysledku ptidavame navic hod-
noty, které nepatii ani do jednoho z intervali.

Intervalova aritmetika

Na intervalech definujeme zakladni aritmetické operace, které bézné pouzivame s
realnymi ¢isly. Operace s intervaly jsou definovany tak, abychom meéli zaruceno,
ze pokud vezmeme libovolné ¢islo z intervalu, které vstupuji do operace, vysledek
vzdy bude lezet ve vysledném intervalu. Pomoci mnozin bychom to mohli zapsat
takto:

rOy={r0y|lrexNycy}

Rozepiseme jednotlivé operace s intervaly:
rt+y=[z+y T+Y]

]

rT-y=[2-7,7~—

<

Nésobeni uz je trochu komplikovanéjsi.

-y = [min S, max S| S = {&%2% Y, Ty}

Na zakladé porovnavani koncovych bodt intervali s nulou muzeme urcit vysledny
interval efektivnéji.
Déleni intervalu definujeme pomoci prevracené hodnoty a nasobeni.

w/y=x-1/y 1y=[/y1/y] 0¢y
7 definic 1 a 2 pouzitim intervalové aritmetiky plyne vztah

T =+ [~Ta,00] = T+ [—%w(w% %w(w)]

1.0.5 Intervalové matice a pocitani s nimi
Intervalova matice

Definice 4. Matici A nazveme intervalovou, pokud
A=[AA={AcR™" | A<A<LA}

kde A, A € R™™ g pro kazdé 1 < i <m al < j <n plati Ze A < Ayj, co
zapisujeme strucnéji jako A < A.

Intervalovou matici si lze predstavit jako matici, kterda ma misto ¢lent in-
tervaly. Koncové matice A resp. A jsou matice, jenz vzniknou z hornich resp.
dolnich mezi intervalu. Prvek intervalové matice je redlnd matice A € R, jejiz
vSechny ¢leny jsou ¢isla z prislusnych intervalu.

Pro obycejny interval jsme definovali pojmy stfed, polomér a sitka intervalu.
Provedeme jejich zobecnéni pro intervalové matice.
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Definice 5. Stred A. a polomér Aa intervalové matice A matice definujeme
témito vztahy:

A, = %(A—i-z)
As=5(A-4)
w(A)=A-A

Intervalova aritmetika matic

Prace s realnymi maticemi ma svoje pravidla. Pokud mame intervalovou matici a
intervalovou aritmetiku, muzeme tyto pravidla jednoduchym zpusobem zobecnit
pro intervalové matice. Timto zpusobem dostaneme operace sc¢itani a nasobené
matic, nasobeni konstantou a dalsi, které vyuzivame pti slozitéjsich vypoctech.
Diky nejistoté dané intervalem vznikaji nové problémy. Pouziti algoritmu pro
realné matice s intervalovou aritmetikou neni vzdy nejlepsim fesenim. Priklad
muzeme najit tieba v [11], kde se hovoii o problému pieurcenych linedrnich
systému rovnic. Na feSeni je pouzita Gaussova eliminace upravend pro pocitani s
intervaly. Déle jsou demonstrovany jiné metody, které dosahuji lepsich vysledku.

1.0.6 Ortogonalita

Definice 6. Redlnou ¢tvercovou matici Q) nazveme ortogondlni (nebo také ortonormdlnt)
jestlize plati
Q" = Q"

t9.: jeji transponovand matice je soucasné matici tnverzni.

Vlastnosti ortogonalnich matic

1. Oznac¢me g;, j = 1...n sloupce ortogonalni matice ). Pak z rovnosti
QQ" =1
plyne:
e (¢;,q;) =1 pokudi=j normované vektory délky 1
e (¢;,q;) =0 pokudi#j vektory jsou vzajemné na sebe kolmé

tato vlastnost tika, ze sloupce ortogonalni matice jsou normované vektory
délky jedna, které jsou na sebe vzajemné kolmé. Totéz plati i pro radky
matice.

2. det(Q) = +1

Téchto dvou vlastnosti budeme vyuzijeme pii konstrukeci kontraktoru.



1.0.7 Kontraktor

V [1] je formalné definovén kontraktor pro symetrické intervalové matice a jejich
vlastni ¢isla. Formalni definice naseho kontraktoru bude podobna.

Definice 7 (Problém spliiovdni podminek, CSP!). Problém spliiovdni podminek
se sklddad z

e konecné mnoziny proménnych

e domén proménnych. Doména proménné je mnozina hodnot, kterych muze
promennd nabyvat.

e konecné mnoziny podminek. Podminka je libovolnd relace nad mnoZinou
promennyjch.

Ukolem CSP je najit vsechny ohodnoceni proménnych, tak aby byly spinény vsechny
podminky.

Na&s problém muzeme jako problém splhovani podminek vyjadrit takto:
Definice 8. Nas C'SP

(i) matice Q € Q,
(i1) Q je ortogondlni

V nasem problému mame jednu proménnou, matici @) a jednu podminku na
ortogonalitu této matice. Doménou proménné je vstupni intervalova matice Q.

Pti feseni CSP zkracujeme domény proménnych, dokud nebudou platit vSechny
podminky pro vSechny hodnoty proménnych. V nasem pripadé je doménou in-
tervalova matice, takze budeme zkracovat jednotlivé intervaly v matici.

CSP fesime metodou propagace podminek. Kazdou podminku ¢; nahradime
operatorem C}, které bude zkracovat domény proménnych o hodnoty, jenz nejsou
konzistentni s prislusnou podminkou ¢;. Tyto operatory nazyvdme kontraktory.

Pro podminku (ii) z definice 8 definujeme kontraktor takto:

Definice 9 (Kontraktor). Kontraktor prislusny k podmince ortogonality je

tak, Ze

1.QcqQ
2. Q je ortogondlni matice, pak Q € Q = Q € Q'

Lzkratka pochdzi z anglického nézvu Constraint Satisfaction Problem
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2. Navrh kontraktoru

2.0.8 Obecné vlastnosti

Vlastnost 1 ortogonalnich matic popisuje realnou ortogonalni matici ) soustavou
rovnic. Pro fadky matice dostavame

qujzl proi=1...n ZC]ijCij:O pro viechny i # k  (2.1)
j=1

J=1

a pro sloupce

Z%‘ijl proj=1...n ZQijq'Lk:O pro véechny j # k  (2.2)
i=1

=1

7 této vlastnosti také plyne, ze kazdy clen ortogondlni matice musi byt v
absolutni hodnoté mensi nez jedna. To nam muze poslouzit jako mala indicie,
ze cleny intervalové ortogondlni matice Q;; nejsou dlouhé intervaly s velkymi
dirami. Dirou chdpeme podinterval I = [z, Z] intervalu Q,;, jehoz zadny prvek
nenf soucdst ortogondlni matice, ale zéroven v Q;; jsou hodnoty mensi nez x a
vétsi nez @, pro néz ortogonalni matice existuje. Protoze pozadujeme vysledek ve
tvaru intervalové matice jsme nuceni tyto diry zahrnout do vysledného intervalu,
coz zpusobuje nafouknuti o nadbytecné hodnoty.

2.0.9 Algoritmus kontraktoru

Na zdkladé rovnic (2.1) a (2.2) navrhneme algoritmus kontraktoru, ktery bude
ofezavat matice () € Q, jejichz ¢leny nevyhovuji témto rovnicim. Rovnice (2.1)
a (2.2) uréuji redlnou ortogonalni matici, jejiz determinant podle vlastnosti 2 je
1 nebo —1. Proto determinant intervalové matice Q;; bude casto nadintervalem
intervalu [—1, 1]. Pokud by —1 nepatiila do intervalu determinantu det(Q,;), pak
by v @;; neexistovala ani jedna ortogonalni matice s determinantem rovnym —1.
V zadani pozadujeme, aby vyslednd intervalovd matice obsahovala pouze matice
s determinantem —1. Za timto uc¢elem navrhneme kontraktor podle determinantu
rovnému —1, ktery bude ofezavat ortogonalni matice s determinantem 1.

Kontraktor bude mit dvé ¢asti, kontraktor podle rovnic (2.1) a (2.2) (KON-
TRAKTORPODLEROVNIC()) a kontraktor podle determinantu rovnému -1 (KON-
TRAKTORPODLEDETERMINANTU()). Kontraktor podle rovnic bude otezdvat ne-
ortogonalni matice a kontraktor podle determinantu ofeze matice, které maji
determinant ruzny od —1. Prunikem vysledku téchto kontraktoru dostaneme
intervalovou ortogonalni matici s determinantem —1.

Pro oba kontraktory udéldme proceduru, kterd se pokusi kazdou proménou
matice @;; jednou zkontrahovat. Procedury budeme poustét stridave. Cely al-
goritmus nechame bézet dokud v jednom kroku ani jeden z dil¢ich kontraktoru
neofizne matici.

Dalsi moznosti je pustit algoritmus na predem nastaveny pocet kroki.

V pseudokodu bychom to zapsali takto:



KONTRAKTOR(Q)
Vi,j Q<+ QN [—1,1]
while (ofiznuti ; 0) do
offznuti <~ KONTRAKTORPODLEROVNIC(& Q)
offznuti < KONTRAKTORPODLEDETERMINANTU (& Q)
end
return Q

2.1 Propagace

2.1.1 Formulace problému jako CCSP

Vlastnost 1 popisuje ortogondlni matici mnozinou rovnic, které pracuji s jed-
notlivymi ¢leny matice, coz nam umozni vyjadiit kontrakeci ortogonalni matice
jako problém splniovani spojitych podminek a pouzit techniky pro feseni téchto
problému.

Definice CCSP

Definice 10 (Problém spliiovéni spojitych podminek, CCSP). Spojity problém
splriovani podminek je ddn:

e konecnou mnozZinou promennych a jejich doménamu, které jsou tvoreny
redlnymsi intervaly

e konecnou mnozinou podminek. Podminka miuze bijt napriklad rovnice nebo
nerovnice nad promennymi.

Ukolem obecného CCSP je najit jednu nebo vsechny kombinace hodnot proménnych
vybranych z jejich domén, tak aby byly splnény vsechny podminky. My budeme
pozadovat najiti vSech hodnot, které vyhovuji podminkdm. Tyto hodnoty uzavieme
do intervali.

Reseni CCSP

CCSP se v praxi fesi vhodnou kombinaci ruznych metod. Klicova ¢ast je tvorena
propagaci podminek (constraint propagation), kterd je obvykle kombinovana s
nahodnym prohledavanim nebo prorezavanim vétvi, pokud chceme prohledat cely
prostor moznych feseni. Casté je také doplnéni riznymi filtrovacimi metodami,
které funguji na principech optimalizace.

Vsechny mozné hodnoty proménnych CCSP si muzeme predstavit jako n-
rozmérny interval, ktery dostaneme jako skalarni soucin jednotlivych intervalu,
které tvori domény proménnych.

Filtrovaci techniku nazveme propagace podminek (constraint propagation),
jestlize je slozend z posloupnosti kroku a v kazdém kroku pouziva pravé jednu
podminku, podle niz orezava mnozinu vsech moznych bodu feseni.

V praxi tato metoda casto funguje tak, ze vybira vhodné podminky a provadi
podle nich redukci vSech moznych teseni, dokud to jde.

lzkratka pochdzf z anglického nazvu Continuous Constraint Satisfaction Problem
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Dopredna propagace (Forward propagation) pouzivd meze intervalu jed-
notlivych proménnych ke zlepseni (globélnich) podminek.

Zpétna propagace (backward propagation) naopak pouziva (globélni) podminky
ke zkréceni intervalu (zlepseni odhadu) jednotlivych proménnych.

Definice naseho CCSP

e Proménné budou cleny redlnych ortogonalnich matic (). Oznacime je x;;.
Jejich domény x;; jsou pifslusné intervaly @,; z intervalové matice Q.
Vsechny domény na zacatku omezime intervalem [—1,1].

e Podminky dostaneme z vlastnosti 1 ortogonélni matice Q:

Kvadratické podminky pro radky a sloupce:
Zx?jzl proi=1...n Zx?jzl proj=1...n (2.3)
=1 i=1

Bilinearni podminky pro fadky a sloupce:

Z Tz =0 pro viechny i # k Z zjzg, =0 pro vsechny ¢ # k
J=1 i=1

(2.4)
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3. Propagace kvadratickych
podminek

V ¢ldnku [3] je popsand metoda propagace kvadratickych podminek, kterou up-
ravime pro nasi ulohu.

Kvadratické podminky mame ve tvaru souc¢tu polynomu, ktery je roven kon-
stanté. Dopfedna propagace by pracovala tak, ze by se snazila na zakladé mezi
jednotlivych proménnych zlepsit odhad celého polynomu. Polynom je konstantni,
takze v tomto piipadé dopfedna propagace nema smysl. Proto se dale zamétime
pouze na zpétnou propagaci.

Vybereme si proménou z;; a nastinime postup, jakym bude probihat kontrakce
intervalu @;; prislusného této proménné. Pro dalsi vyklad si zafixujeme index j
na pevnou hodnotu a z duvodu vyssi prehlednosti jej budeme vynechavat.

Podminku (2.3) do zjednoduseného tvaru, aby se s ni lépe pracovalo:

n
E xizl, kde z;; = xy,
k=1

Interval vSech funkénich hodnot funkce xi pro x z intervalu xj oznacime p.
Plati

P, = T}
a pi, bude dolni mez intervalu p, a py je horni mez.

Promeénou p; budu chapat néjakou hodnotu z intervalu p,. Pak z podminky
(2.3) plyne nerovnost

S mtAp= > petpi=1

k=1,k+i k=1,k+#i

vyjadiime p;

Analogicky muzeme postupovat pro horni odhad p;.

Z Pk +pi < Z pr+pi=1

k=1,k#i k=1,ki

Propagaci provadime pro vsechny proménné v podmince. Abychom usetfili
vypocetni ¢as, tak si soucet vSech hornich (ale i dolnich) mezi spocitame predem.
Definujeme si interval e = [e, €] jako:

e = Z& e .= Zp_k
k=1 k=1

12



Pak plati
> p=le7 (3.1)
k=1
Dolni a horni odhad pro p; potom muzeme upravit do tvaru
pi>1—(e—p)

pi<1l—(e—p)

Zbyva vypocitat hranice pg a pg. Funkce f(x) = 2* ma extrém v bodé x = 0
a tento extrém je roven nule. Graf funkce 22 je orientovany v kladném sméru osy
y, takze v bodé z = 0 je globalni minimum. Pokud bod 0 patii do intervalu x
je globaln{ minimum funkce z7 na intervalu @) rovno nule. V opa¢ném pripadé,
0 ¢ xy, je funkce 22 monotonni na intervalu x; a funkéni hodnota jedné z mezi
je globalni minimum na xj; a funkéni hodnota druhé meze je globalni maximum.
Z toho vyplyva, ze

2

Pr = max(z;”, Tr)

: pr =0 pro 0 € [z, Ty
Pr = min(ﬁZ,x_kz) pro 0 ¢ [z, Ty (32)
Pro interval p; € [c,¢] jsme ziskali nové meze
c=1—-e+Dp;
c=1l—-c+p; (3.3)

Vime, Ze x; je podinterval [—1, 1], proto p;, = x? mus{ byt podinterval [0,1]. U
vysledného intervalu [c, ¢] provedeme prunik s intervalem [0, 1] a upravime hranice

¢ := max(c, 0)

:= min(c, 1) (3.4)

Nyni muzeme oveérit konzistenci podminky. Pokud plati, ze ¢ < ¢, je interval
[c, ¢] prazdny a ve vychozi intervalové matici Q neni zadnd ortogondlni matice.
Na zékladeé p; € [c, ] dostaneme dvé nerovnice (pro dolni a horni mez).

ol

Rl v}

x; > ¢,
a:? <ec
Jejich feSenim jsou mnoziny Xp pro dolni mez a Xy pro horni mez.
Xp={we[-L1] |a® —c >0} = (~1,—y2) U (Y& 1)
Xy={ze[-1,1] | 2* —e <0} = (—VE,V3)
Rovnice plati obé zaroven, takze fesenim je prunik.
X :=XpN Xy = (—Ve,—/&) U (/e Ve

Hodnoty proménné x; musi patfit do puvodniho intervalu z; a zaroven do
mnoziny feseni konjunkce nerovnic X. Novy interval @, dostaneme uzavienim
mnoziny z; N X do nejmensiho mozného intervalu.

Pii hledani mezi intervalu &, mohou nastat nasledujici tfi moznosti:
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(i) @, > —\/c pak @, :=x;N (,/c,V/C)
Interval ; nema zadné spoleéné body se zapornou ¢asti mnoziny
X (intervalem v zédporné casti osy), takze prunik pocitdme pouze s
kladnou césti X.

(i) 7i < /2 pak &} := ;N (—V/¢, —/2)

Analogicka situace pro zapornou cast X.

(iii) jinak @} :=x; N (—/¢,Ve)
Puvodni interval x; vyplinuje mezeru mezi intervalem v kladné a
zaporné casti X.

Pseudokdd kontrakce podle kvadratickych rovnic

Na zakladé predchoziho odstavce zapiseme algoritmus kontrakce podle kvadrat-
ickych rovnic pseudokédu.

KVADRATICKAPROPAGACE(Q)
for : =1 to n do begin
Spocti [e, €] podle vzorce (3.1)
for j =1 to n do begin
Spocti [, ¢] dle vzorcu (3.3) a (3.4)
Q; < Q; N (V¢ \/5>
else if 7;; < ,/c
Qij — Qij N <_\/g» _\/@
else
Q; < Q;N (—Ve, Vo)
end
end

Pro sloupce pouzijeme tentyz algoritmus, ktery pustime na transponovanou
matici Q.
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4. Propagace bilinearnich
podminek

Pro propagaci bilinedrnich podminek jsme vyzkouseli tii ruzné metody.

4.0.2 Kontrakce pomoci intervalové aritmetiky

Nejjednodussi metoda propagace bilinearnich podminek spocita ve vyjadieni kon-
trahované proménné, dosazeni za ostatni proménné a vypocitani nového intervalu
pomoci intervalové aritmetiky.

Pro dalsi vyklad si opét zafixujeme indexy i a j.

Vyjadiime proménou x;; ze vSech rovnic (2.4), kde se vyskytuje.

1 n
Tij = —— Z xyrr provsechny k=1...nk #1i (4.1)
ki 2
1 n
Tij = - lejxlk pro véechny k =1...n,k # j (4.2)
=1

Pokud 0 ¢ @Q;; v prvnim pifpadé nebo 0 ¢ Q,;, v druhém piipadeé, dosadime
do rovnic (4.1) a (4.2) za vSechny proménné na pravé strané piislusné intervaly z
matice Q a intervalovou aritmetikou vypocitame interval a:;] Novy interval Q,;
dostaneme jako prinik ptivodniho intervalu s nové vypoctenym intervalem ;.

Tento vypocet opakujeme pro vSechny rovnice a vSechny proménné.

Abychom usettili vypocetni ¢as, predpocitame si interval [e, €], podobné jako
jsme to udélali u kvadratickych podminek.

le,e] = Zmilmkl (4.3)
=1

R o . s
Pro vypocet intervalu T;; & Ty S predpocitame

u; = —le — (TyTy;), € — (@) (4.4)
a pak jej pouzijeme pro vypocet
Uj

T = -~ x); = a:_; (4.5)

Pro vzorec 4.2 bude vypocet analogicky.
Preudokséd
Nyni zapiSeme algoritmus v pseudokddu.

BILINPROPAGACEINTARITM( )
for i =1 ton do
for k=7+1tondo
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Spocitej e dle vzorce (4.3)
for ) =1tondo
Spocitej u; dle vzorce (4.4)
if (0¢Qy;)

T g—; (vzorec (4.5))

Qi <+ QN
if (0 ¢ Q)
T ; % (vzorec (4.5))
Qi < Qi N m;cj
end

Kontrakei pro rovnice, které vznikly jako skalarni souc¢iny sloupciu, opét provedeme
stejny algoritmem, ktery bude mit na vstupu transpozici Q7.

Pii propagaci kvadratickych podminek muzeme také pouzit intervalovou ar-
itmetiku podobné jako u bilinedrnich podminek. Kontraktor z minulé kapitoly
dela v pripadeé (iii) to stejné jako by udélala intervalova aritmetika. V ostatnich
piipadech je kontrahuje vice, protoze intervalova aritmetika rozsitenim na in-
tervaly pfi matematickych operacich pridava do vysledku nepotiebné hodnoty
navic.

4.0.3 Linearni programovani
Uloha Linedrniho programovani

Linearni programovani je optimalizacni technika, kterd pracuje se sadou proménnych
a linedrnich podminek definovanych na proménnych. Jejim cilem je maximalizo-
vat hodnotici funkci, ktera je také linearni vuci vSem proménnym.

P1i linearnim programovani pouzivame schematického zapisu pomoci matic
a vektoru. VsSechny proménné naskladame do jednoho vektoru a oznacime jej
x. Podminky zapiSeme do matice. Z kazdé podminky > "  a;z; < ¢, kde a;
jsou redlnd ¢isla, vznikne jeden Fadek matice (a; ag ... a,), kterd se znaci A. 7
konstantnich ¢lentu v podminkach vytvorime vektor b. Linearni podminky pak
muzeme zapsat v maticovém tvaru Az < b.

Pokud bude podminka jiného tvaru, naptiklad s opa¢nou nerovnosti nebo
rovnosti, prevedeme ji prvné do vhodného tvaru. Otoceni nerovnosti provedeme
nasobenim —1 a rovnost nahradime dvéma podminkami s opaé¢nymi nerovnostmi
(z nichz jednu musime opét nésobit —1).

Definice 11 (Ijloha linedrniho programovani). Ulohou linedrniho programovdni
je minimalizovat funkci cTx, kde ¢ € R™ a x je vektor proménnich za podminek
A-x2<b, A R™™ g bec R™.

Pro feSeni tloh linearniho programovani je znamo nékolik algoritmu. Ne-
jjednodussi je simplexovy algoritmus popsany napiiklad zde [13]. Jako dalsi
metody FeSeni muzeme jmenovat metodu vnitfniho bodu a elipsoidovou meto-
du, které jsou asymptoticky lepsi nez simplexovd metoda. Vice o nich najdeme
tieba zde [14].
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Linearizace podminek

V nasem problému méme bilinearni podminky, takze nemuzeme pouzit linedrni
programovani piimo. Podminky je nutné prvné linearizovat. K tomu pouzijeme
nésledujici vztahy uvedené v [15].

Pro vSechny z € © a y € y plati

ry > zy +yr —xy (4.6)
xy > TYy +yr — Ty (4.7)
Ty <TYy+yr—71Y (4.8)
ry < zy+yr — 2y (4.9

Jedna z moznosti jak provézt linearizaci podminek (2.4) je odhadnout kazdy
term x;;z5; jednim ze vztahu (4.6) - (4.9).

Pokud pouzijeme k odhadu podminek (2.4), varianty pro fadky, vztah (4.6)
dostaneme nasledujici nerovnost

n n
0= E :afijxkj > E (L’jxkj + Ty — %’j@kj)
Jj=1 Jj=1

kterou upravime do podminky ve vhodném tvaru pro linedrni programovani

n

n
Z(%ﬂ?kg‘ + Tijay;) < — Z&ij&k;’ pro vechny ¢ # k
=1 j=1

K odhadu jednotlivych termt z;;zx; v jedné podmince muzeme samoziejmé pouzit
i vztah (4.7). Diky tomu muzu vytvorit exponencialné mnoho podminek vuci
poctu bilinedarnich termu v podmince, coz by uz nebylo piilis efektivni. Pro-
to zvolime jiny postup, abychom odstranili problém s exponencidlnim poctem
podminek, ale zaroven nemuseli zddnou podminku vynechat. Zavedeme nové
proménné z;;; pro podminky pro rddky a x;;,, pro sloupce, kterymi nahradime
bilinedrni termy x;;x) v podminkéch (2.4). Tim dostaneme nové podminky

Z Tijr; =0 pro vSechny i # k Z Tijie =0 pro vSechny i # &k (4.10)
j=1 i=1
Dalsi podminky vytvoiime ze vztahu (4.6) - (4.9). Bilinedrni term opét
nahradime novou promeénou.
Tijhj = TijThy + Tp;Tij — LTk, (4.11)
Podobné ziskdme ze vztahu (4.7) - (4.9) pro kazdy bilinedrni ¢len (novou
proménou ;j; nebo ;) ¢tyfi podminky. Dvé jej budou odhadovat shor a a

dvé zespodu.
Uvedli jsme variantu pro fadky. Varianta pro sloupce by vypadala podobné.
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Nase tuloha linearniho programovani

Proménné budou ¢leny ¢;; matice Q. Dalsi proménné pro odhady bilinearnich
¢lenu budou ;5 pro odhad bilinedrnich ¢lent v podminkach vzniklych ndsobenim
fadku a y;;; pro nasobeni sloupci.

Proménné ¢;; jsou z matice @Q, takze jich je n®. Pocet proménnych ;. a yjix
je stejny a odpovidd poctu podminek (2.4) krat rozmér matice @, coz je (n>—n)n.
Celkovy pocet véech proménnych nasf linedrni tlohy je n?.

Podminky vzniklé nahrazenim bilinearnich ¢lenu novou proménou v rovnicich

(2.4)

Z$~~k:0 T =
AVa k = i+1...n
7=1

& o j = 1l...n
;yﬂ’“_o ko= j+1..n

a podminky, které dostaneme z nerovnosti (4.6) - (4.9).

Tijk 2 LijThj + LyjTij — LyjTy;

Tijk > TijTpj + TpjTij — TijTh;  J=1...n
Tijk < fijxkj +£k]~l’i]‘ - fijgkj k= 7+ 1...n
Tijk < TijTg + ThjTij — LiTh;

Tyto nerovnice jsou pouze pro bilinearni ¢leny, které se vyskytuji v bilinedrnich
podminkach vzniklych nasobenim tadku. Bilinearni ¢leny z podminky vytvorené
nasobenim sloupcu dostaneme nahrazenim pismene x za y a prohozenim indexu
na pravych stranach nerovnic.

Bilinearnich podminek 2.4 je celkem (n° — n)n. Pro kazdou novou proménou
41 nebo y;;, jsme piidali ¢tyii podminky, takze celkem 4n® nerovnic.

Ucelova funkce bude +¢;; pokud budeme pocitat dolni hranici Q;; a —g;;
pokud budeme pocitat horni hranici Q,;.

Kvuli zaddn{ hodnotici funkce budeme pro obé hranice kazdého intervalu Q,;
poustét linedrni program zv1ast.

2

Pseudokod

LINEARNIPROGRAMOVANI()
Uréi matici podminek A a vektor b
fori,j =1tondo
r=0...024450...0
LinProg(z, A, b)
Aktualizuj A, b
end
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5. Propagace podle souctu
podminek

V ¢élanku [3] je popsand propagace kvadratickych podminek, kterou nejprve vysvétlime
a pak ji aplikujeme na nas problém.

5.0.4 Vysvétleni kvadratické propagace
Jednoducha kvadraticka podminka
Predpokladejme, ze mame jednoduchou kvadratickou podminku
azr® + 2bx > ¢ (5.1)

a chceme najit mnozinu X takovou, ze v X jsou vSechna kladna realnd cisla,
kterd spliuji tuto podminku.

X ={x>0|az®+2bx > ¢}

V nerovnici (5.1) jsme pouzili pied koeficientem b dvojku, coz se zd& na prvni
pohled zbytecné, ale pozdéji se nam to bude hodit.
Mnozinu X uréime fesenim nerovnice ax? + 2bx — ¢ > 0.

22— 2bx —c=0 D = 4b* + dac
. —2b+ \/4(b® +ac) —bEVb*+ac
12: pr—

' 2a a

Umisténi t1,t, na realné ose zavisi na velikostech a,b,c a jejich znaménkach.
Obecné bychom to mohli zapsat takto.

X ={ 2Nl pekad o 26 62
Porovnanim jednotlivych proménnych a,b,c muzeme ur¢it hranice X presnéji.
Zavedeme néasledujici proménné

A=b+ac z=|b+VA

pak t; a ty zapiseme jako

—b— VA B c b —b+ VA B c
a  b—+A T a4 T bhevA
Pokud je D > 0, muze rozlisit osm moznych piipadu, jak bude vyslednd X

vypadat v zavislosti na proménnych a,b,c.

ty =

(0 a<0,b<0,c>0
2, 00) a>0,b<0,¢>0
0,—¢ a<0,b<0,¢<0
0,—<]U[2,00) a>0,6<0,c<0

—=, =] a<0,b>0,¢>0
:—_70,00) a>0,b>0,c>0
0, =] a<0,b>0,c<0
L [0, o0] a>0,0>0,c<0
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Pokud je D < 0, vypadd mnozina X takto

[ [0,00) ¢<0
X_{ c>0

Pti feseni jsme predpokladali, ze a # 0. V opacném piipadé by rovnice nebyla
kvadratickd ale linearni a mnozina X by vypadala takto

1) b<0,c>0
v_d [05] b>0c<0

[2%,00) b>0,c>0

0,00) 0>0,c<0
Priklad 1.

22 —4x > =5
Nerovnost upravime na 2> —4x+5> 0, paka =1, b = —2, ¢ = —5 takZe mnoZina
X je tvaru

c z
X = [o,—-) U [-,oo) —[0,1) U (5, 00)
z a

Popsali jsme postup zpétné propagace podminky. V élanku [3] je popséna
také dopredna propagace, kterou nebudeme na nas problém aplikovat, proto ji
zde neuvadime.

Slozena kvadraticka podminka

Myslenku propagace ukazanou vyse lze pouzit i v pripadé, ze mame jednu podminku

s vétsim mnozstvim separovanych kvadratickych proménnych. V clanku [3] je

popséana i propagace neseparovanych podminek. My ji vSak nebudeme potiebovat.
Oznacéme

kde z;, je proménna a ay, by jsou libovolna realna ¢isla. Podminku se separovanymi
Y
proménnymi pak muzeme zapsat jako

Z pr(zr) > ¢
k=1

Hodnoty proménné x;, jsou z néjakého intervalu xj, proto muzeme pouzit pro py
také intervalového vyjadieni. Potom p, odpovida intervalu vypoctenému inter-
valovou aritmetikou dle defini¢niho vztahu (5.4).

Plati néasledujici vztah

n

Y oBAp(@) > Y pm) +pi(m) > c

k=i, kA k=1,k#i

Kdyz vyjadiime p,(x;), dostaneme

k=i, ki



Nyni jsme ziskali podminku v pozadovaném tvaru nerovnice (5.1). Pro z; € x;,
x; > 0 muzeme pouzit postup popsany vysSe. Pokud ma& interval x; zdpornou
¢ast nebo je cely zdporny musime podminku trochu upravit. Do vztahu p;(z;) =
aixf + b;x; > d; dosadime —x; za x; a dostaneme

pi(x;) = ai — bz > d;
Pak plati, ze mnozina opa¢nych prvka k mnoziné

je rovna mnoziné

kde d; = ¢ =) ;_; 14 Py~ Staci hledat mnozinu (5.5) a pak jeji hodnoty vynésobit
—1, ¢imz dostaneme hledanou mnozinu (5.6). Tim jsme prevedli problém se
zapornym intervalem x; na predchozi ptripad.

Pokud 0 je uvnitf intervalu «; (a neni krajnim bodem), pak interval x;
rozdélime na dva intervaly [z;,0] a [0,Z;] a kazdy Fesime zvlast. Vysledkem je
sjednoceni vyslednych intervalu z obou vypoctu.

Intervalové koeficienty
Koeficienty kvadratické podminky (5.1) mohou byt ¢isla z néjakych intervalu.
X={x>0]ar*+bxrCc}

Mnozinu X nahradime prunikem dvou mnozin, které jsou zapsané nerovnostmi s
dolnimi a hornimi mezemi intervalti v puvodni nerovnici.

X' ={z>0]ar*+bx<e}n{x>0|az’+br>c} (5.7)

Pro Vx € X, existuje a € a, b € b a ¢ € c tak, ze plati

ar’ +br <ar’+br<c<c
podobné pro druhou mnozinu
ar’ +br>ar’+br>c>c
Proto pro kazdé x € X plati, ze x € X’ a naopak, takze X = X'.

Na mnozinu uréenou nerovnosti ar?+bx > ¢ z primiku (5.7) mizeme aplikovat
postup popsany vyse. Nerovnost urcujici prvni mnozinu vynasobime —1, ¢imz
dostaneme pozadovany tvar odpovidajici (5.1).

{r>0| —ax*—bxr > ¢}

Nyni mame problém ve takovém tvaru, ze muzeme pouzit popsanou kontrakei.
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5.0.5 Aplikace na nas problém

Mame kvadratické podminky pouze s jednim kvadratickym c¢lenem a mame bi-
linedrni podminky. Protoze dosud navrzené kontrakce bilinedrnich podminek
fungovaly hure nez jednoduché kontrakce podle kvadratickych podminek, mohla
by kombinace obou podminek pomoci souc¢tu fungovat 1épe.

Vezmeme kvadratickou podminku pro i-ty radek

n

2 __
g Ty = 1
j=1

a bilinearni podminku pro skalarni souc¢in ¢-tého a k-tého radku

n
E l‘ijl‘kj = 0
j=1

a secteme je. Tim dostaneme kvadratickou podminku s nenulovym linedarnim

¢lenem.
n

J=1

Proménné z; budeme povazovat pii propagaci podminky (5.8) za konstanty.
Diky tomu ziskame separovanou kvadratickou podminku.

Budeme se zabyvat pouze zpétnou propagaci. Dopiedna propagace nema
smysl, protoze na pravé strané podminky je ¢islo 1.

Z podminky (5.8) vyjadiime

n
2 2
Tij + Tigrgy = 1 — § (3 + TaTw)
I=1,1#]

Zavedeme substituce, abychom zjednodusili zapis

2 +brCe kde b=x,, a c=1- Z (22 + zyTH) (5.9)
1=1,l]

Nyni chceme najit mnozinu
X={zczx|2°+brCc}
Mohou nastat tyto tii situace:
e Pokud je z > 0 hleddme Y = {z >0 | 22 + bx C ¢}

e Pokud je interval @ cely v zaporné ¢éasti realné osy, dosadime —x do predpisu
mnoziny X, ¢imz dostaneme predpis nové mnoziny

Z={x>0|2>—bx Cc}

Kdyz cisla z mnoziny Z vynasobime —1, dostaneme hledanou mnozinu X.
Tim jsme problém ptevedli na predchozi piipad.
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e Jestlize 0 € @, rozdélime interval & na dva podintervaly [z, 0] a [0,7].

Interval & rozdélime na kladny a zaporny interval a hledame mnoziny
Y={x>0|2>+bxr C c}

Z={x>0|2° bz Cc}

Mnozina Y je feSeni pro kladnou cast intervalu & a mnozina Z je feSeni pro
zapornou ¢ast intervalu @ a odpovidda mnoziné (5.6).

Nyni jesté pfevedeme mnoziny Y a Z na prunik dvou mnozin urc¢enych nerovnici
s redlnymi koeficienty, viz vztah (5.7). Oznacime

YVi={z>0]|2*+bx>c} Yo={x>0]| —2*—bx > —¢}

Zi={x>0]2°—br>c} Zy={x>0| —2*+bx > —¢}

pak
Y=Y1NnY, 7 =71NZy

a vysledna mnozina X je
X=YUZ

Tvar mnozin Xy, X, Vi, Y5 je trochu specificky. Mnoziny dosadime do
obecného teseni problému.

1. le{chO\xQ—i—Eng},pakjea:l,b:g,c:gafeéenije
Y1 =[0,00) — [t1, 1]

kde
A=b+c¢
t1:—b—\/z
tgz—b—F\/Z

Dosadime do univerzalniho reSeni.

—U+VZ¢£> ¢>0
Y= 0,—b—\/Z>U<—b+\/Z,oo) ¢<0,b<0
[0, 00) c<0,b>0

2. Vo={x>0| —xz—l_mz—E},pakjea:—l,b:%b,c:—éafeéenije
mnozina Y, = [tg, t1] N[0, 00).

t1:b+\/z
tQZb_\/Z

Opét dosadime do univerzalniho reseni

hb+¢ﬂ c<0
Yo=14 0 c>0,0<0
P—J&b+¢2‘c>&sz
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3.2 ={ex >0 ]2 —br>c} pakjea=1b= L c=ca fesenf jeo

Zy = [0,00) — [t1,t2]. Univerzalni feSeni pro Z; vypada stejné jako pro Y.

4. Zy ={x > 0| —a%+bx > —¢}, pak je a = —1, b:g,c:—éafeéenl’
je Zy = [ta,t1] N [0,00). Dosazeni do univerzalniho feseni je stejné jako u
mnoziny Ys.

Zaokrouhlovat budeme ¢; nahoru a 5 dolu, abychom neztratili zadné reseni.
7 toho plyne, ze A a VA zaokrouhlime vzdy doli, protoze v t; je v/A s minusem
a chceme, aby t; bylo zaokrouhleno nahoru. Podobné t, chceme zaokrouhlit dola
a VA pricitdme.

Preudokod

SPOJENIPODMINEK ()
for 1 =1 to n do
for k=141 ton do
for j =1 ton do

b= Lrj
c=1- 27:1,17&]'(5”@21 + Tyxp)
SPOCTIY(b,c)
SPOCTIY (b, c)
SPOCTIZ1(b,c)
SPOCTIZy(b,c)
X=Y1NnYs)U(Z1NZy)
Lij = Ljj NX

end

SpPoCT1Y(b,c)

c=c¢
ifc>0
Y1 = [—b+\/z,oo>
else
if b <0
Y, = [0,—b—\/Z] U [—b+\/Z,oo)
else
Yy = [0, 00)

Metody pro Y5, Z; a Zs budou vypadat velice podobné.
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6. Kontrakce podle determinantu

6.0.6 Teoreticka priprava

Definice 12. Necht A € R™" je étvercovd matice nad télesem R, pak charakter-
istickou matici nazveme matici

A — a1 —a12 Ce —A1n
—Qa21 A — a2 ... —Q2
M—-—A= "
—an1 —an2 e A — QApn

Definice 13. Charakteristicky polynom A nazveme determinant charakteristické
matice, tj.: det(A — A).

Definice 14. Koreny charakteristického polynomu matice A nazveme vlastni
¢isla. Nasobnosti vlastniho c¢isla budeme chdpat ndsobnost korene v charakter-
istickém polynomu.

Spektrum matice A nazveme soubor vsech vlastnich cisel. Kazdé vlastni c¢islo
se v souboru vyskytuje tolikrat kolik je jeho ndsobnost.

Spektrdlni radius p(A) je absolutni hodnota nejvétsiho viastniho cisla.

Tvrzeni 1. Ortogondlni matice ma vlastni ¢isla na jednotkové kruznici v kom-
plexni roviné.

Proof. Dukaz v [12]. O

Dtsledek 1. Ortogondlni matice miuze mit pouze dvé redlnd vlastni ¢isla a to
jsou 1 a —1.

Tvrzeni 2. @ je ortogondlni matice. Je-li det(Q) = —1, tak —1 je vlastnim
cislem liché nasobnosti.

Proof. Protoze matice @) je redlna, ma jeji charakteristicky polynom pouze realné
koeficienty. Vlastni ¢isla jsou koreny charakteristického polynomu. Pokud jsou
komplexni, musi byt komplexné sdruzené.

Necht z = a + bi je vlastni éislo matice  a 2’ = a — bi je vlastni ¢islo k nému
komplexné sdruzené. Pak plati z - 2’ = (a + bi)(a — bi) = a®* + b* > 0. Soutin
dvou komplexné sdruzenych ¢isel je vzdy nezédporny.

Determinant matice je souc¢in jejich vlastnich cisel. Protoze je determinant
zaporny musi existovat alespon jedno zaporné vlastni ¢islo s lichou nasobnosti.
Jediné mozné zaporné vlastni ¢islo je -1. O

Tvrzeni 3. \ je viastni ¢islo matice A pravé tehdy kdyz je det(A — M) =0
Proof. Dukaz najdeme v [6], str. 86, véta 10.3. O]

Tvrzeni 4. Nechi Q je ortogondlni matice, det(Q) = —1 a I je jednotkovd matice.
Pak Q + I je singuldrni.

Proof. Z tvrzeni 3 plyne, ze det(Q — (—1)1) = det(Q + 1) = 0.
Matice s nulovym determinantem je singularni (Dtikaz najdeme v [5], str.: 168,
14.7.(xi).) Pak je matice @ + I je singularni. O
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6.0.7 Postup kontrakce

Pokud je matice @) regularni, pak je matice ) + I singularni. Diky tomu muzeme
kontrakci intervalové matice @ prevézt na kontrakei singularni matice Q + 1. Z
matice @ + I budeme odstranovat reguldrni matice. Pfitom nesmime odstranit
zadnou singularni, protoze tato matice by ode¢tenim I mohla dat ortogonalni
matici.

Po kontrakci prevedeme matici Q + I zpét na @ a dostaneme kontrahovanou
ortogonalni matici Q.

Matici Q + I oznac¢im jako R, tj.: R:=Q + 1 a

Rc:Qc+I

Ra = Qa

Matici R budeme prochézet po jednotlivych ¢lenech a kontrahovat intervaly.
Pro dalsi vyklad budeme pracovat s pevnymi indexy %, j, které fixuji ¢len v
matici.

Definice 15. Pro redlnou matici M € R™ " a redlné cislo r oznacime M(r)
matici s proky

M(r)w=r  jestlizei=Fkaj=1

M(T)kl = My jZn(lk

Analogické znacend pouZijeme pro intervalové matice.

Interval [r;;,7;;] na pozici 7, j v matici R nahradime zkrdcenym intervalem
[, Ti5—0], tak aby vSechny odfezané matice R([Ts;—d,Ty;]) byly reguldrni. Nasim
tkolem je nalézt co nejvétsi 0, tak aby matice R([F;; — 9, 7;;]) byla reguldrni.

6.0.8 Podminka pro kontrakci

Definice 16. Intervalovd matice A je requldrni pokud YA € A plati, Ze A je
reqularni nad R.

Tvrzeni 5. Intervalovd matice B je reqularni, jestlize pro néjakou matici M &€
R™™ plati:
p(|I = MB.| + |M|Ba) <1 (6.1)

Proof. Dukaz v [7]. O
Nasledujici véta dava podminku pro 6.

Véta 1. Pro libovolnou nenulovou matici M a matici K, kterd md na fixni pozici
1,7 jednicku a jinde nuly, plati:

2 — p(|I = MR(Ty5)| + |1 — MR(Fi;)|" +|M|Ra(0) + (|M|Ra(0))")

o< 7
p(|M|K + KT|M][")

(6.2)
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Proof. Do vzorce (6.1) dosadime za matici B intervalovou matici R', kterd piedstavuje
vSechny odfezdvané matice z intervalové matice R.

R’ = R([Fij — 6,74])

_ )
R, = R.(Tij — 5)
)
A= RA(§)
Po dosazeni dostaneme:
_ ) 1)
o1 = MR.(r = 5)| + IM|Ra(5) < 1 (63)

Ptepiseme vzorec (6.3) s vyuzitim matice K, kterd je definovand tak ze:

Ky =1 jestlizet=kaj=1
Kkl =0 jinak

o1~ M(R(Fy) — S|+ [MI(BA(0) + S K)) < 1

Roznasobime.

4] )
p(|I — MR.(7:;) + §MK| + |M|RA(0) + §\M|K) <1
Pouzijeme tvrzeni o nezdpornych maticich a jejich spektru vlastnich ¢islech.

Tvrzeni 6. Pro neziporné redlné matice A,B plati

0<A<B= p(A) < p(B)

Proof. Dukaz v [8]. O
Diky tomuto tvrzeni muzeme omezit vyraz shora.
) )
o1~ M () + SME] +|MRA(0) + 5|MIK) <
< p(H = MR(Ti)| + 0| M|K + |M|RA(0)) (6.4)
Tvrzeni 7. Pro redlnou matici B > 0 plati
1
p(B) = 5p(B+B')
Proof. Dukaz najdeme v [9]. O
Tvrzeni 7 aplikujeme na vyraz (6.4).
1 _ _
P = ME(Tis)| + |1 = MR(735)[" + [M|Ra(0) + (|M|Ra(0))" +

+ 6(|M|K + KT |M|")) (6.5)

Ve vyrazu (6.5) mame soucet Sesti matic. Pokud secteme matici s jeji transpoz-
ici dostaneme symetrickou matici. Vyraz si muzeme predstavit jako soucet ti{
symetrickych matic.

Pro spektrum symetrickych matic plati Weylova véta, ktera rika:
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Véta 2 (Weylova). Pro A,B symetrické matice plati
p(A+ B) < p(A) + p(B)
Proof. Dukaz je v [10] nebo v [9]. O

Vyuzitim této véty dostaneme nésledujici.

%p(lf — MR(Ti5)| + [I = MRo(Fij)|" + |M|R(0) + (IM|R(0))") +

5
+ S p(IMIK + KT|M[) (6.6)

Pokud bude tento vyraz mensf nez jedna, musi byt matice R’ nutné reguldrni,
protoze pro ni bude splnéna nutnd podminka regularity (tvrzeni 5). Vyraz (6.6)
polozime mensi nez jedna, vyjadiime ¢ a dostaneme podminku (6.2).

2 = p([I = MR(Ty)| + |1 = MR(Tij)|" + [ M|Ra(0) + (|M|Ra(0))")

o< T
p(|M|K + KT|M[")

Pokud bude tato podminka splnéna, tak R’ bude reguldrnf a mizeme ji odifznout.
Aby byl zlomek v podmince (6.2) definovany, musi byt jeho jmenovatel nenulovy.
Pokud vynéasobim libovolnou matici M matici K, bude j-ty sloupec vysledné

matice tvofen i-tym sloupcem matice M. Ostatni cleny budou nulové. Matice

KT|M|T = (|]M|K)T bude mit v j-tém Fddku i-ty sloupec matice |M]|.
Charakteristicky polynom matice

\M|K + KT |M|* (6.7)
bude vypadat takto:
(2l = NACD TN g
k=1,kj

Charakteristicky polynom upravime

AN 2mg A+ Y fmal?)
k=1,kj

Matice (6.7) mé vlastni ¢islo 0 s ndsobnosti n — 2. Nyni rozlozime zbyvajici
kvadraticky polynom

podle vzorce pro diskriminant.

n n
D=dmy|*+4 > [mul> =4 |may)’
k=1,k#j k=1
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)\12

)

= w = |my;| £+
2 “

Pokud je ve sloupci ¢ v matici M alespon jedno nenulové ¢islo, ma matice (6.7)
alespon jedno vlastni ¢islo vétsi nez 0, takze p je taky vétsi nez nula a jmenovatel
zlomku (6.2) je nenulovy.

Tim je dikaz véty dokoncen.

6.0.9 Kontrakce intervalu zespodu

Vsechny cleny matice R vyndsobime —1. Interval [r;;,7;;] se méni na inter-
val [T, —r;;]. Tento interval budeme kontrahovat stejnym zpisobem jako jsme
kontrahovali puvodni interval shora. Ziskame hledané §, takové ze [—7;;, —r, —0].
Zpétnym vyndsobenim vsech ¢lenu matice —1 dostaneme kontrakci intervalu ze-

spoda [r;; — 0,7;;].

6.0.10 Algoritmus kontrakce

Nyni vysvétlime, jak bude algoritmus kontraktoru podle determinantu pracovat.

Vypocteme matici intervalovou R a budeme postupné prochazet vSechny jeji
cleny R;;. Pro kazdy ¢len spocteme velikost 6 a zkratime interval R;;.

K vypoctu § podle vzorce (6.2) pottebujeme vhodné zvolit matici M. Pokud
vybereme M vhodné, vzorec (6.2) pro vypocet ¢ se muze zjednodusit. Diky tomu
potiebujeme k jeho vypoc¢tu méné matematickych operaci a dosdhneme veétsi
presnosti a rychlosti. Je pravdépodobné, Ze s volbou specidlni matice M bude
kontraktor fungovat 1épe nez s nahodné generovanou matici.

Pseudokdd kontraktoru

Pseudokod popisuje jednu smycku kontratoru, tj.: kontrakce pro vSechny cleny
matice @ probéhne jednou. Tento algoritmus budeme poustét stiidavé s propa-
gaci.

KONTRAKTORPODLEDETERMINANTU(Q)
R+—Q+1
for : =1 to n do begin
for j =1 to n do begin
Spocitej M
Spocitej § z R dle vzorce (6.2)
Aktualizuj Ry; < [r,;,Ti; — 0]
end
end
Q+—R-1
return Q
end
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Kontrakci zespoda dostaneme kdyz budeme pracovat s matici —R misto mat-
ice R. Prvni krok algoritmu musime upravit na R = —(Q + I) a predposledni
krok na @ = —(R — I). Vlastni kontrakce zustane stejna.

6.0.11 Volba matice M

Inverzni matice

Pokud polozime M := R.(7;;);;', muzeme vzorec (6.2) upravit do jednodussiho
tvaru.

2 — p(|M|Ra(0) + (|M|Ra(0))")
p(|M|K + KT |M|T)

Tato volba mé z hlediska vypocetniho ¢asu nevyhodu, ze musime pii kazdé

zméné R znova pocitat inverzni matici R, (Fij)i_jl.

0 <

(6.8)

Jednotkova matice

Dalsi moznost volby M je jednotkova matice. Pak M = [ a |M| = I a dosadime
do vzorce (6.2).

2 — p(|I = Re(Tyy)| + [ = Re(Tiy)| " + Ra(0) + Ra(0)")

0 <
p(K +K7)

(6.9)

Ve jmenovateli zustane matice
K+ K" (6.10)
kterd ma na pozici 17 a j¢ jednicku a jinde nuly.

Uréime vlastni cisla této matice, abychom mohli ur¢it hodnotu jmenovatele.
Charakteristickd matice k matici (6.10) je tvaru

P |

(6.11)

U |

Vlastni ¢isla uréime jako koreny charakteristického polynomu, ktery je roven
determinantu matice (6.11). Determinant vypocitame rozvojem podle i-tého
radku.

n—1

-\ -+ 0
det(K + K') = (=1)* - (=X\)-det | : - + (=1)" . det(B)
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kde matice B vypadd néasledovné

S N ¢ DY S W
-2 0
0 0 —A 0
B—
0 A
0 0 1 O 0 0 0
0 0 =X
[ | R |

Pomoci rozvoje dle (j — 1)-tého fadku uréime determinant matice B.

n—2

X - 0
det(B) = (=1)*" ' det [ 1 . = (=)™ (=)
0 - —)\

Determinant matice (6.10) je roven

det(K + KT) = (=A)"+ (=1)"7 - det(B) = (=A\)" 4 (=1)*+2~1. (=\)"?
= (A = (A= (A (2 - )

Vlastn{ &fsla matice (6.10) jsou 1 a —1, takze p(K + K7) = 1, coz dosadime
do vzorce (6.9).

5 <2 —p(|[I = Ro(Fij)| + I — R.(7i;)|" + Ra(0) + Ra(0)") (6.12)
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7. Implementace

7.0.12 Prostredi

Implementaci provedeme v Matlabu. (Konkrétné byl pouzit Matlab R2012a.)
Pro intervalové pocitani vyuzijeme knihovnu Intlab [18]. V Intlabu jsou funkce
pro zadkladni praci s intervaly a intervalovou aritmetikou. Umoznuje nékteré
pokrocilejsi vypocty a préaci s nastavitelnou presnosti a dalsi. Zakladni uvod do
Intlabu v ¢estiné najdeme zde [11].

Déle vyuzijeme knihovnu Versoft [19], kterd umi fesit nékteré problémy nu-
merické linearni algebry, obsahuje ruzné funkce pro matice, linedrni systémy a
optimalizacni problémy.

Vsechny vypocty v obou knihovnéch jsou verifikované. To znamenad, ze hledané
feseni opravdu patii do naseho vysledku.

Obé knihovny jsou napsané v Matlabu a volné dostupné na internetu.

7.0.13 Uzivatelska dokumentace

VsSechny algoritmy jsme uvedli v predeslém textu v pseudokdédu. Popsali jsme
vzdy jednu smycku algoritmu, ve které probéhne kontrakce kazdé proménné v
matici Q praveé jednou. Vsechny metody dostanou na vstupu intervalovou mati-
ci Q a vraceji (kontrahovanou) matici @ a proménou r, kterd je rovna jedné
v piipadé, ze jsme zjistili, ze zadana matice @ neobsahuje zadnou ortogondlni
matici. V opacném piipadé je r rovna nule. V matici, kterou algoritmy vraci,
kdyz je r = 1, se vyskytuje nedefinovana hodnota (NaN), ktera vznikla vétsinou
z prazdného pruniku. Tato konvence odpovidd metodé emptyintersect(), kterou
pouzivame pii vypoctu pruniku.

Daéle mame naprogramovany kontraktory, které vyuzivaji kombinace vice dil¢ich
kontrakei k dosazni lepsiho koneéného vysledku. Jejich zakladni kostra odpovida
pseudokodu v sekei 3.2. Na vstupu dostanou, podobné jako diléi smycky, inter-
valovou matici @ a vraci opét kontrahovanou matici Q a proménnou r, kterd ma
stejny vyznam jako vyse.

7 duvodu testovani a porovnani jednotlivych metod jsme vytvorili dalsi funkce,
které generuji testovaci data nebo porovnavaji vysledné kontrahované matice a
provadi testy.

Metody generujici testovaci data

Tyto metody generuji matice, na kterych testujeme jednotlivé metody.

1. crmatrand() vytvaii ndhodné matici. Vygeneruje ndhodné stiedy intervalu
mezi —1 a 1 a poloméry mezi 0 a 1.

2. crmatortjedn() jako stiedovou matici vezme jednotkovou matici, kterd je
ortogonalni, a ndhodné k ni priddme poloméry.
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3. crmatortgen() vyjde z matice
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©loo, || Ol
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©| | 1000 I

—

ktera je ortogonalni, a ndhodné vygeneruje polomeéry intervalti, ¢imz z mat-
ice déla intervalovou matici, kterd nutné obsahuje ortogonalni matici.

Vsechny intervaly matic generujeme, tak aby byly podintervaly [—1, 1].

Metody na porovnani

Pro porovnani jsme si vytvorili pomocné metody comp(A,B) a compp(A,B). Prvni
metoda spoc¢itd rozdil kontrahované a puvodni matice. Metoda compp() prepocita
vysi kontrakce na procenta vzhledem k délkam puvodnich intervalu v matici. Tuto
metodu pouzivame pro dalsi porovnani.

Metody na testovani

Déle mame dvé metody, které provadi testovani.

1. test_oneiter() pusti jednu smycku dané metody a pomoci metody compp()
porovna, jak moc metoda matici zkontrahovala. Tato metoda je uzitecna,
proto abychom videéli, jestli viibec metoda matici kontrahuje.

2. test_kontr() pust{ cely kontraktor a opét metodou compp() zjistuje, jak moc
se matice zkontrahovala.

7.0.14 Vysledky testa

Implementovali jsme nasledujici metody pro diléi kontrakce:
1. kvadr_prop() Kontrakce podle kvadratickych podminek

2. bilin_prop_ia() Kontrakce podle bilinearnich podminek intervalovou aritmetik-
ou

3. bilin_prop_linprog() Kontrakce pomoci linearniho programovéan{

4. spoj_podm() Propagace podle souc¢tu kvadratické a bilinedrni podminky
5. kontr_det_inv() Kontrakce podle determinantu s inverzni matici

6. kontr_det_jedn() Kontrakce podle determinantu s jednotkovou matici

S témito metodami jsme provedli zdkladni testy a porovnani, abychom zjistili,
jak moc a jestli vubec kontrahuji intervalovou matici. Tyto testy nam poslouzi
jako napovéda, jak vhodné nakombinovat jednotlivé metody do vysledného kon-
traktoru, aby fungoval co nejlépe.

Vytvorili jsme soubor testovacich dat, na kterych jsme nechali probéhnout
jednu smycku kontrakce a pak jsme provedli porovnani puvodni a nové matice.
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Metoda Vysledek testu v [%]
kvadr_prop() 11
bilin_prop_ia() 6
bilin_prop_linprog() 15
spoj_podm() 1
kontr_det_inv() 0,1
kontr_det_jedn() 0,00

Nejlépe dopadl kontraktor zalozeny na linedarnim programovani a podle kvadrat-
ickych podminek. Naproti tomu kontraktor podle determinantu s jednotkovou
matici je sice o néco malo rychlejsi nez kontraktor podle determinantu s inverzi,
ale funguje velmi spatné. Srovnatelnych vysledku dosahly metody kontrakce po-
dle bilinearnich podminek za vyuziti intervalové aritmetiky a secteni s kvadrat-
ickou podminkou. Existuji vsak matice, které jedna z metod kontrahuje a druhd
ne a naopak.

Matice, kterou metoda spoj_podm() zkontrahuje, ale metoda bilin_prop_ia() ne.

[ -0.1643, 1.0000] [ -0.2331, 0.2331] [ -0.5333, 0.5333]
[ -1.0000, 1.0000] [ -0.3091, 1.0000] [ -0.2668, 0.2668]
[ -1.0000, 1.0000] [ -1.0000, 1.0000] [ -0.4877, 1.0000]

Naproti tomu néasledujici matici kontrahuje 1épe bilin_prop_ia().

[ 0.4391, 1.0000] [ -0.1268, 0.1268] [ -0.3700, 0.3700]
[ -1.0000, 1.0000] [ 0.6001, 1.0000] [ -1.0000, 1.0000]
[ -1.0000, 1.0000] [ -0.3159, 0.3159] [ -0.9815, 1.0000]

Existuji piipady, kdy tato situace nastava v jedné matici s ruznymi ¢leny
matice.

[ 0.9311, 1.0000] [ -0.1969, 0.1969] [ -0.0741, 0.0741]
[ -0.0123, 0.0123] [ -0.6242, 1.0000] [ -1.0000, 1.0000]
[ -1.0000, 1.0000] [ -0.2439, 0.2439] [ -0.7805, 1.0000]

Cleny, které zkrati metoda spoj_podm(), dokaze metoda kontrakce podle kvadrat-
ickych podminek kvadr_prop() zkrétit vétsinou vice. Kdyz ve vysledném kontrak-
toru pustime pustime spoj_podm() po kvadr_prop() a bilin_prop_ia() pravdépodobné
nedosahneme ni¢eho nového.

Na ruznych maticich se jednotlivé metody chovaji jinak. Existuji matice, které
nékteré metody nedokéazi kontrahovat vibec, ale jiné je kontrahuji.

Ve vysledném kontraktoru je vhodné pouzit alespon jeden kontraktor podle
determinantu. Tyto kontraktory vyuzivaji ke kontrakci jinych vlastnosti, takze
budou pravdépodobné fungovat dobte pro jiné matice nez ostatni kontraktory.

Jako priklad muze poslouzit tfeba matice

[ 0.5528, 1.0000] [ -1.0000, 1.0000] [ -0.3873, 0.3873]
[ -0.3327, 0.3327] [ 0.1464, 1.0000] [ -0.2510, 0.2510]
[ -0.2034, 0.2034] [ -1.0000, 1.0000] [ -0.0919, 1.0000]
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Pro tuto matici fungoval velmi dobie kontraktor podle determinantu kontr_det_inv(),
prestoze pro vétsinu jinych matic tento kontraktor nedokéze viibec matici zkratit.
Jedna smycka kontrakce podle determinantu kontrahovala tuto matici o 42 %.
Oproti tomu kontrakce podle kvadr_prop() fungovala huie, asi 12 %, a bilin_prop_ia()
nekontrahovala vubec.

Podobné je na tom srovnéni linedrniho programovéani bilin_prop_linprog() a kon-
trakce podle intervalové aritmetiky bilin_prop_ia(). Linearni programovani fungu-
je v prumérném piipadé o trochu lépe. Na nékterych maticich dosahuje vyrazné
lepsich vysledkt, naptiklad matice

[ -0.3695, 1.0000] [ -0.4553, 0.5556] [ -0.4909, -0.2806]

[ 0.6202, 1.0000] [ -0.2639, 0.0511] [ -0.9839, 0.7575]

[ -0.1328, 1.0000] [ -0.0284, 0.5819] [ -0.3485, 1.0000]

Vyjimky jsou vSak pomérné casté. Napiiklad tuto matici bilin_prop_linprog() opro-
ti od bilin_prop_ia() nekontrahuje vibec.

[ 0.3929, 0.4830] [ 0.4052, 0.6226] [ -0.8047, 0.9071]
[ 0.3644, 0.7061] [ -1.0000, 0.4992] [ -1.0000, 0.1333]
[ -0.0715, 1.0000] [ 0.6093, 0.9130] [ -0.8614, -0.4657]

Z vysledku testu vyplyva, ze kazda metoda diléi kontrakce se chova jinak, coz
nasvédcuje tomu, ze bude vyhodné pouzit kombinaci ruznych metod k dosazeni
nejlepsiho vysledku v koneéném kontraktoru.

Provedeme porovnani dvou vyslednych kontraktoru, které se budou lisit kon-
trakci podle bilinearnich podminek.

1. kontr_ia() Kontraktor, ktery bude obsahovat kvadr_prop(), bilin_prop_ia() a
kontrakci podle determinantu s inverzi (kontr_det_inv()).

2. kontr_linprog() Kontraktor se bude skladat z kvadr_prop(), bilin_prop_linprog|()
a kontr_det_inv() stejné jako v minulém piipadeé.

Vysledky porovnani jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

Metoda Vysledek testu v [%]
kontr_ia() 22
kontr_linprog() 14
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Z.aver

V praci jsme navrhli nékolik moznych metod pro ortogondlni kontraktor. Tyto
metody jsme naimplementovali a porovnali. Pfi navrhu metod jsme vysli z vlast-
nosti ortogonalnich matic. Z vlastnosti definujici ortogonalitu matice jsme dostali
jednoduchym pouzitim intervalové aritmetiky metodu kontrakce, kterd fungovala
pomérné dobie, takze jsme ji pouzili jako zaklad navrhovaného kontraktoru. Déle
jsme dosahli v nékterych ptipadech lepsich vysledku. Daéle jsme vyzkouseli ap-
likovat linearni programovani, které také dosahlo celkem dobrych vysledki.

Jednotlivé metody je slozité vzdajemné porovnat, protoze se na ruznych mat-
icich chovaji velmi odlisné. Pfesto jsme néjaké porovnani provedli a predlozili v
posledni kapitole.
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