Priklady ze Zakladi nelinedrni optimalizace
(Milan Hladik, 13. listopadu 2024)

Na zapocet potieba aspon 30% bodu z kazdé série.

(A) Série: Zobecnéné konvexni funkce

1. Klasifikujte nasledujici funkce (konvexni, kvazikonvexni, pseudokonvexni, kvazili-
nearni, konkavni, ...):
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z
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\/Ee_x na R+.
Chceme co nejpresnéjsi urceni, to znamena napiiklad ukazat, ze dana funkce je
kvazikonvexni, ale uz neni explicitné kvazikonvexni.

2. Najdéte pekny priklad kvazikonvexni funkce.

3. Ukazte takovouto jednodimenzionalni charakterizaci kvazikonvexni funkce f: R —
R: Existuje a € RU {£o00} takové, ze f(z) je
e nerostouci na (—oo, a) a neklesajici na [a, ),

e nebo nerostouci na (—oo, a] a neklesajici na (a, co).

4. Bud M C R"™ konvexni mnozina, budte f,g: M — R a uvazujme jejich soucin
fz) - g(x).
(a) Jakou funkci dostaneme, pokud f, g jsou obé konkavni a nezaporné?

(b) Jakou funkci dostaneme, pokud f, g jsou obé konvexni a nezaporné?

5. Rozhodnéte, jaky je vztah mezi explicitni kvazikonvexitou a pseudokonvexitou pro

hladké funkce.

6. Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Je-li f: R — R pseudolinearni a mé inverzi, pak
f~Yz) je téz pseudolinearni.
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(B) Série: Podminky optimality

1. Zobecnéte Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky na optimalizac¢ni tilohu véetné rov-
nicovych omezeni

min f(s); g(x); <0, hj(x)=0, i=1,...,m, j=1,... k.

Rozdélme si to do nékolika kroku:

(a)
(b)

Zobecnéte Gordanovu vétu na tvar:
Ax < 0, Bx = 0 nefesitelné < BTy + ATz =0, 2> 0, z # 0 resitelné.

Zobecnéte lemma:

Bud 2° lokdlni minimum a gradienty Vh;(2°), 7 = 1,..., k, linedrné nezdvislé.
Pak neezistuje d € R™ takové, Ze Vf(2°)Td < 0, Vg;(2°)Td < 0, Vi € I(2°),
Vhi(2®)Td=0,Vj=1,...,k.

Zobecnéte podminky Fritze Johna:

Je-li 2° je lokdlnim minimem, pak existuje n € R, A € R" a v € R* tak, Ze

(1, A) 20, (1, A) #0
Ag(z%) =0,
V(@ + V(@A + Vh(z)y =0

Zobecnéte Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky:
Necht 2° je lokdlnim minimem a vektory Vg;(2°), i € I(2°), Vh;(2°), j =
1,...,k, jsou linedrné nezdvislé. Pak existuje A € R™ a v € R¥ tak, Ze

A0,
Mg(a®) =0,
V£(2°) + Vg(z°)A + Vh(z")v = 0.

2. Dokazte pozorovani z prednéasky: T'C G.

3. Dokazte pozorovani z prednésky: int G C int T.

4. Pomoci KKT podminek vyteste tlohy:

(a) max cl'z; 2T Az <1, 2 € R", kde ¢ # 0 a matice A je positivné definitni.

(b) max zy; = +y* <2, x,y > 0. (Hint. Rozborem pifpadi z KKT podminek.)
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(C)

Série: Lagrangeova dualita

. Uvazujme tlohu

min 27 Qx +¢'x; 2T Ax+alr +b;<0,i=1,...,m,

kde Q, Ay,..., Ay € R q.ay,...,a, € R", by, ... b, € R anavic () je positivné
definitni a A; jsou positivné semidefinitni. Najdéte Lagrangeovu duélni tlohu a
kategorizujte ji.

Rozhodnéte, zda plati:

(a) Duélni uloha k duélni uloze je vzdy ta primarni.

(b) Pro konvexni ptipad, dualni dloha k dudalni dloze je vzdy ta primérni.
Bud A € R™*™ b € R™. Uvazujme tlohu

min max (A;x + b;).
z€R™ i=1,...m

(a) Zapiste tlohu jako linearni program a najdéte jeho klasicky duél.

(b) Najdéte Lagrangetv dudl pro prepis

min max y;; y= Ax +b.
zeR” 1=1,...,m

(c) Porovnejte optimalni hodnotu s aproximaci

min In(} ", exp(Ainz + b;)).

TER™?

(d) Porovnejte optimalni hodnotu s aproximaci (v > 0 je parametr)

1 m
min =I5 exp(y (i + b))
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