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Motivace

Konvexni funkce hladka a nehladka.



Subgradient a subdiferencial

Definice
Bud f: R" — R konvexni. Subgradientem funkce f(x) v bodé
x% € R” je vektor g € R” splhujici

f(x) > () +g"(x—x%, VvxeR"
Subdiferencial 9f(x®) je mnozina vech subgradient.

» subgradient je normalou te¢né nadroviny ke grafu f(x) v x°

» pro hladkou funkci pojem gradientu a subgradientu splyvaji a
subdiferencial je jednobodova mnozina

» Pro fadu metod nehladké konvexni optimalizace staci najit
subgradient, coz Ize vétsinou snadno. Pokud chceme ale
vyjadrit podminky optimality, potfebujeme cely subdiferencial,
a ten byva obecné obtizné spoditat.

Piklad
Pro f(x) = |x| je 8F(0) = [~1,1].



Vlastnosti F(x) > F(x°) + g7 (x — x0) Vx

Pozorovani
Subdiferencial konvexni funkce f: R™ — R v bodé x° € R" je

uzavrena konvexni mnozina.

Dikaz.

Je to prinik poloprostori.

Subdiferencial spliuje zakladni fetizkova pravidla:

d(af(x)) = adf(x), a>0,
A(f(x) + (@)25()+8d)
O(f(Ax + b)) = AT (0f)(Ax + b).



Vlastnosti F(x) > F(x°) + g7 (x — x0) Vx

Tvrzeni
Pro konvexni funkce fy, ..., fmn: R" — R v bodé x° € R" je

dmax{f(x°),..., fm(x°)} = conv Ukel(x0) Ofi(x°),
kde mnozina aktivnich podminek 1(x°) = arg maxx—1.__m{f(x°)}.
Diikaz (jen “2" ).
Bud M\, >0, Zke, YA =1, gk € Of(x°). Pak
fi(x) > fi(x°) + g/ (x = x%), V¥xeR",
z Eehoz vazenym souctem

mkax{fk x)} > Z Arfi(x >max{fk }+ Z Akgk x—x) Vx O

kel(x9) kel(x9)

Priklad
Funkce f(x) = maxk:17...7m(a,z—x + bi) v bodé x° ma subdiferencial
Of (x°) = conv {ax; € 1(x°)}.



Vlastnosti f(x) > £(x%) + g7 (x — x°) Vx

Tvrzeni
Bud h: R™ — R konvexni a v kazdé slozce neklesajici funkce a
g1,---,8m: R" — R konvexni funkce. Pak pro subdiferencial

slozené funkce f(x) = h(g(x)) bodé x° € R" plati
Oh(g(x*))" 2 0h(y®)T0g(x°)T,  kde y® = g(x°).

Dikaz.
Bud vg, € 9gk(x°) Vk a v, € Oh(y°). Pak

f(x) = h(gi(x), .. gm(x))
> h(g1(x°) + v, (x = X%, gm(x®) + vg, (x = x%))
> h(r(x), - gm(x)) + v (v, (x =), v, (x =) T

+ i Vh)k )
k=1

Tudiz (vg, | -+ | g, )vi € OF(x0). O



Vlastnosti f(x) > £(x%) + g7 (x — x°) Vx

Priklady funkci f: Ry — R, které nemaji subdiferencial v bodé

xY = 0:
» f(x)=1prox=0af(x)=0prox >0,
» f(x) = —/x.

Na druhou stranu, pokud x° nalezi do topologického vnitiku
definiéniho oboru funkce f(x), pak subdiferencial v bodé x° je
neprazdny.



Subdiferencial normy f(x) > F(x°) + g7 (x — x°) ¥x

Definice
Bud || - ||: R” — R norma. Pak k ni dudlni norma || - || je
definovana predpisem

Ix [l = max{x"y: [ly] <1}.

> |Ix||p je dualni k |[x]| pro % + % =1
» Specialné, eukleidovska norma je samo-dualni.

» Jako limitni pfipad, souctova norma ||x||1 je dualni k
maximoveé [[x||o a naopak.

Tvrzeni (Subdiferencial normy)

OIX°ll = {y € R” y 70 = |x°], |lyll« < 1}.



Subdiferencial normy f(x) > F(x°) + g7 (x — x°) ¥x

Tvrzeni (Subdiferencial normy)

Ol = {y € R™ y 70 = |x°], llyll+ < 1}.

Diikaz.
Podle definice, g € R” je subgradientem normy v bodé x°, pokud

Ixll = [1X° + g7 (x = x%), ¥xeR"
Dosazenim x = 0 a x = 2x° dostaneme ||x°| = g"x?, tudiz
Ix|| >g"x, VxeR"
a z positivni homogenity se staci omezit na ||x|| = 1, tedy
1>g"x, Vx:|x|=1

To je ale ekvivalentni s ||g|. < 1.



Subdiferencial normy F(x) > F(x°) + g7 (x — x0) Vx

Tvrzeni (Subdiferencial normy)

Ol = {y € R™ y 70 = |x°], llyll+ < 1}.

Napriklad:

» v pocatku x° = 0 je subgradientem jednotkova koule v dualni
norme
X% = {y e R"; [ly|l« < 1}.

» Eukleidovska norma je v kazdém nenulovém bodé hladka, a

tedy subdiferencial splyva s gradientem 9||x°|| = ||X%||2 x9.

» Pro souctovou normu podminka y7x% = ||x%]|1, ||y]lec =1
plati jen pro takova y, pro ktera y; = sgn(x?), pokud x? # 0,
ay; =[-1,1], pokud x? = 0.




Subdiferencial vlastniho ¢&isla F(x) > F(x%) + g7 (x — x°) ¥x

Tvrzeni (Subdiferencial maximalniho vlastniho &isla)

Uvazujme funkci f(X) = Amax(X) na prostoru symetrickych matic.
Bud X € R"™" symetricka a v, ||v||2 = 1, prislusny vlastni vektor
k Amax(X). Pak

vv! € af(X).

Dukaz.
Pro kazdou symetrickou matici Y € R"*" plati
Amax(Y) = max{u” Yu; ||u]j2 =1}
> vy
=viXv+vT(Y - X)v
= Amax(X) Ftr(vT (Y = X)v)
= Amax(X) + tr(w (Y = X))
= Amax(X) + (W', Y — X) O



Subdiferencial v optimalizaci F(x) > F(x°) + g7 (x — x0) Vx

Véta

Bod x° € R" je minimem konvexni funkce f: R" — R pravé tehdy,

kdyz 0 € Of(x°).

Diikaz.

Pokud 0 € 9f(x?), pak podminka z definice subgradientu ma tvar
f(x) > f(x%), VxeR",

&ili x° je minimem. Naopak, pokud je x° minimem, pak
0 € 9f(xY). 0



Subdiferencial v optimalizaci F(x) > F(x°) + g7 (x — x0) Vx

Priklad

Uvazujme alohu _ -
T 2 3 B0
Podle véty je bod x? € R” optimem pravé tehdy, kdyz existuje
y >0 takové, ze e’y =1, S0 ykak = 0 a yx = 0 pro k & I(x°).
Pro srovnani, prepiseme Glohu jako linearni program
min z subject to a] x + by < z Vk.

Dualni aloha ma tvar

m
max by subject to Zykak =0, y>0,e'y=1
k=1

Podminky optimality daji stejné vyjadreni, tj. existuje dualni
pfipustné feSeni y takové, ze y, = 0 pokud aZ—xo + by < 20, kde

20 = maxk(a] x0 + by).



Subdiferencial v optimalizaci f(x) > F(x°) + g7 (x — x°) ¥x
Priklad (LASSO)
Uvazujme alohu LASSO

1
min §||Ax — b||2 + Al|x|]1 subject to x € R",

kde A > 0 je parametr. Podminky optimality pro bod x° € R"
0 € 95]|Ax® — bll2 + AlIx°|ls = 93| Ax® — bll> + OA[X°Ix
0€ AT(AX® — b) + \9||x°|1.
Vime, Ze je v € 9||x°||1 pravé tehdy, kdyz v; = sgn(x?) pro x? £ 0
av; € [-1,1] pro x? = 0. Tedy podminky optimality jsou
AT (b— AxP) = Asgn(x?) pokud x? # 0,
|AT (b — AX%)| < A pokud x? = 0.

1%

» Umozhuji ovéFit, zda dané x° je optimem (ale ne ho najit).
» Vlastnosti optima, jako napfiklad |AT (b — Ax?)| < Xe.



Subdiferencial v optimalizaci F(x) > F(x°) + g7 (x — x0) Vx

Tvrzeni
Plati pro smérovou derivaci ve sméru v konvexni funkce f: R" — R:

f1(x°) = sup{g"v; g € OF (x%)}.

Dukaz.
“>" Bud g € 9f(x?). Podle definice

0 (.0 0 T, £(,0
f(x° +av) — f(x?) > min f(x°)+ ag’v—1f(x°) .

a—0t (0] a—0t «Q

“<" Idea: Ukaz, ze f(x) je konvexni a jeji subgradient je
subgradientem f(x). Pak uvaz v — av pro a — 07. O

» Optimalizaéni metody jsou Casto itera¢ni ve sméru klesani.

» Subgradient primocafe pouzit nelze, napf. funkce f(x) = |x|
ma v bodé x% = 0 subgradient g = 1, ale funkce ve sméru —1
neklesa.



