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Motivace
Dynamické systémy
I Definované stavem s(t) = (s1(t), s2(t), . . . , sn(t)) v čase t

I Přeměna stavu s(t)→ s(t+ 1) po složkách daná funkćı

si(t+ 1) = fi(s1(t), s2(t) . . . , sn(t))

I Stabilńı stav s(0) neměnnný v čase
I Častá úloha: Studium deviaćı z tohoto stavu, tj. chceme

∆si(t) = si(t)− s(0) malé

I Přeṕı̌seme dynamiku pro ∆si jako

∆si(t+ 1) = Fi(∆s1(t),∆s2(t) . . . ,∆sn(t))

I Malé ∆si ⇒ ignoruj kvadratické a vyš̌śı mocniny, tj. Fi lineárńı

lze tedy p̌repsat jako ∆si(t+ 1) =
n∑

j=1

aij∆sj(t)

I Celkově pro ∆si(t+ 1) = A∆sj(t)
I a pro stacionárńı systém ∆si(t+ k) = Ak−1∆sj(t)

I Obecně: Součást́ı Iterative Learning Control (ILC)
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lze tedy p̌repsat jako ∆si(t+ 1) =
n∑

j=1

aij∆sj(t)
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I Častá úloha: Studium deviaćı z tohoto stavu, tj. chceme

∆si(t) = si(t)− s(0) malé
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I a pro stacionárńı systém ∆si(t+ k) = Ak−1∆sj(t)
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Intervalové matice
Intervalové dynamické systémy
I Zmiňované systémy lze v realitě chápat jako intervalové

I Nev́ıme p̌ŕımo hodnoty prvk̊u matic aij , ale
jen interval možných hodnot aij = [aij , aij ]

I Intervalová matice A = [A,A] = {A ∈ Rn×m;A ≤ A ≤ A}
I Sťredová matice Ac a matice poloměru A∆

Ac =
1

2
(A+A) A∆ =

1

2
(A−A)

I intervalová obálka (omezené) množiny B ⊂ Rn×m je libovolné
B ⊆ IRn×m t.ž. B ⊆ B

I intervalový obal �B množiny B je nejmenš́ı intervalová obálka,
tj. �B :=

⋂
B⊆B∈IRn×n B

I k-tá mocnina intervalové matice A je

Ak := {Ak; A ∈ A}. (1)

I Ve skutečnosti vezmeme
[
Ak
]

:= �{Ak; A ∈ A}. Proč?
I Výraz (1) nemuśı být intervalová matice. Proč?
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tj. �B :=

⋂
B⊆B∈IRn×n B
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I Intervalová matice A = [A,A] = {A ∈ Rn×m;A ≤ A ≤ A}
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Intervalové mocnněńı
Př́ıklad mocněńı

Zvolme A =

(
[0, 1] [1, 1]
[0, 1] [1, 1]

)
a poč́ıtejme A2

I Umocńıme si horńı a dolńı mez

A2 =

(
0 1
0 1

)2

=

(
0 1
0 1

)
A

2
=

(
1 1
0 1

)2

=

(
1 2
0 1

)

I Jelikož A < A, tak pokud by měla být A2 intervalová matice
potom A2 muśı “obsahovat” všechny B2 t.ž. A ≤ B2 ≤ A

I Zkusme následuj́ıćı matici B2 =

(
0 2
0 1

)
I Jelikož B2 ∈ A2 ⇒ B ∈ A
I “Odmocńıme” tedy B2 a źıskáme B jako(

0 2
0 1

)
nebo

(
0 −2
0 −1

)
I Ani jedna neńı v A, a tedy B2 /∈ A2
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Zvolme A =

(
[0, 1] [1, 1]
[0, 1] [1, 1]

)
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Školńı metoda
Proč nespoč́ıtat mocninu “normálně” (intervalovou artimetikou)
I Pro intervaly a, b ∈ IR (matice 1× 1) máme

a+ b = [a+ b, a+ b],

a− b = [a− b, a− b],

a · b = [min(M),max(M)], kde M := {ab, ab, ab, ab}.

I Mocněńı je vlastně polynom, tj. obecně
I Pro fci f(x1, x2, . . . , xn) je obraz interval̊u x1,x2, . . . ,xn

f(x1,x2, . . . ,xn) = {f(x1, x2, . . . , xn); ∀i ∈ [n], xi ∈ xi}

I Ne vždy snadné: f(x) = x2 jako f1(x) = x2 = {x2 : x ∈ x}

f1(x) =


[x2, x2] 0 ≤ x ≤ x,
[x2, x2] x ≤ x ≤ 0,

[0,max(x2, x2)] x ≤ 0 ≤ x,
I a nebo jako f2(x) = x · x může vyj́ıt rozd́ılně

f1(x) = f1([−2, 1]) = [−2, 1]2 = [0, 4]

f2(x) = f2([−2, 1]) = [−2, 1] · [−2, 1] = [−2, 4]

}
⇒ f1(x) ⊆ f2(x)

I Obecně to je NP-těžké (Kreinovich, Lakeyev, Rohn a Kahl, 1998)
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I Pro fci f(x1, x2, . . . , xn) je obraz interval̊u x1,x2, . . . ,xn

f(x1,x2, . . . ,xn) = {f(x1, x2, . . . , xn); ∀i ∈ [n], xi ∈ xi}
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Školńı metoda
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Složitost určeńı (obalu) mocniny

Důležitá vlastnost

I Problém je dvoj́ı výskyt proměnné (oba stejnou hodnotu)

I Pokud neńı: single-use expressions (SUE)

Tvzeńı 1

Druhou mocnina intervalové matice A lze vypoč́ıtat polynomiálně.

Idea d̊ukazu
Mějme B spočtené jako druhou mocninu A intervalovou artimetikou
Některé výrazy nemaj́ı SUE

I Pro bij =
∑n

k=1 aikakj máme dva výskyty aij

1. Pro k = j máme aij = ajj
2. Pro k = i máme aii = aij

I Lze (pro i 6= j) upravit na bij =
∑

k:k 6=i,k 6=j aikakj + aij(aii + aij)

I Stejně tak pro i = j dostáváme bii =
∑

k:k 6=i aikaki + aii)

Apliaćı intervalové aritmetiky dostáváme výsledek.
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1. Pro k = j máme aij = ajj
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Mějme B spočtené jako druhou mocninu A intervalovou artimetikou
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Tvzeńı 1
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2. Pro k = i máme aii = aij
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Od kdy je to tedy složité?

Tvzeńı 2

Výpočet ťret́ı mocniny intervalové matice A je NP-těžký.

Idea d̊ukazu
Konstrukce intervalové matice (pro libovolnou B ∈ Rn×n)

I Vytvǒŕıme
A =

(
0 U
L 0

)
,

where

L =


0 . . . 0 . . .
...
0 B
...

 , U =


0 x1 . . . xn

y1

... 0
yn

 .

I Vezmeme instanci A =

(
0 U
L 0

)
∈ A =

(
0 U
L 0

)
I Vypočteme mocniny

A2 =

(
0 U
L 0

)(
0 U
L 0

)
=

(
UL 0
0 UL

)
A3 = A2A =

(
0 ULU

ULU 0

)
Nyńı vyjáďŕıme obě matice UL i ULU
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Idea d̊ukazu
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I Vytvǒŕıme
A =

(
0 U
L 0

)
,

where

L =


0 . . . 0 . . .
...
0 B
...

 , U =


0 x1 . . . xn

y1

... 0
yn

 .

I Vezmeme instanci A =

(
0 U
L 0

)
∈ A =

(
0 U
L 0

)
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Výpočet ťret́ı mocniny intervalové matice A je NP-těžký.
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Od kdy je to tedy složité?
Idea d̊ukazu
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I Vyjáďreńı

UL =


0 xT

y 0




0 0T

0 B
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0 xTB

0 0



ULU =


0 xTB

0 0




0 xT

y 0

 =


xTBy 0

0 0


I Součást́ı výpočtu ťret́ı mocniny je tedy výpočet xTBy

Ten lze naj́ıt u výpočtu maticové normy ‖A‖∞,1 = max‖x‖∞=1 ‖Ax‖1
I (Poljak & Rohn 1993) Následuj́ıćı je NP-úplné

vstup: MC-matice A a kladné `
dotaz: je zTAz ≥ ` pro nějaké z ∈ Z

I (Rohn 2000) Pro MC-matici je ‖A‖∞,1 = maxz∈Z z
TAz NP-těžké

Lze i ukázat, že pro symetrické M-matice je NP-těžké ‖A‖∞,1 ≥ 1
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Daľśı špatná zpráva
Jednoduchý p̌ŕıklad na mocninu

I Mějme matici

A =

(
[1, 2] 3
−1 0

)

I Koukneme se na prvek (A3)11

I Vyjde nám (A3)11 = a3
11 − 6a11

I Minimum této funkce pro a11 ∈ a11 = [1, 2] je am11 =
√

2
I Celkově vyjde mocnina[

A3
]

=

(
[−4
√

2,−4] [−6, 3]
[−1, 2] [−6,−3]

)
.

Důsledek pro daľśı postup
I Chceme-li ř́ıci, že stanoveńı mocniny intervalové matice je

polynomiálńı, lze to ř́ıćı jen do dané p̌resnosti.
I Výsledky mohou být iracionálńı, tak p̌resně to nemuśı být

možné
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Daľśı špatná zpráva
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Jak definovat jednoduché p̌ŕıpady
Parametrický problém IMP(k,R)
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I binárńı matice R s eTRe = m,
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I Pro diagonálńı Rd IMP(3, Rd) je polynomiálńı (Hladik, 2017)
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Hledáńı polynomiality
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Parametrický problém IMP(k,R)
I Vstupy: A, R, k

I koeficient mocniny k > 1,
I binárńı matice R s eTRe = m,
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I Vy̌reš́ıme polynom (A3)ij na intervalu [x, x]
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I Úkol: Spoč́ıtat mocninu Ak
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Matice s intervalovým sloupcem
I Výpočet A3

i,j rozdělen dle prvk̊u
1. i 6= n ∧ j 6= n: lze vypoč́ıtat intervalovou artimetikou (IA)

n−1∑
`=1

n−1∑
k=1

ai,kak,`a`,j + ai,n(

n−1∑
`=1

an,`a`,j + an,j(an,n + ai,i)) + an,j

n−1∑
k=1
k 6=i

ai,kak,n

2. i = n, j 6= n: 1. a 3. term IA a zbytek ∼ kvadratické v an,n

n−1∑
`=1

n−1∑
k=1

an,kak,`a`,j + an,n

n−1∑
`=1

an,`a`,j + an,j

n−1∑
k=1

an,kak,n + a2
n,nan,j

3. i = j = n: Složiteǰśı
n−1∑
`=1

a`,n

n−1∑
k=1

(ai,kak,` + 2an,nan,`) + a
3
n,n

I Lineárńı v a`,n, ` 6= n, tj. maximum/minimum
dosaženo pro a`,n ∈ {a`,n, a`,n}

I hodnoty an,n, pro které
∑n−1

k=1 (ai,kak,` + 2an,nan,`) = 0
rozděĺı an,n do ≤ n interval̊u (s konst. znaménkem)

I Voĺıme a`,n pro každý interval a řeš́ıme kubickou rov. v an,n

A3 =

poč́ıtané
prvky

poč́ıtané
prvky

A3 =

A3 =

poč́ıtané
prvky
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n−1∑
`=1

n−1∑
k=1

an,kak,`a`,j + an,n

n−1∑
`=1

an,`a`,j + an,j

n−1∑
k=1

an,kak,n + a2
n,nan,j

3. i = j = n: Složiteǰśı
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dosaženo pro a`,n ∈ {a`,n, a`,n}

I hodnoty an,n, pro které
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poč́ıtané
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Matice s intervalovým sloupcem - dokončeńı
I Výpočet A3

i,j

4. i 6= n, j = n: Nejhořśı

n−1∑
`=1
` 6=i

a`,n

n−1∑
k=1

(ai,kak,` + ai,nan,` + an,nai,`) + ai,n

n−1∑
k=1

ai,kak,`+

ai,nai,nan,` + ai,nan,nai,` + ai,na
2
n,n + ai,nan,nai,i

I Nev́ıme jak to vy̌rešit, ale ani, že to je NP-těžké

→ Konstrukce pseudopolynomiálńıho algorithmu
I Poznámka: Prvky A3

i,n jsou linárńı v a`,n, ` 6= i, n
Pokud jsou ai,n a an,n pevné, potom lze vypoč́ıst

[
A3
]
i,n

I Myšlenka: Rozděĺıme intervalovou doménu ai,n × an,n do
menš́ıch podinterval̊u
# podinterval̊u roste kvadraticky s p̌resnost́ı a š́ı̌rkou interval̊u,

I Výsledek: Vždy lze alespoň pseudopolynomiálně
I Nejsṕı̌s: V P - Milan

A3 =

poč́ıtané
prvky
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I Nejsṕı̌s: V P - Milan

A3 =
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[
A3
]
i,n
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Trochu husťśı matice
Matice A maj́ıćı konstantně vyjáďritelnou mocninu
I Prvky

[
Ak
]
ij

maj́ı počet proměnných omezen konstantou m

I Př́ıklad: Tridiagonálńı matice
I Prvky maj́ı maximálně (5 · 3k−1 − 3)/2

Theorem 3

Pro fixńı k mějme matici A s konstantně vyjáďritelnou k-tou
mocninou. Potom

[
Ak
]

lze pro danou p̌resnost ε spoč́ıtat v
poly-čase s ohledem na velikost vstupu a log(ε−1).

Idea d̊ukazu
Prvky

[
Ak
]
ij

lze tedy vyjáďrit jako

I Polynomy v maximálně m proměnných - maj́ıćı své intervaly

I Nutné vyjáďrit dolńı a horńı mez - pro libovolné volby m proměnných

I Ukážeme mez dolńı (analogicky horńı)

Prvky
[
Ak
]
ij

budou polynomy p(x1, x2, . . . , xm)

I Proměnné xi ∈ ai, ∀i ∈ [m]

I Ćılem je výpočet meze p obrazu p(a1,a2, . . . ,am) = [p, p]
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Theorem 3
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Trochu husťśı matice pokračováńı
Idea d̊ukazu

Výpočet meze p obrazu p(a1,a2, . . . ,am) = [p, p]

I Lze vypoč́ıtat prvńı odhad y 3 p (intervalová aritmetika)

I Základńı myšlenka: Aplikace binárńıho vyhledáváńı na y a t́ım
ztěsňováńı odhadu - až po p̌resnost ε

I Je tedy poťreba testovat y ≤ p, to lze zapsat jako

(∀x1)(∀x2) . . . (∀xm)

(x1 − a1 ≥ 0 ∧ x1 − a1 ≤ 0) . . . (xm − am ≥ 0 ∧ xm − am ≤ 0)

⇒ p(x1, x2, . . . , xm)− y ≥ 0.

I Pro zjistěńı pravdivosti - Tarskiho eliminačńı metoda (eliminace ∀)

I Uvažme, že ai, ai, y jsou konstanty

I Algoritmus

1. Výpočet prvńıho odhadu y hodnoty p

2. Test, že yc ≤ p
3. Pokud ano, tak y = [yc, y]

4. Pokud ne, tak y = [y, yc]

5. Goto 2 pokud neńı rad y < ε
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1. Výpočet prvńıho odhadu y hodnoty p

2. Test, že yc ≤ p
3. Pokud ano, tak y = [yc, y]

4. Pokud ne, tak y = [y, yc]

5. Goto 2 pokud neńı rad y < ε
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I Uvažme, že ai, ai, y jsou konstanty

I Algoritmus
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Trochu husťśı matice pokračováńı 2
Idea d̊ukazu

(∀x1)(∀x2) . . . (∀xm)

(x1 − a1 ≥ 0 ∧ x1 − a1 ≤ 0) . . . (xm − am ≥ 0 ∧ xm − am ≤ 0)

⇒ p(x1, x2, . . . , xm)− y ≥ 0.

Varianta od Collinse (Collins, 1998) se složitost́ı (2k)2
2m+8

M2m+6

d3a, kde

I m je počet proměnných

d́ıky konstantně vyjáďritelné mocnině konstantńı

I M je počet polynomů a a počet atomických formuĺı

M je 2m+ 1 (a to se rovná a), a tedy také konstatńı

I k je maximálńı stupeň polynomu v libovolné proměnné

ze zadáńı opět konstatńı

I d je maximálńı délka reprezentace parametr̊u

Racionálńı hodnoty ⇒ polynomiálně omezeno

Celkem O(d3 log(y∆/ε))

I Eliminace je O(d3), viz (2k)2
2m+8

M2m+6

d3a

I Binárńı vyhledáváńı pro počátečńı poloměr y∆ dá O(log(y∆/ε))
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Racionálńı hodnoty ⇒ polynomiálně omezeno
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2m+8

M2m+6

d3a, kde

I m je počet proměnných

d́ıky konstantně vyjáďritelné mocnině konstantńı
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Aplikace Tarskiho metody
`-pásové matice
I matice maj́ıćı

všechny prvky ai,j = 0 kdykoliv |i− j| > `

I Vlastnosti mocnin
I A je `-pásová a B `-pásová, potom

I A ·B je 2`-pásová
I Pro `, k pevné a A jsoućı `-pásovou intervalovou matićı, pak

I matice A má konstantně vyjáďritelnou k-tou mocninu s

m =
(4`+ 1)(2`+ 1)k−1 − 2`− 1

2`
.

Důsledek 4

Bud’ k a ` pevné a A `-pásová matice. Potom výpočet
[
Ak
]

je s
ohledem na p̌resnost ε polynomiálńı s ohledem na velikost vstupu a
log(ε−1).

`
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`-pásové matice
I matice maj́ıćı
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Spectralńı metoda
Matice A ∈ Rn×n se spektrálńım rozkladem
I Lze napsat jako A = SΛS−1, kde

I Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), kde λi jsou vlastńı č́ısla
I S matice vlastńıch vektor̊u

I Pozn: Mocniny lze snadno poč́ıtat jako Ak = SΛkS−1

Intervalové mocniny - hrubý násťrel metody

I Intervalové mocniny Ak ⊆ SΛkS

I Výpočet λk již intervalovou artimetikou

Algorithm 1: k-tá mocnina intervalové matice spektrálńı metodou

Input: Matice A, mocnina k
Result: Obálka C mocniny Ak

S← vlastńı vektory A // uložené do sloupc̊u
λ← vlastńı č́ısla A
Λ← diag(λ)
C = SΛkS−1
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Algorithm 2: k-tá mocnina intervalové matice spektrálńı metodou

Input: Matice A, mocnina k
Result: Obálka C mocniny Ak

S← vlastńı vektory A // uložené do sloupc̊u
λ← vlastńı č́ısla A
Λ← diag(λ)
C = SΛkS−1
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I Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), kde λi jsou vlastńı č́ısla
I S matice vlastńıch vektor̊u

I Pozn: Mocniny lze snadno poč́ıtat jako Ak = SΛkS−1

Intervalové mocniny - hrubý násťrel metody

I Intervalové mocniny Ak ⊆ SΛkS

I Výpočet λk již intervalovou artimetikou

Algorithm 3: k-tá mocnina intervalové matice spektrálńı metodou

Input: Matice A, mocnina k
Result: Obálka C mocniny Ak

S← vlastńı vektory A // uložené do sloupc̊u
λ← vlastńı č́ısla A
Λ← diag(λ)
C = SΛkS−1



Odhad vlastńıch č́ısel

Theorem 5 (Bauer, Fike, 1960)

Bud’ A,B ∈ Rn×n a necht’ A je diagonalizovatelná, tj. pro nějakou
V ∈ Cn×n plat́ı V −1AV = diag(λ1, . . . , λn), a λi ∈ C. Pro každé
vlastńı č́ıslo λ matice (A+B), ∃ index i ∈ 1, . . . , n t.ž.

|λ(A+B)− λi(A)| ≤ κP (V ) · ||B||p

Adaptace na intervalové matice (voĺıme p = 2)

I Lze vyjáďrit A jako A = [Ac −A∆, Ac +A∆], tedy pro libovolnou
A ∈ A existuje A′ t.ž. |A′| ≤ A∆ a A = Ac +A′, a tedy

|λ(Ac +A′)− λi(Ac)| ≤ κ2(V ) · ||A′||2
I Since ‖A′‖2 ≤ ‖A∆‖2 then

|λ(Ac +A′)− λi(Ac)| = |λ(A)− λi(Ac)| ≤ κ2(V ) · ||A∆||2
I Tedy každé vlastńı č́ıslo λ(A) lež́ı v nějakém disku

kolem λi(A
c) s poloměrem κ2(V ) · ||A∆||2

I Předpoklad

Disky kolem λi(| A) o poloměru κ2(V ) · ||A∆||2, jsou disjunktńı.

Bauer, F.L., Fike, E.T. (1960) Math. 2, 137–144.
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kolem λi(A
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A ∈ A existuje A′ t.ž. |A′| ≤ A∆ a A = Ac +A′, a tedy

|λ(Ac +A′)− λi(Ac)| ≤ κ2(V ) · ||A′||2

I Since ‖A′‖2 ≤ ‖A∆‖2 then

|λ(Ac +A′)− λi(Ac)| = |λ(A)− λi(Ac)| ≤ κ2(V ) · ||A∆||2
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I Předpoklad
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c) s poloměrem κ2(V ) · ||A∆||2
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Disky kolem λi(| A) o poloměru κ2(V ) · ||A∆||2, jsou disjunktńı.
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Algoritmus odhadu vlastńıch č́ısel

Algorithm 4: Intervalová obálka vlastńıch č́ısel matice A

Input: Matice A s diagonalizovatelnou Ac

Result: Intervalová obálka C vlastńıch č́ısel A

V ← vlastńı vektory Ac

λ← vlastńı č́ısla Ac

n← počet vlastńıch č́ısel Ac

P ← ||V ||2 · ||V −1||2 · ||A∆||2
for i = 1, 2, . . . , n do

x← [λ(i)− P, λ(i) + P ]
p̌ripoj x do C

end



Výpočet vlastńıch vektor̊u
Stanoveńı obálky vlastńıch vektor̊u matice A
I Využijeme definice (A− λIn)x = 0

I Vlastńı č́ıslo řešeńım det(A− λIn) a vlastńı vektor (A− λIn)x = 0

I Bud’ B := A− λIn a (z p̌redpoklad) λ jednoduché
I B je singulárńı s hodnost́ı n− 1
I Pro vlastńı vektor x je Bx = 0
I Jelikož x 6= 0, tak ∃j t.ž. xj 6= 0 (BÚNO) xj = 1

I Myšlenka
I Přeṕı̌seme Bx = 0 na B̃x̃ = −B∗j

I −B∗j je j-tý sloupec B a B̃ je B bez j-tého sloupce

I Systém B̃x̃ = −B∗j řešitelný, ale p̌reurčený
I Lze vynechat nějaký řádek

I Celkově dostáváme Bij x̃ = −Bi
∗j

I Nyńı je Bij regulárńı

I Plat́ı i naopak
I Je-li Bij regulárńı pro nějaké i, j ∈ [n]

a x̃ řešeńım Bij x̃ = −Bi
∗j , potom

Rozš́ı̌reńı x̃ vložeńım 1 źıskáme vlastńı vektor
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a x̃ řešeńım Bij x̃ = −Bi
∗j , potom
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I Lze vynechat nějaký řádek
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I Nyńı je Bij regulárńı
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Algoritmus odhadu vlastńıch č́ısel

Algorithm 5: Intervalová obálka vlastńıch vektor̊u

Input: Matice A ∈ IRn×n a obálka k-tého vlastńıho č́ısla λ ∈ IR
Result: Intervalová obálka x ∈ IRn k-tého vlastńıho vektoru of A
B ← A− λIn;
Zvolte indexy i, j;
vypoč́ıtáme obálku x̃ intervalového systému Bij x̃ = −Bj

∗j ;

if úspěch then
rozš́ı̌ŕıme x̃ to x vložeńım 1;
return x

end
return algoritmus nezvládl stanovit x



Volba index̊u
Základńı možnost: Iterace všemi ⇒ složitost O(n6)

Výběr vhodných
I Využit́ı podḿınek regularity B: ρ(|(Bc)−1|B∆) < 1.

I Pro vhodnou maticovou normu

ρ(|(Bc)−1|B∆) ≤ ‖|(Bc)−1|B∆‖ ≤ ‖|(Bc)−1|‖ · ‖B∆‖
= ‖(Bc)−1‖ · ‖B∆‖ ≈ ‖Bc‖−1 · ‖B∆‖.

I Pro Frobeniovu normu vyb́ıráme i, j minimalizaćı

min
ij
‖(Bc)ij‖−1

F ‖(B
∆)ij‖F .

I Lze vypoč́ıtat jako

‖(B∆)ij‖2F =
∑
k,`

((B∆)ij)2
k` = ‖B∆‖2F −

∑
`

(B∆)2
i` −

∑
k 6=i

(B∆)2
kj .

I ‖B∆‖2F vyžaduje O(n2) (lze p̌redpoč́ıtat)
I součty čtverc̊u řádk̊u a sloupc̊u

∑
`(B

∆)2i` vyžaduje O(n2)
I Celkem tedy

‖(B∆)ij‖2F =
∑
k,`

((B∆)ij)2k` = ‖B∆‖2F −
∑
`

(B∆)2i` −
∑
k

(B∆)2kj + (B∆)2ij .
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I Lze vypoč́ıtat jako

‖(B∆)ij‖2F =
∑
k,`

((B∆)ij)2
k` = ‖B∆‖2F −

∑
`

(B∆)2
i` −

∑
k 6=i

(B∆)2
kj .
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I ‖B∆‖2F vyžaduje O(n2) (lze p̌redpoč́ıtat)
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Algoritmus výběru

Algorithm 6: Selection of i, j

Input: Matrix B ∈ IRn×n

Result: argmini,j
‖(B∆)ij‖2F
‖(Bc)ij‖2

F

Compute ‖Bc‖2F and ‖B∆‖2F ;
Compute

∑
`(B

c)2i` and
∑

k(B
c)2ki for all i = 1, . . . , n;

Compute
∑

`(B
∆)2i` and

∑
k(B

∆)2ki for all i = 1, . . . , n;
Compute ‖(Bc)ij‖2F = ‖Bc‖2F −

∑
`(B

c)2i` −
∑

k(B
c)2kj + (Bc)2ij for all

i, j = 1, . . . , n;
Compute ‖(B∆)ij‖2F = ‖B∆‖2F −

∑
`(B

∆)2i` −
∑

k(B
∆)2kj + (B∆)2ij for all

i, j = 1, . . . , n;

return argmini,j
‖(B∆)ij‖2F
‖(Bc)ij‖2

F
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