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> Ve skutetnosti vezmeme [Ak] = 0{AF; A€ A}. Prog?
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fi@) = A1) = 2,12 = 0.4
@) = f=21) = [<2,1] - [=2,1] = [—2,41} = file) € h(@)

» Obecn& to je NP-t&%ké (Kreinovich, Lakeyev, Rohn a Kahl, 1998)
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1. Pro k = j mdme a;j = a;;
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VLU= | 0 y 0 - 0 0

> Soutdsti vypottu t¥eti mocniny je tedy vypocet =7 By
Ten lze najit u vypottu maticové normy ||Alloo,1 = max ). =1 ||Az|

» (Poljak & Rohn 1993) Nésledujici je NP-tdplné
vstup: MC-matice A a kladné ¢
dotaz: je zT Az > ¢ pro n&jaké z € Z

» (Rohn 2000) Pro MC-matici je ||Al|oo,1 = max,ez 27 Az NP-t&zké

Lze i ukdzat, Ze pro symetrické M-matice je NP-t&7ké ||A||cc,1 > 1

O
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Dalsi Spatna zprava
Jednoduchy p¥iklad na mocninu

L2 3
a- (9
» Koukneme se na prvek (A3)y;
> Vyjde nam (A3)11 = a%l — 60,11

» Minimum této funkce pro ai; € a1y = [1,2] je a7} = V2
» Celkové vyjde mocnina

3 —4v2,-4] [-6,3
A= (Tt ).

> Méjme matici

Disledek pro dalsi postup
» Chceme-li ¥ici, Ze stanoveni mocniny intervalové matice je
polynomialni, |ze to ¥ici jen do dané pFesnosti.
» Vysledky mohou byt iraciondlni, tak pfesné to nemusi byt
mozné



Jak definovat jednoduché ptipady
Parametricky problém IMP(k, R)
> Vstupy: A, R, k R— (1 ! 1)
» koeficient mocniny k > 1,
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> Vstupy: A, R, k R— (1 ! 1)
» koeficient mocniny k > 1,
» bindrni matice R's eI Re = m,
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Pro dlohu IMP(3, R;) s matici R; (jeden interval - = [z, T])
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, -1
> hodnoty an,n, pro které > 7" (ai kak,e + 2Gn nan,e) =0
rozd&li an,» do < n intervall (s konst. znaménkem)
> Volime ay,, pro kaZdy interval a Ye$ime kubickou rov. v a,
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— Konstrukce pseudopolynomialniho algorithmu
» Pozndmka: Prvky A?,, jsou lindmi v agn, £ # i,n
Pokud jsou a;,n a an,n pevné, potom lze vypodist [A3]2,’n
» Myslenka: Rozdélime intervalovou doménu a;,, X an,n do
mensich podintervalii
# podinterval(i roste kvadraticky s pfesnosti a Sitkou intervald,

> Vysledek: Vidy lze alespoii pseudopolynomialné
> Nejspis: V P - Milan
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=>p(x1,m2,...,xm) -y > 0.

» Pro zjist&ni pravdivosti - Tarskiho elimina&ni metoda (eliminace V)

» UvaZme, Ze a,,a;,y jsou konstanty

> Algoritmus

1. Vypoéet prvniho odhadu y hodnoty p
Test, Ze y* <p B
Pokud ano, tak y = [y, 7]
Pokud ne, tak y = [y, ]
Goto 2 pokud neni rady < €

kw0
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» M je polet polynomil a a poet atomickych formuli

M je 2m + 1 (a to se rovnd a), a tedy také konstatni
» k je maximalni stupefi polynomu v libovolné proménné

ze zadani opét konstatni
» d je maximalni délka reprezentace parametri

Raciondlni hodnoty = polynomialn& omezeno

Celkem O(d®log(y* /¢))
» Eliminace je O(d®), viz (2k) M d*a
» Bindrni vyhledavani pro potatetni polomé&r y* da O(log(y* /e))

92m+8

om+6



Aplikace Tarskiho metody
{-pasové matice
> matice majici
vdechny prvky a; j = 0 kdykoliv |i — j| > ¢




Aplikace Tarskiho metody
{-pasové matice
> matice majici
vdechny prvky a; j = 0 kdykoliv |i — j| > ¢
» Vlastnosti mocnin

» A je (-pasovd a B f-pdsova, potom
> A- B je 2¢-pasova




Aplikace Tarskiho metody

/-pasové matice
> matice majici Y
vechny prvky a; ; = 0 kdykoliv |i — j| > ¢

» Vlastnosti mocnin

» A je (-pasovd a B f-pdsova, potom
> A- B je 2¢-pasova
» Pro /,k pevné a A jsouci {-pasovou intervalovou matici, pak
P> matice A ma konstantné vyjad¥itelnou k-tou mocninu s
(46+1)(20+ 1)t —20-1
20 ’




Aplikace Tarskiho metody
{-pasové matice

> matice majici ¢

vdechny prvky a; j = 0 kdykoliv |i — j| > ¢

» Vlastnosti mocnin
» A je (-pasovd a B f-pdsova, potom
> A- B je 2¢-pasova
» Pro /,k pevné a A jsouci {-pasovou intervalovou matici, pak
P> matice A ma konstantné vyjad¥itelnou k-tou mocninu s
A+ 20+ 1) —20-1
20

Dusledek 4

Bud' k a ¢ pevné a A (-pdsovd matice. Potom vypolet [Ak] jes
ohledem na presnost € polynomialni s ohledem na velikost vstupu a

log(e™1).
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» Lze napsat jako A = SAS™!, kde

> A =diag(A1, Aa, ..., A\n), kde \; jsou vlastnf &isla
» S matice vlastnich vektort

» Pozn: Mocniny Ize snadno potitat jako A% = SAFS—!

Intervalové mocniny - hruby nastfel metody
> Intervalové mocniny A¥ C SAFS

> Vypolet A* jiz intervalovou artimetikou

Algorithm 3: k-t mocnina intervalové matice spektralni metodou

Input: Matice A, mocnina k
Result: Obélka C mocniny A*

S <« vlastni vektory A // uloZené do sloupci
A < vlastnf &isla A

A« diag(A)

C=SA*s™!




Odhad vlastnich ¢&isel
Theorem 5 (Bauer, Fike, 1960)

Bud A, B € R" ™ a necht A je diagonalizovatelnd, tj. pro n&jakou
V € C™ plati VLAV = diag(M, ..., An), a As € C. Pro kazdé
vlastni &islo A matice (A+ B), 3 indexi € 1,...,n t.Z

IAA+ B) = Mi(A)] < kp(V) - [| Bl
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Adaptace na intervalové matice (volime p = 2)

> Lze vyjadiit A jako A = [A° — A®, A° + A%, tedy pro libovolnou
A€ A existuje A t.7 |A| < A® a A= A°+ A, a tedy
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Theorem 5 (Bauer, Fike, 1960)

Bud A, B € R" ™ a necht A je diagonalizovatelnd, tj. pro n&jakou
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AA+ B) = Xi(A)] < kp(V) - || Bllp
Adaptace na intervalové matice (volime p = 2)
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Odhad vlastnich ¢&isel
Theorem 5 (Bauer, Fike, 1960)

Bud A, B € R" ™ a necht A je diagonalizovatelnd, tj. pro n&jakou
V € C" plati VYAV = diag(\i, ..., \n), a A € C. Pro kazdé
vlastni &islo A matice (A+ B), 3 indexi € 1,...,n t.Z

AA+ B) = Xi(A)] < kp(V) - || Bllp
Adaptace na intervalové matice (volime p = 2)

> Lze vyjadfit A jako A = [A° — A, A° 4+ A2], tedy pro libovolnou
A € A existuje A" t.z. |A| < A% a A= A°+ A', a tedy

IAAT + A7) = Mi(A°)] < ma (V) - [|A]]2
> Since ||4'||2 < ||A?]|2 then
IA(AS + A) = Xi(A%)] = [M(A) = Xi(A)] < w2(V) - | A2 |2

» Tedy kazdé vlastni &islo A(A) leZi v n&jakém disku
kolem \;(A€) s polomé&rem (V) - [|A%]|2




Odhad vlastnich ¢&isel
Theorem 5 (Bauer, Fike, 1960)

Bud A, B € R" ™ a necht A je diagonalizovatelnd, tj. pro n&jakou
V € C™ plati VYAV = diag(A, ..., An), a \i € C. Pro kazdé
vlastni &islo A matice (A+ B), 3 indexi € 1,...,n t.Z

AA+ B) = Xi(A)] < kp(V) - || Bllp
Adaptace na intervalové matice (volime p = 2)

> Lze vyjadfit A jako A = [A° — A, A° 4+ A2], tedy pro libovolnou
A € A existuje A" t.z. |A| < A% a A= A°+ A', a tedy

IAAT + A7) = Mi(A°)] < ma (V) - [|A]]2
» Since || 4|2 < [|A2||2 then
IA(AS + A) = Xi(A%)] = [M(A) = Xi(A)] < w2(V) - | A2 |2

» Tedy kazdé vlastni &islo A(A) leZi v n&jakém disku
kolem \;(A€) s polomé&rem (V) - [|A%]|2
» Predpoklad
Disky kolem X\;(| A) o polom&ru (V) - ||A2||2, jsou disjunktni.




Algoritmus odhadu vlastnich &isel

Algorithm 4: Intervalova obélka vlastnich &sel matice A

Input: Matice A s diagonalizovatelnou A°
Result: Intervalovd obdlka C vlastnich &isel A

V' < vlastni vektory A
A < vlastni &isla A°
n < podet vlastnich &isel A°
P [|V][2-[[V7]2 - [[A2]]2
fori=1,2,...,ndo
X+ [A(i) = P,\(3) + P]
p¥ipoj x do C
end




Vypocet vlastnich vektor(
Stanoveni obdlky vlastnich vektori matice A
» VyuZijeme definice (A — A\,)z =0
P Vlastni &islo ¥edenim det(A — AI,,) a vlastni vektor (A — AI,)x =0
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Stanoveni obdlky vlastnich vektori matice A
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> Nyni je BY regularni



Vypocet vlastnich vektor(

Stanoveni obdlky vlastnich vektori matice A
» VyuZijeme definice (A — A\,)z =0
P Vlastni &islo ¥edenim det(A — AI,,) a vlastni vektor (A — AI,)x =0

» Bud B:= A — A\, a (z predpoklad) )\ jednoduché
» B je singuldrni s hodnosti n — 1
» Pro vlastni vektor x je Bx =0
> Jelikoz = # 0, tak 3j t.2 z; # 0 (BUNO) z; = 1

» Myslenka
> Prepiteme Bx = 0 na B# = —B,;
» —B.; je j-ty sloupec B a B je B bez j-tého sloupce
» Systém Bi = — B, Yeditelny, ale pfeurteny
P Lze vynechat néjaky ¥adek
> Celkov& dostavame Bz = —BL;
» Nyni je B* reguldrni
» Plati i naopak
> Je-li BY reguldrni pro n&jaké i,j € [n]
a T feSenim BYZ1 = fBij, potom

Rozsiteni  vloZenim 1 ziskame vlastni vektor



Algoritmus odhadu vlastnich &isel

Algorithm 5: Intervalova obalka vlastnich vektor(i

Input: Matice A € IR™*"™ a obélka k-tého vlastniho &isla X € IR
Result: Intervalova obdlka « € IR™ k-tého vlastniho vektoru of A
B+ A—Aly;
Zvolte indexy i, 7;
vypotitdme obélku & intervalového systému BY i = fBij;
if tspéch then

rozsifime & to « vloZenim 1;

return
end

return algoritmus nezvladl stanovit




Volba indexi
Zskladni moZnost: Iterace véemi = sloZitost O(n")
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Vybér vhodnych
> VyuZiti podminek regularity B: p(|(B°)~!|B?) < 1.
» Pro vhodnou maticovou normu

p((B)HB2) < I(B) B2 < I1(B) I - 1B2]
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» Pro Frobeniovu normu vybirdme ¢, 7 minimalizaci
min 1B (B2 -
» |ze vypotitat jako
Avij Anij A A A
I(B2)71IE =D (BX) )i = 1B2E = D _(BY)i = > (B
k.l ¢ k#i

> ||B2||% vyzaduje O(n?) (Ize predpotitat)
> soutty &tverch Fadki a sloupcii 3,(B4)3, vyzaduje O(n?)



Volba indexi
Zskladni moZnost: Iterace véemi = sloZitost O(n")
Vybér vhodnych
> VyuZiti podminek regularity B: p(|(B°)~!|B?) < 1.

» Pro vhodnou maticovou normu
p(|(B)7HB2) < [I(B)~HBA| < 1B - |1B2|
= 1B - IBA = 1B " - 1 B2I.

» Pro Frobeniovu normu vybirdme ¢, 7 minimalizaci
min 1B [ (B2 | -
» |ze vypotitat jako

I(B2)7 15 =Y (B2 )i, = 1B25 — D _(BY): — D (B2)-

k0 I} ki
> ||B2||% vyzaduje O(n?) (Ize predpotitat)

> soutty &tverch Fadki a sloupcii 3,(B4)3, vyzaduje O(n?)
> Celkem tedy

1B 913 = STUB*) )2 = IBAI = 2B = ST(BE, + (B2

k.l 14 k



Algoritmus vybéru

Algorithm 6: Selection of i, j

Input: Matrix B € TR™*"
B2
bI|[(B) T
Compute || B||% and ||B2|%;
Compute Y, (B€)7, and Y, (B°);, foralli=1,....n;
Compute >°,(B%)% and 3, (B?)3; forall i = 1,...,n;
Compute [[(B) (4 = 1573 — 5, (B)% — X (B, + (BY)Y for al

Result: argmin

,j=1,...,n;
Compute [[(B2)7[[% = B2} — X,(B2)% — Y (B, + (B2)} for all
i, =1...,n;

1(B2) 2

return argmin, . ———4£
bI[(Be) Y%




Thank you
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