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Úvod: Formulace, Aplikace, Stackelbergovy hry



Úloha dvouúrovňové optimalizace (BP)

Leader (Vůdce)

maxx,y f(x, y)
za podmínek (x, y) ∈ X

y ∈ S(x)

kde S(x) = argmaxy g(x, y)
za podmínek (x, y) ∈ Y

Follower (Následovník)
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Historické okénko

1934: Stackelbergův model
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Historické okénko

1934: Stackelbergův model 1973: Dvouúrovňový opt. model
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Aplikace BP
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Aplikace BP: Interdiction problem

mincTy
aTx ≤ b
x ∈ X
xi ∈ {0, 1}, i ∈ N,
y ∈ argmax{cTy :

yi ≤ 1− xi, i ∈ N,
y ∈ Y}
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Aplikace BP: Pricing problem

max
p

∑
i,j

piyij

y ∈ argmax
�∑

i
(rij − pi)yij :∑

i
yij ≤ 1,

yij ≥ 0
	

rij – rezervační cena zákazníka j na produkt i
pi – prodejní cena produktu i
yij – množství produktu i zakoupené zákazníkem j
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Stackelbergovy hry

• sekvenční hra dvou hráčů (lze zobecnit i na více hráčů)

• v 1. tahu se rozhoduje vůdce, ve 2. tahu se poté rozhoduje
následovník, který reaguje na volbu vůdce

• cílem vůdce je maximalizace zisku, následovník volí
nejlepší reakci na strategii vůdce

• vůdce volí optimální strategii vzhledem ke známé reakční
funkci následovníka
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Stackelbergovy hry: Model

max
x,q

∑
i,j

Rijxiqj∑
i
xi = 1,

xi ∈ [0, 1]
q ∈ argmax

r

�∑
i,j

Cijxirj :∑
j
rj = 1,

rj ∈ [0, 1]	
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Lineární dvouúrovňová optimalizace



Lineární dvouúrovňová optimalizace

minx,y cTx+ dTy
za podm. Ax+ By ≥ a

y ∈ S(x)

kde S(x) = argminy fTy
za podm. Cx+ Dy ≥ b

IR (Inducible Region) = {(x, y) : Ax+ By ≥ a, y ∈ S(x)}
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Lineární BP: Příklad I

minx,y y
y ∈ argmaxy
�
y :

x+ y ≤ 5,
−x+ y ≤ 2,

x, y ≥ 0
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Lineární BP: Příklad II

minx,y y
y ≤ 3
y ∈ argmaxy
�
y :

x+ y ≤ 5,
−x+ y ≤ 2,

x, y ≥ 0
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Optimistické vs. pesimistické řešení

Optimální řešení úlohy následovníka nemusí být jednoznačné!

• Optimistické řešení:
Zvolíme optimální řešení, které je pro vůdce nejlepší.

• Pesimistické řešení:
Zvolíme optimální řešení, které je pro vůdce nejhorší.
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High-point relaxace

High-point relaxace: Relaxujeme podmínku optimality na nižší
úrovni, ale zachováme přípustnost (zahodíme účelovou funkci
následovníka).

minx,y y
y ≤ 3
y ∈ argmaxy
�
y :

x+ y ≤ 5,
−x+ y ≤ 2,

x, y ≥ 0
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High-point relaxace II

Vlastnosti IR a High-point relaxace pro lineární dvouúrovňové
programy (Bialas & Karwan, 1982; Bard, 1983):

• IR je sjednocením stěn High-point relaxace,

• IR je souvislá množina, pokud program neobsahuje
žádnou

”
coupling“ podmínku,

• pokud je program přípustný, pak existuje optimální řešení,
které je vrcholem High-point relaxace.
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Jednoúrovňová (nelineární) reformulace

S využitím duality v lineárním programování můžeme
lineární BP formulovat jako jednoúrovňovou (nelineární)
optimalizační úlohu:

minx,y cTx+ dTy
za podm. Ax+ By ≥ a

y ∈ {argminy fTy : Dy ≥ b− Cx}

↓
minx,y cTx+ dTy
za podm. Ax+ By ≥ a, Dy ≥ b− Cx,

λD = c, λ(Dy− b+ Cx) = 0, λ ≥ 0
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Lineární BP: Složitost

Věta (Hansen et al., 1992)
Problém lineární dvouúrovňové optimalizace je silně NP-těžký.

Problém KERNEL: Jádro orientovaného grafu G = (V,A) je podmnožina
vrcholů W ⊆ V taková, že

• je-li (u, v) ∈ A a u ∈ W, pak v /∈ W,

• jestliže u /∈ W, pak existuje v ∈ W tak, že (u, v) ∈ A.
max
x

min
y

�−∑
j
yj :

xj + xk ≤ 1, ∀j, k : (vj, vk) ∈ A,
yj ≤ 1− xj, ∀j
yj ≤ 1− xk, ∀j, k : (vj, vk) ∈ A,

x, y ≥ 0
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Binární programování a lineární BP

Převod mezi úlohou binárního programování a úlohou
lineárního dvouúrovňového programování (Audet et al., 1997):

x ∈ {0, 1}⇔ y = 0, y ∈ argmax{y′ : y′ ≤ x, y′ ≤ 1− x, y′ ≥ 0}.

17



Celočíselná
lineární dvouúrovňová optimalizace



Celočíselné lineární BP (MIBLP)

minx,y cTx+ dTy
za podm. Ax+ By ≥ a,

xj ∈ Z, ∀j ∈ J,
y ∈ S(x),

kde S(x) = argminy fTy
za podm. Cx+ Dy ≥ b

yj ∈ Z, ∀j ∈ J′.
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Celočíselné lineární BP: Příklad

Příklad (Moore & Bard, 1990):

min −x− 10y
x ∈ Z,
y ∈ argmin{y′ :
−25x+ 20y′ ≤ 30,

x+ 2y′ ≤ 10,
2x− y′ ≤ 15,

2x+ 10y′ ≥ 15,
y′ ∈ Z}. 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4
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Celočíselné lineární BP: Složitost

Věta
Rozhodnout, zda platí (x∗, y∗) ∈ IR pro úlohu (smíšeného)
celočíselného lineárního BP, je NP-těžký problém.

Věta (Lodi et al., 2014)
Problém (smíšeného) celočíselného lineárního BP je ΣP

2-těžký.
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Celočíselné lineární BP: Hodnotová funkce

Hodnotová funkce φ(x) udává optimální hodnotu úlohy
2. úrovně pro dané řešení x:

φ(x) = min
y
{fTy : Cx+ Dy ≥ b, yj ∈ Z ∀j ∈ J′}.

Pomocí hodnotové funkce můžeme formulovat úlohu MIBLP
nasledovně:

minx,y cTx+ dTy
za podm. Ax+ By ≥ a,

Cx+ Dy ≥ b,
xj, yk ∈ Z, ∀j ∈ J, k ∈ J′
fTy ≤ φ(x).
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Celočíselné lineární BP: Relaxace

Které podmínky v MIBLP chceme relaxovat?

• Relaxace podmínek celočíselnosti→ BLP.
• Relaxace fTy ≤ φ(x) (High-point relaxace)→ MILP.
• Relaxace celočíselnosti v High-point relaxaci→ LP.

minx,y cTx+ dTy
za podm. Ax+ By ≥ a,

Cx+ Dy ≥ b,
xj, yk ∈ Z, ∀j ∈ J, k ∈ J′,
fTy ≤ φ(x).

φ(x) = min
y
{fTy : Cx+ Dy ≥ b, yj ∈ Z ∀j ∈ J′}
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Celočíselné lineární BP: (Ne)relaxace

Relaxace podmínek celočíselnosti v 2. úrovni obecně
nefunguje, protože dostaneme těsnější podmínku fTy ≤ φ(x)′.
Příklad (Moore & Bard, 1990):

min −x− 10y
x ∈ Z,
y ∈ argmin{y′ :
−25x+ 20y′ ≤ 30,

x+ 2y′ ≤ 10,
2x− y′ ≤ 15,

2x+ 10y′ ≥ 15,
y′ ∈ Z}.
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Dvouúrovňová optimalizace s intervaly



Maximum Minimum-Cost Flow: BP formulace

Cílem úlohy MMCF (Hoppmann, 2019) je nalézt hodnoty bu pro
zdroje (nabídka) a bw pro stoky (poptávka) takové, že příslušný
tok s minimální cenou v dané síti bude nejdražší možný.
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Maximum Minimum-Cost Flow: ILP formulace

max
b

∑
a∈A

ℓafa

s. t. bu∈ [bu,bu], bw ∈ [bw,bw] ∀u ∈ V+,w ∈ V−
min
f

∑
a∈A

ℓafa

s. t.
∑

a∈δ+(u)
fa −
∑

a∈δ−(u)
fa = bu ∀u ∈ V+∑

a∈δ+(w)
fa −
∑

a∈δ−(w)
fa = bw ∀w ∈ V−∑

a∈δ+(v)
fa −
∑

a∈δ−(v)
fa = 0 ∀v ∈ V0

fa ∈ [0, ca] ∀a ∈ A
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Maximum Minimum-Cost Flow: ILP formulace

max
b

∑
a∈A

ℓafa

s. t. bu∈ [bu,bu], bw ∈ [bw,bw] ∀u ∈ V+,w ∈ V−
min
f

∑
a∈A

ℓafa → Nejhorší konečná optimální hodnota ILP

s. t.
∑

a∈δ+(u)
fa −
∑

a∈δ−(u)
fa = [bu,bu] ∀u ∈ V+∑

a∈δ+(w)
fa −
∑

a∈δ−(w)
fa = [bw,bw] ∀w ∈ V−∑

a∈δ+(v)
fa −
∑

a∈δ−(v)
fa = 0 ∀v ∈ V0

0 ≤ fa ≤ ca ∀a ∈ A
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Intervalové lineární BP

minx,y [c]Tx+ [d]Ty
za podm. [A]x+ [B]y ≥ [a]

y ∈ S(x)

kde S(x) = argminy [f]Ty
za podm. [C]x+ [D]y ≥ [b]

→ rozsah optimálních hodnot, množina optimálních řešení, …
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Intervalové lineární BP: Příklad

Příklad (Calvete & Galé, 2012): min
x,y

[1, 2]x+ [−2,−1]y
y ∈ argmin

y
{[−1, 2]y : (x, y) ∈ M}
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Závěr

Dvouúrovňové lineární programování je těžké.

Celočíselné dvouúrovňové lineární programování ještě těžší.

A co teprve s intervaly…?

Ďakujem za pozornosť!
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