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Kooperativńı teorie her

”Spolupráce, nikoli soupěreńı je zde hlavńım ćılem zkoumáńı.”

Definition
Kooperativńı hra je dvojice (N, v) kde N = {1, . . . , n} je množina
hráč̊u a v : 2N → R je charakteristická funkce kooperativńı hry.
Vždy plat́ı, že v(∅) = 0.

Př́ıklad: v({1, 2, 4}) je hodnota spolupráce hráč̊u 1,2 a 4.



Koncepty řešeńı

”Jak rozdělit zisk?”

Definition
Payoff vektor x ∈ Rn reprezentuje zisk jednotlivých hráč̊u. V i-té
složce xi je uveden zisk hráče i .

Definition
A payoff vector x ∈ Rn je imputace pokud

• xi ≥ v({i}) pro i ∈ N (individuálńı racionalita),

• ∑
i∈N xi = v(N) (eficience).



Koncepty řešeńı

”Za jakých podḿınek je spolupráce všech hráč̊u stabilńı?”

Definition
Jádro hry (N, v) je

C (v) =

{
x ∈ Rn|

∑
i∈N

xi = v(N),
∑
i∈S

xi ≥ v(S),∀S ⊆ N

}

”Jaké je nejspravedlivěǰśı rozděleńı zisku mezi jednotlivé hráče?”

Definition
Pro hru (N, v) je Shapleyho hodnota hráče i dána

φi (v) =
∑

S⊆N\{i}

|S |!(n − |S | − 1)!

n!
(v(S ∪ {i})− v(S))



Tř́ıdy her

”Č́ım v́ıce hráč̊u, t́ım lépe.”

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je

• monotonńı pokud pro T ⊆ S ⊆ N plat́ı

v(T ) ≤ v(S),

• superaditivńı pokud pro každé S ,T ⊆ N že S ∩ T = ∅ plat́ı

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ),

• konvexńı (supermodulárńı) pokud pro každé S ,T ⊆ N plat́ı

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ).

• k-konvexńı =⇒ později



Motivace

• Spojitá optimalizace =⇒ konvexńı funkce
• Diskrétńı optimalizace =⇒ sub/supermodulárńı funkce

• 1970 rank funkce matroidů (submodulárńı)
• několik důkaz̊u v teorii graf̊u, pravděpodobnosti, geometrii,

lattice theory
• Mongeovy matice (Mongeovy pole)

• Množinová funkce f : 2N → R
• S ,T ⊆ N:

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T )

• hlubš́ı pochopeńı vlastnosti:
• Zobecněńı =⇒ k-konvexńı hry
• pochopeńı struktury f

• property testing (Vondrák: Is submodularity testable?)
• částečná informace konvexńıch her (Bok, Černý, Hlad́ık,

Hartman) nebo částečné funkce (Kumar, Bhaskar)



k-konvexńı hry

• Cn ... množina konvexńıch her na n hráč́ıch

• Cnk ... množina k-konvexńıch her na n hráč́ıch

Vlastnosti:

1. Cnn = Cnm, pro m > n

2. Cnn−1 = Cn
n = C

3. obecně neplat́ı ani Cn
i 6⊆ Cn

j , ani Cn
j 6⊆ Cn

i



k-konvexńı hry

• mv ∈ Rn ... upper vektor
• mv

i := v(N)− v(N \ {i}) ... marginálńı p̌ŕıspěvek i do N
• mv (S) =

∑
i∈S m

v
i

Theorem (Proč upper?)

Buď (N, v) kooperativńı hra taková, že C (v) 6= ∅ a x ∈ C (v).
Potom

xi ≤ mv
i

pro všechna i ∈ N.

Proof.
mv

i = v(N)− v(N \ {i}) = x(N)− v(N \ {i}) ≥
x(N)− x(N \ {i}) = xi .

Důsledek: mv (S) ≥ x(S) ≥ v(S)



k-konvexńı hry

• Důsledek: mv (S) ≥ x(S) ≥ v(S)

• g v : 2N → R ... gap funkce
• g v (S) := mv (S)− v(S) =

∑
i∈S m

v
i − v(S)

• gap do kterého se muśı vej́ıt hodnoty payoff vektor̊u z jádra

Theorem
Pro (N, v) takové, že C (v) 6= ∅ plat́ı, že g v (S) ≥ 0 pro všechny
S ⊂ N.



Konvexita očima gap funkce

• Hra (N, v) je konvexńı pokud pro každé S ,T ⊆ N plat́ı

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ).

.

• ekvivalentně S ⊂ T ⊂ N \ {i}:

v(S ∪ {i})− v(S) ≤ v(T ∪ {i})− v(T ).

.

• g v (S) = mv (S)− v(S) =
∑

i∈S m
v
i − v(S)



Konvexita očima gap funkce

• konvexńı pokud pro každé S ,T ⊆ N plat́ı

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ).

g v (S) + g v (T ) ≥ g v (S ∪ T )− g v (S ∩ T )

• ekvivalentně S ⊂ T ⊂ N \ {i}:

v(S ∪ {i})− v(S) ≤ v(T ∪ {i})− v(T ).

g v (S ∪ {i})− g v (S) ≥ g v (T ∪ {i})− g v (T )

• g v (S) = mv (S)− v(S) =
∑

i∈S m
v
i − v(S)



Zobecněńı na k-konvexitu

S ⊂ T ⊂ N \ {i}:

v(S ∪ {i})− v(S) ≤ v(T ∪ {i})− v(T ).

g v (S ∪ {i})− g v (S) ≥ g v (T ∪ {i})− g v (T )

• sekvenčńı proces - hráči 1., . . . , n. vstupuj́ı do koalice jeden po
druhém

• s r̊ustem počtu hráč̊u roste marginálńı p̌ŕır̊ustek koalice

• klesá gap funkce



Zobecněńı na k-konvexitu

• sekvenčńı proces - hráči 1., . . . , k − 1. vstupuj́ı do koalice
jeden po druhém

• poté vstouṕı zbytek hráč̊u společně

1. S ⊆ T ⊆ N \ {i} a |T | ≤ k − 2

g v (S ∪ {i})− g v (S) ≥ g v (T ∪ {i})− g v (T )

2. i ∈ N, j ∈ T \ {i},T ⊆ N : |T | = k − 1:

g v (T ∪ {i} \ {j})− g v (T \ {j}) ≥ g v (N)− g v (T )



Zobecněńı na k-konvexitu

• daľśı podḿınky na gap funkci:

3. g v (N) ≥ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | = k − 1
4. g v (N) ≤ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | ≥ k

Lemma
Pro |S | ≤ k − 2 a i 6∈ S implikuj́ı 1., 2., 3., že

g v (S ∪ {i}) ≥ g v (S).

Proof.
• S ⊆ T , |T | = k − 1, j ∈ T \ S

g v (S ∪ {i})− g v (S)
(1.)

≥ g v (T ∪ {i} \ {j})− g v (T \ {j})
(2.)

≥

g v (N)− g v (T )
(3.)

≥ 0



Zobecněńı na k-konvexitu

• Rozděleńı chováńı gap funkce na nejvýše 3 úrovně:

1. S ⊆ T ⊆ N s |T | ≤ k − 1 : g v (S) ≤ g v (T ) (monotonńı)
2. g v (N) = g v (N \ {i}), pro i ∈ N (konstantńı)
3. |T | ≥ k : g v (T ) ≥ g v (N) (mezi sebou libovolně)

Theorem
Pro libovolné g v ∈ 2N plat́ı: g v (N) = g v (N \ {i})

Proof.
• g v (N) = mv (N)−v(N) =

∑
j∈N(v(N)−v(N \{j}))−v(N) =

(n − 1)v(N)−
∑

j∈N v(N \ {j})
• g v (N \{i}) = (n−1)v(N)−

∑
j∈N\{i} v(N \{j})−v(N \{i}) =

(n − 1)v(N)−
∑

j∈N v(N \ {j})



Zobecněńı na k-konvexitu
3. g v (N) ≥ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | = k − 1
4. g v (N) ≤ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | ≥ k

gv(N) = gv(N \ {i}) n, n-1

|T | ≥ k

gv(T ) ≥ gv(N)

gv(S) ≤ gv(N)

gv(S \ {i}) ≤ gv(S)

|S ′| ≤ k − 1

...



Zobecněńı na k-konvexitu

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je k-konvexńı pokud

1. (vstup jednotlivých hráč̊u do k − 1)
S ⊆ T ⊆ N \ {i} a |T | ≤ k − 2 :

g v (S ∪ {i})− g v (S) ≥ g v (T ∪ {i})− g v (T )

2. (vstup zbytku hráč̊u) i ∈ N, j ∈ T \ {i},T ⊆ N : |T | = k − 1 :

g v (T ∪ {i} \ {j})− g v (T \ {j}) ≥ g v (N)− g v (T )

3. (monotonie) g v (N) ≥ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | = k − 1

4. (max 3 úrovně) g v (N) ≤ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | ≥ k



Zobecněńı na k-konvexitu (očima funkce v)

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je k-konvexńı pokud

1. (vstup jednotlivých hráč̊u do k − 1)
S ⊆ T ⊆ N \ {i} a |T | ≤ k − 2 :

v(S ∪ {i})− v(S) ≤ v(T ∪ {i})− v(T )

2. (vstup zbytku hráč̊u) i ∈ N, j ∈ T \ {i},T ⊆ N : |T | = k − 1 :

v(N) ≥ v(T ) +
∑

`∈(N\T )\{i}

mv
` + v(T ∪ {i} \ {j})− v(T \ {j})

3. (monotonie) v(N) ≤ v(T ) +
∑

`∈N\T
mv
` pro T ⊆ N s

|T | = k − 1

4. (max 3 úrovně) v(N) ≥
∑

`∈N\T
mv
` pro T ⊆ N s |T | ≥ k



1-konvexńı hry

k = 1

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je 1-konvexńı pokud

1. (vstup jednotlivých hráč̊u do k − 1)
S ⊆ T ⊆ N \ {i} a |T | ≤ k − 2 :

g v (S ∪ {i})− g v (S) ≥ g v (T ∪ {i})− g v (T )

2. (vstup zbytku hráč̊u) i ∈ N, j ∈ T \ {i},T ⊆ N : |T | = k − 1 :

g v (T ∪ {i} \ {j})− g v (T \ {j}) ≥ g v (N)− g v (T )

3. (monotonie) g v (N) ≥ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | = k − 1

4. (max 3 úrovně) g v (N) ≤ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | ≥ k



1-konvexńı hry

k = 1

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je 1-konvexńı pokud

1. (vstup jednotlivých hráč̊u do 0)
S ⊆ T ⊆ N \ {i} a |T | ≤ −1 :

g v (S ∪ {i})− g v (S) ≥ g v (T ∪ {i})− g v (T )

2. (vstup zbytku hráč̊u) i ∈ N, j ∈ T \ {i},T ⊆ N : |T | = 0 :

g v (T ∪ {i} \ {j})− g v (T \ {j}) ≥ g v (N)− g v (T )

3. (monotonie) g v (N) ≥ g v (∅)= 0 pro T ⊆ N s |T | = 0

4. (max 3 úrovně) g v (N) ≤ g v (T ) pro T ⊆ N s |T | ≥ 1



1-konvexńı hry

k = 1

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je 1-konvexńı pokud

1. (vstup jednotlivých hráč̊u do 0)
S ⊂ T ⊂ N \ {i} a |T | ≤ −1 :

g v (S ∪ {i})− g v (S) ≥ g v (T ∪ {i})− g v (T )

2. (vstup zbytku hráč̊u) i ∈ N, j ∈ T \ {i},T ⊆ N : |T | = 0 :

g v (T ∪ {i} \ {j})− g v (T \ {j}) ≥ g v (N)− g v (T )

3. (monotonie) g v (N) ≥ 0

4. (max 3 úrovně) g v (N) ≤ g v (T ) pro všechna ∅ 6= T ⊆ N



1-konvexńı hry

k = 1

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je 1-konvexńı pokud pro všechny
neprázdné T ⊆ N plat́ı, že

0 ≤ g v (N) ≤ g v (T ).



1-konvexńı hry

k = 1

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je 1-konvexńı pokud pro všechny
neprázdné T ⊆ N plat́ı, že

0 ≤ g v (N) ≤ g v (T ).

1. g v (N) ≥ 0
• g v (N) = mv (N)− v(N) ≥ 0 =⇒ mv (N) ≥ v(N)

2. g v (S) ≥ g v (N)
• mv (S)− v(S) ≥ mv (N)− v(N)
• v(N)−mv (N \ S) ≥ v(S)



1-konvexńı hry

k = 1

Definition
Kooperativńı hra (N, v) je 1-konvexńı pokud

1. mv (N) ≥ v(N)

2. v(N)−mv (N \ S) ≥ v(S) (∅ 6= S ⊆ N)

• mv (N) ≥ v(N)
• mv

i = v(N)− v(N \ {i}) je zisk, na který má i právo
• p̌ri této nerovnosti na všechny vyš̌śı nároky neńı brán žretel

• v(N)−mv (N \ S) ≥ v(S)
• pokud hráč̊um z N \ S vyplat́ıme jejich marginálńı p̌ŕıspěvky,

pǒrád má v(N) pro S věťśı hodnotu než v(S)



Jádro 1-konvexńı hry

Jádro hry (N, v) je

C (v) = {x ∈ Rn|x(N) = v(N), x(S) ≥ v(S),∀S ⊆ N}

Theorem
Následuj́ıćı jsou ekvivalentńı:

1. (N, v) je 1-konvexńı,

2. mv − g v (N)ei ∈ C (v) pro všechna i ∈ N,

3. C (v) = conv{mv − g v (N)ei
∣∣i ∈ N}.



Jádro 1-konvexńı hry

Theorem
Následuj́ıćı jsou ekvivalentńı:

1. (N, v) je 1-konvexńı,

2. mv − g v (N)ei ∈ C (v) pro všechna i ∈ N,

3. C (v) = conv{mv − g v (N)ei
∣∣i ∈ N}.

Proof.
• 3. =⇒ 2. je triviálńı

• 1. =⇒ 3. technické a trochu deľśı

• 2. =⇒ 1. ukážeme



Jádro 1-konvexńı hry

Theorem
Pokud mv − g v (N)ei ∈ C (v) pro všechna i ∈ N, potom je (N, v)
1-konvexńı.

Proof.
Značeńı: f j = mv − g v (N)ej

1. g v (N) ≥ 0
• Libovolné j ∈ N :
• f j ∈ C (v)
• ∀i : mv

i ≥ xi pro všechny x ∈ C (v) =⇒ ∀i : mv
i ≥ f ji

• specielně pro j : mv
j ≥ f jj = mv

j − g v (N)
• =⇒ g v (N) ≥ 0



Jádro 1-konvexńı hry

Theorem
Pokud mv − g v (N)ei ∈ C (v) pro všechna i ∈ N, potom je (N, v)
1-konvexńı.

Proof.
Značeńı: f j = mv − g v (N)ej

2. g v (S) ≥ g v (N) pro libovolné ∅ 6= S ⊆ N
• Libovolné i ∈ S :
• f i ∈ C (v)
• f i (S) ≥ v(S)
• ekvivalentně: mv (S)− g v (N) ≥ v(S)
• ekvivalentně: mv (S)− v(S) ≥ g v (N)

• mv (S)− v(S) = g v (S) =⇒ g v (S) ≥ g v (N)



Jádro 1-konvexńı hry

Theorem
Následuj́ıćı jsou ekvivalentńı:

1. (N, v) je 1-konvexńı,

2. mv − g v (N)ei ∈ C (v) pro všechna i ∈ N,

3. C (v) = conv{mv − g v (N)ei
∣∣i ∈ N}.

Proof.
• 3. =⇒ 2. je triviálńı

• 1. =⇒ 3. technické a trochu deľśı

• 2. =⇒ 1. ukázali jsme



Charakterizace jádra 1-konvexńıch her pomoćı mv

Theorem
Buď (N, v) 1-konvexńı hra. Následuj́ıćı jsou ekvivaletnńı:

1. x ∈ C (v)

2. x(N) = v(N) a xi ≤ mv
i pro všechna i ∈ N.

Proof.

1. 1. =⇒ 2. - plat́ı pro libovolnou hru (N, v)

2. 2. =⇒ 1.
• S ⊆ N,S 6= ∅
• chceme x(S) ≥ v(S) (stabilita koalice)
• x(S) = x(N)− x(N \ S) =
• v(N)− x(N \ S)
• mv (N \ S) ≥ x(N \ S)

• =⇒ v(N)− x(N \ S) ≥ v(N)−mv (N \ S)

• V (N)−mv (N \ S) ≥ v(S) (vlastnost 1-konvexity)
• =⇒ x(S) ≥ v(S).



Jádro k-konvexńıch her

• σ ∈ Σn ... permutace

• Pσi := {j ∈ N : σ(j) < σ(i)} ... koalice hráč̊u p̌redcházej́ıćıch
hráči i p̌ri permutaci σ

Definition
Vektor marginálńıch hodnoty (marginal worth vector) xσ,k(v) ∈ Rn

pro hru v vzhledem ke koalićım velikosti max k je

xσ,ki (v) =


v(Pσi ∪ {i})− v(Pσi ) pokud σ(i) ≤ k

mv
i pokud σi ≥ k

mv
i − (g v (N)− g v (Pσi )) pokud σ(i) = k



Jádro k-konvexńıch her

Definition
Vektor marginálńıch hodnoty (marginal worth vector) xσ,k(v) ∈ Rn

pro hru v vzhledem ke koalićım velikosti max k je

xσ,ki (v) =


v(Pσi ∪ {i})− v(Pσi ) pokud σ(i) ≤ k

mv
i pokud σi ≥ k

mv
i − (g v (N)− g v (Pσi )) pokud σ(i) = k

• Hráči σ(1), . . . , σ(k − 1) dostanou jejich marginálńı hodnotu
v̊uči koalici p̌redchůdc̊u Pσ1 ,P

σ
2 , . . . ,Pk − 1σ

• Hráči σ(k + 1), . . . , σ(n) dostanou jejich marignálńı p̌ŕıspěvky
do grandkoalice (mv

i )

• Hráč σ(k) (v̊udce) Pσi shrábne zbytek



Jádro k-konvexńıch her

Theorem
Následuj́ıćı jsou ekvivalentńı:

1. (N, v) je k-konvexńı,

2. xσ,k ∈ C (v) pro všechna σ ∈ Σn,

3. C (v) = conv{xσ,k
∣∣σ ∈ Σn}.

Proof.
Technický na pár stránek
=⇒ důkaz Přihlédnut́ım na časovou náročnost

Theorem
Pro (N, v) k-konvexńı hru jsou {xσ,k

∣∣σ ∈ Σn} extrémńı vrcholy
jádra. V d̊usledku má jádro nejvýše k!

(n
k

)
extrémńıch vrchol̊u.


