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Kooperativni teorie her

"Spolupréce, nikoli soupefeni je zde hlavnim cilem zkoumani.”

Definition

Kooperativni hra je dvojice (N, v) kde N = {1,...,n} je mnoZina
hré¢i a v: 2V — R je charakteristicka funkce kooperativni hry.
Vzdy plati, e v(0) = 0.

P¥iklad: v({1,2,4}) je hodnota spoluprdce hra¢i 1,2 a 4.



Koncepty feseni

" Jak rozdélit zisk?”

Definition
Payoff vektor x € R" reprezentuje zisk jednotlivych hraéa. V i-té
sloZce x; je uveden zisk hrace i.

Definition

A payoff vector x € R" je imputace pokud
® x; > v({i}) pro i € N (individudIni racionalita),
® > ienXi = v(N) (eficience).



Koncepty feseni
"Za jakych podminek je spoluprace viech hracid stabilni?”

Definition
Jadro hry (N, v) je

C(v)—{xeR"|Zx,-_v ZX,ZV SCN}

ieN i€S

" Jaké je nejspravedlivéjsi rozdéleni zisku mezi jednotlivé hrace?”

Definition
Pro hru (N, v) je Shapleyho hodnota hrate i dana

=3 BP0 s ) v

SCN\{i}



T¥idy her
" Cim vice hraca, tim lépe.”
Definition
Kooperativni hra (N, v) je
® monotonni pokud pro T C S C N plati

v(T) < v(S),
® superaditivni pokud pro kazdé S, T C N 2e SN T = () plati
v(S)+v(T)<v(SUT),
o konvexni (supermoduldrni) pokud pro kazdé S, T C N plati
v(iS)+v(T)<v(SUT)+v(SNT).

® k-konvexni = pozdéji



Motivace

Spojitd optimalizace = konvexni funkce
Diskrétni optimalizace = sub/supermoduldrni funkce
® 1970 rank funkce matroidd (submoduldrni)
® né&kolik dikazi v teorii grafli, pravdépodobnosti, geometrii,
lattice theory
® Mongeovy matice (Mongeovy pole)
MnoZinova funkce f: 2V — R

SSTCN:
v(iS)+v(T)<v(SUT)+v(SNT)

hlubsi pochopeni vlastnosti:
® Zobecnéni = k-konvexni hry
® pochopeni struktury f
® property testing (Vondrak: Is submodularity testable?)
® astetnd informace konvexnich her (Bok, Cerny, Hladik,
Hartman) nebo ¢dste¢né funkce (Kumar, Bhaskar)



k-konvexni hry

e C" ... mnoZina konvexnich her na n hra&ich

® C/ ... mnoZina k-konvexnich her na n hracich
Vlastnosti:

1. Cp=C],prom>n

2.C) ,=C"'=C

3. obecn& neplati ani (' €7, ani (' £ (7



k-konvexni hry

e m¥ € R" ... upper vektor
* m!:=v(N)—v(N\{i}) ... margindini p¥ispévek / do N
* m(S)=Yjes mi

Theorem (Pro& upper?)

Bud (N, v) kooperativni hra takovd, %e C(v) # 0 a x € C(v).
Potom

X,'Sm,-

pro vsechna i € N.

Proof.
m{ = v(N) = v(N\ {i}) = x(N) — v(N\ {i}) >
x(N) = x(N\ {i}) = x.

Dusledek: m¥(S) > x(S) > v(S)



k-konvexni hry

e Disledek: m“(S) > x(S) > v(S)

o gv: 2N 5 R ... gap funkce
* g"(5):=m"(5) = v(S) = Xjes m — v(5)

® gap do kterého se musi vejit hodnoty payoff vektor( z jadra

Theorem
Pro (N, v) takové, Zze C(v) # () plati, Ze g*(S) > 0 pro vSechny
SCN.



Konvexita o¢ima gap funkce

® Hra (N, v) je konvexni pokud pro kazdé S, T C N plati

v(S)+v(T)<v(SUT)+v(S5NT).

® ckvivalentne€ S C T C N\ {i}:

v(SU{i}) = v(S) < v(TU{i})—v(T).

* g%(5) = m"(5) = v(S) = Xjes mi — v(5)



Konvexita o¢ima gap funkce

e konvexni pokud pro kazdé S, T C N platf
V(S) +v(T) < v(SUT)+v(SN T).
g'(5)+g"(T) = g"(SUT)—g"(5NT)
® ckvivalentne€ S C T C N\ {i}:
v(SU{i}) = v(S) < v(T U{i})—v(T).
g'(Suii}) —g"(8) = g"(Tu{i}) —g"(T)

* g%(5) = m"(5) = v(S) = Xjes mi — v(5)



Zobecnéni na k-konvexitu

ScTcN\{i}:
v(SU{i}) = v(S) < v(TU{i})—v(T).

g'(su{i}) —g"(5) = g"(TU{i}) — &"(T)

® sekvenéni proces - hradi 1.,..., n. vstupuji do koalice jeden po
druhém

v/ o

® s rlistem poctu hrali roste marginalni pFiriistek koalice
® klesa gap funkce



Zobecnéni na k-konvexitu

® sekvenéni proces - hradi 1.,..., k — 1. vstupuji do koalice
jeden po druhém

® poté vstoupi zbytek hracd spole¢né

1. SCTCN\{i}a|T|<k-2
g'(Su{it) —g"(8) = g"(Tu{i}) — g"(T)
2. ieNjeT\{i}, TCN:|T|=k—-1:

g/ (TU{I\{Jj}) —&"(T\{j}) = g"(N) —g"(T)



Zobecnéni na k-konvexitu

® daldi podminky na gap funkci:
3. g (N)>g"(T)pro TC Ns |T|=k—1
4. g'(N)<g"(T)pro TC Ns|T| >k

Lemma
Pro|S| < k—2ai¢S5 implikuji1.,2.,3., e

g"(Su{i}) > g"(5).
Proof.
e SCT,T|=k-1jeT\S

/(S UL - 8(9) Ve Tu i Oh - e (T\ )
g"(N)—g“(T) > 0

(2)
>



Zobecnéni na k-konvexitu

® Rozdé&leni chovani gap funkce na nejvySe 3 (rovné:
1. SCTCNs|T|<k—-1:g"(5)<g"(T) (monotonnf)
2. g"(N)=g"(N\ {i}), pro i € N (konstantn/)
3. |T| > k: g“(T) > g"(N) (mezi sebou libovolng)

Theorem
Pro libovolné g* € 2N plati: g"(N) = g“(N\ {i})

Proof.

* g"(N) = m"(N) = v(N) =3 jen(v(N) = v(N\{j})) = v(N) =

(n=1)v(N) = 2 jen vIN\ {J})

* g"(N\{i}) = (n=v(N) =2 jem iy VINNUH) —vIN\{7}) =

(n=1v(N) = X jen vIN\ {Jj})

O



Zobecnéni na k-konvexitu
(T)pro TC Ns|T|=k—1
“(TYpro TC Ns|T|>k

IT| > k

g"(T) > g"(N)

9(8) < g"(N)

S\ () <9'19) /

1Sl < k-1

A




Zobecnéni na k-konvexitu

Definition
Kooperativni hra (N, v) je k-konvexni pokud

1. (vstup jednotlivych hrd¢d do k — 1)
SCTCN\{i}a|T|<k-2:

g'(SU{i}) —g"(5) 2 g"(TU{i}) - &"(T)
2. (vstup zbytku hracd) ie N,je T\{i}, TCN:|T|=k—1:
g/ (Tu{i\{j}) —g"(T\{j}) = g"(N) — g"(T)

3. (monotonie) g"(N) > g“(T)pro TC Ns|T|=k—-1
4. (max 3 drovn&) g"(N) < g“(T)pro TC Ns|T| >k



Zobecné&ni na k-konvexitu (o&ima funkce v)
Definition
Kooperativni hra (N, v) je k-konvexni pokud

1. (vstup jednotlivych hrd¢d do k — 1)
SCTCN\{i}a|T|<k-2:

v(SU{i}) = v(S) < v(T U{i}) = v(T)

2. (vstup zbytku hrd¢a) ie N,j e T\{i}, TCN:|T|=k—-1:

V(N2 v(T)+ Y mi +v(TU{iP\ ) = v(T\ {j})
Ce(M\T)\{i}
3. (monotonie) v(N) < v(T)+ > m/pro TC Ns

- CEN\T
TI=k-1

4. (max 3 drovn&) v(N) > > m/pro TC Ns|T|>k
EN\T



1-konvexni hry

k=1

Definition
Kooperativni hra (N, v) je I-konvexni pokud

1. (vstup jednotlivych hrd¢d do k — 1)
SCTCN\{i}al|T|<k-2:

g"(SU{i}) —g"(5) = g"(T U{i}) — g"(T)
2. (vstup zbytku hré¢t) ie N,je T\{i}, TCN:|T|=k—1:
g (TU{iI\{j}) —&"(T\{j}) = g"(N) —g"(T)

3. (monotonie) g"(N) > g“(T)pro TC Ns|T|=k—-1
4. (max 3 drovné) g"(N) < g"(T)pro TC Ns|T| >k



1-konvexni hry

k=1

Definition
Kooperativni hra (N, v) je I-konvexni pokud

1. (vstup jednotlivych hri¢a do 0)
SCTCN\{i}a|T|<-1:

g'(Su{i}) —g"(5) = g"(Tu{i}) - g"(T)
2. (vstup zbytku hrd¢d) ie N,j € T\{i}, TCN:|T|=0:
g/ (TU{I\{Jj}) —g"(T\{j}) = g"(N) —g"(T)

3. (monotonie) g¥(N) > g“(0)=0pro TC Ns|T|=0
4. (max 3 drovng) g"(N) < g“(T)pro TC Ns|T|>1



1-konvexni hry

k=1
Definition
Kooperativni hra (N, v) je I-konvexni pokud
1 jednothivych-hriirdo-0)
SCTCN\{italT|<—-1:

3. (monotonie) g¥(N) >0
4. (max 3 drovn&) g"(N) < g“(T) pro vechna ) # T C N



1-konvexni hry

k=1

Definition
Kooperativni hra (N, v) je I-konvexni pokud pro viechny
neprazdné T C N plati, Ze

0<g"(N)<g"(T).



1-konvexni hry

k=1

Definition
Kooperativni hra (N, v) je I-konvexni pokud pro viechny
neprazdné T C N plati, Ze



1-konvexni hry

k=1

Definition

Kooperativni hra (N, v) je 1I-konvexni pokud
1. mY(N) > v(N)
2. v(N)—=m“(N\S)>v(S) (0 #SCN)

* m“(N) > v(N)
* mY =v(N)—v(N\/{i}) je zisk, na ktery md i pravo
® pFi této nerovnosti na v8echny vyssi ndroky neni bran ztetel
o v(N) — m'(N\ S) > v(S)
® pokud hrd€&lim z N\ S vyplatime jejich marginaIni p¥isp&vky,
pofdd ma v(N) pro S v&tsi hodnotu nez v(S)



Jadro 1-konvexni hry

Jadro hry (N, v) je

C(v) = {x e R"|x(N) = v(N),x(S5) > v(5),VS C N}

Theorem
Nasledujici jsou ekvivalentni:

1. (N, v) je 1-konvexni,
2. m¥ —g"(N)ej € C(v) pro vsechna i € N,
3. C(v) = conv{m" — g"(N)e;|i € N}.



Jadro 1-konvexni hry

Theorem
Nésledujici jsou ekvivalentni:

1. (N, v) je 1-konvexni,
2. m¥ —g"(N)ej € C(v) pro vsechna i € N,
3. C(v) = conv{m" — g"(N)e;|i € N}.

Proof.
® 3. — 2. je trividln{
® 1. = 3. technické a trochu delsi
e 2. = 1. ukdZeme



Jadro 1-konvexni hry

Theorem
Pokud m” — g¥(N)e; € C(v) pro véechna i € N, potom je (N, v)
1-konvexni.

Proof.
Znateni: fi = m' — g"(N)e;
1. g"(N) =0
® Libovolné j e N :
* fleC(v)
® Vi:m! > x proviechny x € C(v) = Vi:m! > f,-j
® specieln& pro j: m{ > 75-j =mj —g"(N)
* = g'(N)=0



Jadro 1-konvexni hry

Theorem
Pokud m” — g¥(N)e; € C(v) pro véechna i € N, potom je (N, v)
1-konvexni.

Proof.
Znateni: f = m¥ — g“(N)e

2. gY(S) > g“(N) pro libovolné ) #S C N
® Libovolné i€ S:
° fie C(v)
° fi(S) > v(S)
® ckvivalentn& m'(S) — g"(N) > v(S)
® ckvivalentn&: m"(S) — v(S) > g“(N)

* m'(S)—v(S)=2g"(5) = g"(5) = g"(N)

O



Jadro 1-konvexni hry

Theorem
Nasledujici jsou ekvivalentni:

1. (N, v) je 1-konvexni,
2. m¥ —g"(N)ej € C(v) pro vsechna i € N,
3. C(v) = conv{m" — g"(N)e;|i € N}.

Proof.
® 3. — 2. je trividln{
® 1. = 3. technické a trochu delsi
® 2. — 1. ukazali jsme



Charakterizace jadra 1-konvexnich her pomoci m"

Theorem
Bud (N, v) 1-konvexni hra. Ndsledujici jsou ekvivaletnni:

1. xe

C(v)

2. x(N) =v(N) ax; < m! pro vSechna i € N.

Proof.

1. 1. = 2. - plati pro libovolnou hru (N, v)
2. 2. = 1.

SCN,S#0D
chceme x( ) > v(S) (stabilita koalice)

x(N\ S) =
)

m”(z\/ \5) = x(N\S)
°* — v(N)—x(N\S)>v(N)—m"(N\S)
V(N)—m"(N\ S) > v(S) (vlastnost 1-konvexity)
o — x(S)> v(S).

=
2
|
35\ o~
==
—
(V)



Jadro k-konvexnich her

® g €2, .. permutace
o P7:={jeN:o(j)<o(i)} ... koalice hrdti predchazejicich

hradi i p¥i permutaci o

Definition
Vektor marginélnich hodnoty (marginal worth vector) x®(v) € R"

pro hru v vzhledem ke koalicim velikosti max k je

v(P7 U{i}) = v(P7) pokud o(i) < k
/ pokud o; > k

Y —(g“(N) —g"(P?)) pokud o(i) =k



Jadro k-konvexnich her

Definition
Vektor margindlnich hodnoty (marginal worth vector) x7*(v) € R"
pro hru v vzhledem ke koalicim velikosti max k je

v(P7 U{i}) = v(P7) pokud o (i) < k
x7(v) = m! pokud o; > k

m{ — (g"(N) —g“(P7)) pokud o(i) = k

® Hradi o(1),...,0(k — 1) dostanou jejich marginalni hodnotu
vici koalici ptedchidcd Py, PS5, ..., Py —1°

e Hradi o(k +1),...,0(n) dostanou jejich marigndlni p¥isp&vky
do grandkoalice (m})

® Hra¢ o(k) (vidce) P{ shrdbne zbytek



Jadro k-konvexnich her

Theorem
Ndsledujici jsou ekvivalentni:

1. (N,v) je k-konvexni,
2. x9k € C(v) pro vechna o € ¥,
3. C(v) = conv{x™*|o € £}

Proof.
Technicky na par stranek
— dukaz PFihlédnutim na &asovou ndroénost

Theorem
Pro (N, v) k-konvexni hru jsou {x"’k‘a € X} extrémni vrcholy
jddra. V diisledku m3 jadro nejvySe k!(}) extrémnich vrchold.



