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Realny skalarni soucin — motivace
Standardni skalarni soucin vektort x,y € R” je definovan jako
xTy = iy XiYi
» Geometricky vyjadfuje skalarni soucin vztah
xTy =Ix]l - Iyl - cos (),
kde ¢ je thel mezi vektory x, y.

> Specialné, x,y jsou kolmé pravé tehdy, kdyz x"y = 0.



Realny skalarni soucin — motivace
Standardni skalarni soucin vektort x,y € R” je definovan jako
xTy = iy XiYi
Vlastnosti:
> Plati x"x =", x? > 0.
Rovnost jen pro x = o.

Velikost vektoru x € R” je ||x]| = VxTx = />0 x?

2.
» Symetrie: x"y =y x.
» Linearni funkci v prvni i druhé slozce, ale ne v obou zaroven.
Pro kazdé x,x',y € R" a a € R plati
(x+x)Ty =xTy+xTy,
)Ty =a(x"y).
Ale obecné neplati napriklad

(x+xX)(y+y)=xTy+xTy.

(ax



Realny skalarni soucin

Definice (Skalarni soucin nad R)

Bud V vektorovy prostor nad R. Pak skalarni soucin je zobrazeni
(-,-): V% — R, splijici pro viechna x,y,z€ V a a € R:

x,x) > 0 a rovnost nastane pouze pro x = 0,
x+y,z)=(x,2) + (y,2),

ax,y) = alx,y),

x,y) = {y,x).

Ll s
o~ S~~~

Poznamky a disledky:
> Proc téleso R?
» Linearita i ve druhé slozce
» (0,x) =(x,0)=0



Komplexni skalarni soucin

komplexné sdruzené Cislo k €islu a+ bi € C je a+ bi = a — bi.

Definice (Skalarni soucin nad C)

Bud V vektorovy prostor nad C. Pak skalarni soucin je zobrazeni
{-,-): V2 — C, spliujici pro viechna x,y,z € V a a € C:

(x,x) > 0 a rovnost nastane pouze pro x = 0,

x+y,2) =(x2)+{y,2),
(
(

Poznamky a disledky:
» Proc je (x, x) realné?

» Linearita i ve druhé slozce?



Skalarni soucin — priklady
Priklady standardnich skalarnich soucini
> V prostoru R": (x,y) =xTy =37 xiy;.
> V prostoru C": (x,y) =xTy =37, x;y:.

Zobrazeni (x,y) = x"y neni skalarni soucin, napiiklad pro
x = (i,i)7 by bylo (x,x) = xTx = -2,

» V prostoru R™*": standardni skalarni soucin
(A,B) =310 >0y aijjby — trace(ABT).

» V ([, 5], Prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b]:
standardni skalarni soucin (f, g) f f(x)g(x)dx

Standardni skalarni sou¢in v R"” a soucin matic A, B

p
(AB)jj = Z aikbk; = AixBsj = (Ajx, Byj)-
k=1



Skalarni soucin — jednoznacnost obrazl baze

Bud B ={z,...,z,} baze prostoru V nad R a uvazujme libovolné
dva vektory x,y € V. Ty maji vyjadreni

n n
x=Y oizi, y=) Bz
i=1 j=1
pro urcité aq, ..., an, 51, .-, 0s € R. Pak
n n n n
(x,y) = <z z@-z,-> — Y wibian ).
i=1 j=1 i=1 j=1

Tudiz skalarni soucin je jednoznaéné uréeny hodnotami soucinii
vsech dvojic bazickych vektorii (z;, zj) pro i,j=1,...,n.

» Narozdil od linearniho zobrazeni nemtizeme hodnoty (z;, z;)
nastavit libovolné.
Nadale uvazujeme vektorovy prostor V' nad R nebo nad C se
skalarnim soucinem.



Norma a kolmost

Definice (Norma indukovana skalarnim soucinem)
Norma indukovana skalarnim soucinem je definovana

IIx]| = v/ (x,x), kde x € V.

Pro standardni skalarni souéin v R": eukleidovskd norma

x|l = VxTx = /370, x?.

Definice (Kolmost)
Vektory x,y € V jsou kolmé, pokud (x,y) = 0. Znaceni: x L y.

Priklady kolmych vektorti pro standardni skalarni souciny
> (1,2,3)7 L (1,1,-1)7,
» -ty fadek regularni matice A a j-ty sloupec A%, kde i # j,
» V prostoru C[_r n}: sinx L cosx L 1.



Pythagorova véta

Véta (Pythagorova)
Pokud x,y € V jsou kolmé, pak
Ix + y I = [IxI1* + [y l%.

Dakaz.
Odvodime
Ix+yl? = (x +y,x+y) = (x,x) + (x, ) + (v, x) +{y,y) =
=0 =0

= (x,x) + (v, ) = IxI? + Iy )%

» Nad R plati i opaéna implikace
(rovnost ||x + y|I> = ||x||? + ||y||? implikuje kolmost x L y)

» Nad C opacna implikace obecné neplati.



Cauchyho—Schwarzova nerovnost

Motivace: Standardni skalarni soucin v R” spliuje
T
<y = Il - Iyll - cos (),
z Cehoz

x Ty < IIx[l- llyll

Véta (Cauchyho—Schwarzova nerovnost)
Pro kazdé x,y € V plati

[l < i - iyl



Cauchyho—Schwarzova nerovnost

Véta (Cauchyho—Schwarzova nerovnost)
Pro kazdé x,y € V plati

[l < il iyl

Ditkaz (Realna verze).
Pro y = o plati, tak predpokladejme y # o. Uvazujme funkci
f(t) = (x+ty,x + ty) > 0.
Pak
F(t) = ()t y)+tly, )+, y) = ()20, y)+t2(y, y).-

Jedna se o kvadratickou funkci, ktera je vsude nezaporna, nemiize
mit tedy dva riizné kofeny. Proto je pfislusny diskriminant nekladny:

4(x,y)? = 4(x,x)(y,y) < 0.
Odtud (x,y)? < (x,x)(y,y), odmocnénim [{x, y)| < [[x] - [ly[. O



Cauchyho—Schwarzova nerovnost
Véta (Cauchyho—Schwarzova nerovnost)
Pro kazdé x,y € V plati
[ < XA )

Poznamky
» Ekvivalentni podoba (pro¢ je tam absolutni hodnota?)
[y P < (6, x) v, y)-
» Pro standardni skalarni soucin v R":
(o) = (£)(5)
i=1 i=1 i=1
» Dosad x = (a,b,c)T, y = (b,c,a)7:
ab+ bc+ca < a® + b + c?

> Uzitecna nerovnost pro riizna odvozeni, napf. v nasledujicim.



Trojahelnikova nerovnost

y Xty

>
X

o
x|

Disledek (Trojahelnikova nerovnost)
Pro kazdé x,y € V plati

[ + Il < lIx[[ + [lyl-



Trojahelnikova nerovnost

Disledek (Trojahelnikova nerovnost)
Pro kazdé x,y € V plati
[ + Il < lIx[[ + [lyl-

Dakaz.
Nejprve pfipomenme, ze pro kazdé komplexni Cislo z = a + bi plati:
z+Z =2a=2Re(z), a dale a < |z|. Nyni mizeme odvodit:
Ix +y1? = (x +y.x +y) = (,x) + {y,y) + (xy) + (v, %)
= (%) + {y,y) + 2Re((x,y))
< (6 x) + (v, y) + 206 y)|
< X1+ 12+ 2111 - [y
(X1l =+ [y [H?,

Tedy mame |1 + y|[* < ([Ix]| + [lyll)*. O



Intermezzo — norma obecné

Definice

Bud V vektorovy prostor nad R nebo C. Pak norma je zobrazeni
I|-]: V — R, spliujici:

L. ||x|| > 0 pro viechna x € V, a rovnost pouze pro x = 0,

2. |lax]|| = |a - ||x|| pro vsechna x € V/, a pro viechna a € R
resp. o € C,

3. lx +y Il < lixlF =+ liyll-

Tvrzeni

Norma indukovana skalarnim soucinem je normou.

Diikaz.
Vlastnost 1 plati z definice. Vlastnost 3 uz mame. Vlastnost 2:

lax| = v/{ax, ax) = Vaa(x, x) = Vaa/(x,x) = |a| - ||x]. O




Norma obecné — priklady

Pro p=1,2,... definujeme p-normu vektoru x € R" jako
1
Ixllp = (327=g [xilP) 7

Specialni volby p vedou ke znamym normam:

» pro p = 2: eukleidovskd norma ||x||2 = /> 7, x?

i

coz je norma indukovana standardnim skalarnim soucinem,

J— . ~ A J— n .
» pro p = 1: souctova norma ||x|l1 = > /4 |xil,
nazyva se manhattanska norma, protoze odpovida realnym
vzdalenostem pfi prochazeni pravouhlé sité ulic ve méstg,

» pro p = oo (limitnim pfechodem):
maximova (CebySevova) norma ||x||cc = maxj=1,...n |Xil.



Sou&tova norma

Souctova norma aneb skutecné vzdalenosti ve mésté




Maximova norma

Cebysevovska aproximace funkce f(x)
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Norma obecné — jednotkova koule

Jednotkova koule je mnozina vektorii, které maji normu nanejvys 1
a tedy jsou od pocatku vzdaleny maximalné 1:

{x eV, x| <1}.

X2 X2 \
1 1 1

AN
_QJlxl _&/Vq 1 o 11

-1 -1 —1

eukleidovskad norma  sou¢tova norma maximova norma

» Jednotkova koule je vzdy uzavriena, omezena, symetricka dle
pocatku, konvexni a pocatek lezi v jejim vnitrku.



Norma a metrika

Kazda norma urcuje vzdalenost metriku (vzdalenost) predpisem

d(x,y) =[x =yl

tedy vzdalenost vektorid x, y zavadi jako velikost jejich rozdilu.



Vzdalenost a klasifikace ¢islic

. .
Chceme klasifikovat:

Jednotlivé vzdalenosti:

0: 1957.44 1:2237.30 2:2015.79 3:1816.23 4: 1868.78
5:1771.64 6:2038.57 7:2090.51 8:1843.22 9: 1900.81

<)

Klasifikujeme jako 5 (ale je blizko také cislu 3).



Nasledujici téma
@ Skalarni soucin

@ Ortonormalni baze, Gramova—Schmidtova ortogonalizace



Ortogonalni a ortonormalni systém

Definice (Ortogonalni a ortonormalni systém)
Systém vektorli z1,...,z, je
» ortogonalni, pokud (z;, zj) = 0 pro vSechna i # j;

» ortonormalni, pokud je ortogonalni a ||z;|| = 1 pro vSechna i.

Poznamky:
> Je-li systém zp,..., z, ortonormalni, pak je také ortogonalni.

» Naopak to obecné neplati, ale neni problém ortogonalni systém
zortonormalizovat.

Jsou-li z, ..., z, nenulové a ortogonalni, pak
1 1
T Z], e, o Z,
Tzl L2 Tzl <7

jsou ortonormalni.



Ortogonalni a ortonormalni systém — priklady

» Prostor R? se standardnim skalarnim soucinem:

X2
1

A D
-1 0] "1 x

Ortonormalni baze
(1,0)™, (0,1)".

» prostor R": kanonicka baze ey, ...

X2

1

-1 0 | 1 X
Ortonormalni baze

2(L1)7, B(-1,1)7.



Ortogonalni a ortonormalni systém — linearni nezavislost

Tvrzeni
Je-li systém zy, ..., z, ortonormalni, pak je linearné nezavisly.

Diikaz.

Uvazujme linearni kombinaci Y. ; ajz; = o. Pro kazdé k plati:

<Z OéiZi,Zk> = (0,z¢) =0
i—1

a zaroven
n

n
<Z OéiZi,Zk> = ailzi, z) = aulzi, 26) = cu. O
i=1

i=1



Ortogonalni a ortonormalni systém — Fourierovy koeficienty

Véta (Fourierovy koeficienty)

Bud' zi,...,z, ortonormalni baze prostoru V. Pak pro kazdé
x € V plati

n

X = Z(X,Zi>2;.

i=1

Diikaz.
Vime, ze x = Y i ajz; a soufadnice v, ..., a, jsou jednoznacné.
Nyni pro kazdé k:

n
(x, zk) <Za z,,zk> = Za;(z,-,zk> = ay(zk,zxk) = ax. O

i=1

> vyjadreni x = Y7 ,(x, zj)z; se nazyva Fourierdv rozvoj

» skalary (x,z), i =1,...,n se nazyvaji Fourierovy koeficienty



Fourierovy koeficienty — priklad

Priklad
Uvazujme x = (3,5) 7.

» Nejprve bud z = (1,0)7, z» := (0,1)7. Pak
x = (x,21)z1 + (X, 22)z0 = 321 + 520 = 3(1,0) " +5(0,1)7.

» Nyni bud z = g(l, N7, 2= g(—l, 1)7. Pak
x=(x,z21)z1 + (x,22)z0 = 4221 + V2.



Fourierovy koeficienty — geometricky vyznam

> v rozvoji x = .1 ;(x, zj)z; udava clen (x, z;)z; projekci
vektoru x na pfimku span{z;}.

Z1

(x,z1)z1

(x,21)z1
Vektory z1, 2
ortonormalni. Vektory z1, zp délky 1, ale ne ortogonalni.



Gramova—Schmidtova ortogonalizace — myslenka

» Dana baze xq,..., x, prostoru V.

» Jak sestrojit ortonormalni bazi?

» |dea: Postupnym nakolmovanim vektord.
Od vektoru xx odecteme jeho projekci do span{xy,...,xk_1};
tak bude kolmy na viechny predchozi.

X3
X2 y3

Y2

Z> tz?)
; ) span{xy, x2}

V)
S
>

S
->

Z1 X1

Nakolmeni druhého © 21

vektoru. Nakolmeni tretiho vektoru.



Gramova—Schmidtova ortogonalizace — algoritmus

Algoritmus (Gramova—-Schmidtova ortogonalizace)

Vstup: linearné nezavislé vektory xq,...,x, € V.
1. for k:=1to ndo
k—1
2. Vi = Xk — Z(xk, zj)zj, //vypocitame kolmici
j=1
1 . .
3. z) = H Hyk, //normalizujeme délku na 1
Yk
4. end for
Vystup: z1, ..., z, ortonormalni baze prostoru span{xy,...,x}.

Dukaz. (Spravnost Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace)
Matematickou indukci podle n. Pro n =1 je

> y1=x1# o0,
> z; = mxl je dobre definovany a span{x;} = span{z}.



Gramova—Schmidtova ortogonalizace — ditkaz

Ditkaz. (Indukéni krok n < n—1).
Predpoklad: z,...,z,_1 je ortonormalni baze span{xi, ..., xp—1}.
Plati y, # o, jinak kdyby y, = o, tak spor kvili

Xp = Zj”;ll (Xn, zj)zj € span{zy,...,zp—1} = span{xq,...,Xn—1}

Proto z, = ﬁy,, je dobre definovany a ma jednotkovou normu.
Nyni dokazeme, ze zi, ..., z, je ortonormalni systém. Staci ukazat,
ze z, L zj pro i < n:

<Zn,zi> = <Yn,zl> =

2 <Xn -y (Xn,2j>zj,z,> —
|y pxn, Zi) = ||yln ot (s 2)(25, 21) =

- ||y [ {xn, i) — ||y I (xn, zi) = 0.
Zbyva ovéfit span{zi,...,z,} = span{xi, ..., Xn}:

» z algoritmu je vidét, ze span{zi,...,z,} C span{xi,...,xn}
» oba stejnou dimenzi. O



Gramova—Schmidtova ortogonalizace — priklad

Priklad
Vstup: x; = (1,0,1,0)7, x = (1,1,1,1)7, x3 = (1,0,0,1)".
Postup algoritmu:

> y1 =X,

> 7 = ||y—11||y1 = 72(1,0,1,0)7-,

> yo = x—(x2,z1)z1 = (1,1,1,1) T —(1,0,1,0)" = (0,1,0,1)7,
> 2= rloy, = ¥2(0,1,0,1)7,

> y3i=x3 — (x3,21)21 — (X3, 20) 20
=(1,0,0,1)" — 1(1,0,1,0)" — 3(0,1,0,1)7
— %(17_17_171)7-7

> Z3 = ”y—13||}/3 = %(17 _17 _17 1)T

Vysledna ortonormalni baze se sklada z vektordl z1, 2, z3.



Gramova—Schmidtova ortogonalizace — diisledky

Diisledek (Existence ortonormalni baze)
Kazdy konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem ma
ortonormalni bazi.

(Pro nekonecné-dimenzionalni prostory tvrzeni neplati.)

Dukaz.
Kazdy kone&né generovany prostor ma bazi, a tu mazeme
Gramovou—Schmidtovou metodou zortogonalizovat. O

Disledek (Rozsifeni ortonorm. systému na ortonormalni bazi)
Kazdy ortonormalni systém vektorii v konecné generovaném
prostoru Ize rozsifit na ortonormalni bazi.

Diikaz.

Kazdy ortonormalni systém vektordl zi, ..., zy, Ize rozsifit na bazi
Z1y- s Zmy Xma1,---,Xn, @ tu mizeme Gramovou—Schmidtovou
metodou zortogonalizovat na zi, ..., Zm, Zm+1, - - -, Zn-

Ortogonalizaci se prvnich m vektordi nezméni. O



Skalarni soucin obecny a standardni

Tvrzeni

Bud B ={z,...,z,} baze prostoru V. Pak
(x,y) = [xIEIV]g

Jje skalarni soucin a baze B je v ném ortonormalni bazi.

Dikaz.

Nejprve ovéfime axiomy z definice skalarniho soucinu.
> (x,x) = 30e = 0,
nulové jen pro [x]g = o, tedy pro x = o.
» Linearita v prvni slozce vyplyva z linearity soufadnic.

» Symetrie pak plyne ze symetrie standardniho skalarniho soucinu
T_ — _—
(x.y) = [Xl5l]g = V& IX]g = (v, %).
Ortonormalitu baze B nahlédneme z vyjadreni

<2i72j> = [ZI]EHB = eiTej U



Skalarni soucin obecny a standardni

Priklad
Zvolme V =R" a bud B libovolna baze.

Oznaéme A := glid|,,, matici pfechodu od kanonické baze do B.
Protoze
[X]B = B[id]kan ’ [X]kan = Ax,
[y]B = B[id]kan ’ [y]kan = Ayv
dostavame
(x.y) = Xglyls = (Ax)T Ay = xT (AT A)y. O



Skalarni soucin obecny a standardni

Tvrzeni
Bud' B ortonormalni baze prostoru V se skalarnim soucinem. Pak

<X7y> = [X]‘-‘gmBﬂ VX,y eV.

Dakaz.
Bud B={z,...,z,}. Pak [x]g = ((x,z1), ..., (x,z,)) T a
(o y) =i 20z, y) = 21 (x, Z)(Z, y)
= f:l(xazj><%—zj> = [X]EMB' -

» (-,-) je skalarnim soucinem na V pravé tehdy, kdyz je tvaru
(x,y) = [x] ]v]g pro n&jakou ortonormalni bazi B.

» Kazdy skalarni soucin je tedy standardnim skalarnim soucinem
pfi pohledu z libovolné ortonormalni baze.

» Analogicky i pro normu indukovanou skalarnim soucinem:

Ixll = lIx]gll2 = /[XIE [x]g



Nasledujici téma

@ Skalarni soucin

@ Ortogonalni doplnék a projekce



Ortogonalni doplnék

Definice (Ortogonalni doplnék)
Ortogonalni doplnék mnoziny vektord M C V je
Mt = {x € V; (x,y) =0Vy € M}.

Priklad
Uréete {o}t =..., Vt=...

Priklad
Ortogonalni doplnék k vektoru (2,5)7 a pfimce span{(2,5)7}.



Ortogonalni doplnék — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti ortogonalniho dopliku mnoziny)
Bud' V vektorovy prostora M, N C V. Pak

1. M+ je podprostor V,

2. je-li M C N pak M+ D> N+,

3. Mt = span(M)*.

Diikaz.
1. Ovérime vlastnosti podprostoru:
(a) o € M+ trivialng.
(b) Pokud x1,x2 € M+, pak (x1,y) = (x2,y) =0 Vy € M.

Tedy i (x1 +x2,y) = (x1,y) + (x2,y) =0.
(c) Nasobky analogicky.

2. Bud x € N+, tedy (x,y) =0 Vy € N.
Tim spis (x,y) =0VYy € M C N, a proto x € M.



Ortogonalni doplnék — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti ortogonalniho dopliku mnoziny)
Bud' V' vektorovy prostor a M, N C V. Pak
1. M+ je podprostor V,
2. je-li M C N pak M+ D> N+,
3. Mt = span(M)*.
Dukaz.
3. M C span(M), tedy dle predchoziho je M+ D span(M)*.

Dukaz druhé inkluze M+ C span(M)*:
Je-li vektor x kolmy na urcité vektory, pak je kolmy na jejich
linearni kombinace. Formalné:

(x,yi)=0 Vi=1,...,n

= <X,Zai)/i> = Z@(X,y,') =0
i—1 i—1



Ortogonalni doplnék — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti ortogonalniho dopliku podprostoru)
Bud U &V, bud zi,...,zy ortonorméalni baze U, a bud’
Ziy. s Zm, Zm+1,- - -+ Zn JEJi rozsiteni na ortonormalni bazi V.

Pak zpmy1,...,2, je ortonormalni baze U™.
Dikaz.
Staci dokazat span{zm+1,...,2,} = UL (ortonormalita jasna).

Inkluze “2". Kazdy x € V ma Fourieriiv rozvoj x = Y7 (x, ;) z;.
Je-li x € U*, pak (x,z) =0,i=1,...,m, a tudiz

X =i mi1(x,2)z € span{zmy1,...,2n}

Inkluze “C”. Bud x € span{zmn+1,--.,2,}, pak

X = er']:m-l-l (X,Z,'>Z,' = 27;1 0z; + er',:m+1<x7zi>z"‘
Z jednoznacnosti soufadnic (x,z;)=0,i=1,...,m. O



Ortogonalni doplnék — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti ortogonalniho dopliku podprostoru)
Bud U &V, bud zi,...,zy ortonorméalni baze U, a bud’
Ziy. s Zm, Zm+1,- - -+ Zn JEJi rozsiteni na ortonormalni bazi V.

Pak zpmy1,...,2, je ortonormalni baze U™.

Disledek (Vlastnosti ortogonalniho doplitku podprostoru)
Bud U € V. Potom plati:
1. dimV = dim U + dim U,

2. V=U+ Ut
3. Un U+ = {o},
4. (Ut =U.



Ortogonalni doplnék — ilustrace

Priklad

llustrace podprostoru U a jeho ortogonalniho doplitku U+:

UJ_

z3
—> 71 v

22




Ortogonalni projekce

Xu

Definice (Ortogonalni projekce)
Projekci vektoru x € V do podprostoru U € V je takovy vektor
xy € U, ktery splhuje

X — Xyl = min||x — y||.
| ull yeUII vl



Ortogonalni projekce

Tvrzeni (O kolmici)
Bud U €V, bud x € V ay € U takové, ze x — y € U+. Pak

Ix =yl <lix =2zl vze U\{y}.

Tedy vektor y je jednoznaénou projekci vektoru x do U.

-] N

yw\r‘“




Ortogonalni projekce

Dikaz.
Bud z € U\ {y}. Z predpokladu vime (x — y) L (y — z).

Pouzijeme Pythagorovu vétu, ktera fika
Ix = 2|2 = lx = yIlP +lly = 2> > [Ix = y|*
Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz ||y — z||> =0, tj. y = z.



Ortogonalni projekce

Véta (O ortogonalni projekci)
Bud U € V. Pak pro kazdé x € V existuje pravé jedna projekce
xy € U do podprostoru U.

Navic, je-li z1, ...,z ortonormalni baze U, pak

m

Xy = Z<X,Z,‘>Z,'.

i=1
Dukaz.
Bud z,...,2m, Zms1, - - -, 2, rozsifeni na ortonormalni bazi V.

Zadefinujeme y = Y17 (x,zi)z; € U a ukazeme, ze je to hledana
projekce x,,. Odvodime

n m n
X—y= Z<X7Zi>zi - Z<X7Zi>zi = Z (x,zi)z; € U™,
i=1 i=1 i=m+1

Dle tvrzeni o kolmici je y = x;, hledana (jednoznacna) projekce. [J



Ortogonalni projekce — priklad

Priklad
Najdéte projekci x,, vektoru x = (1,2, 4, 5)T do podprostoru U
generovaného vektory

2 = ¥2(1,0,1,0)7,
2 = ¥2(0,1,0,1)7,
z3=13(1,-1,-1,1)7

a urCete vzdalenost x od U pfi standardnim skalarnim soucinu.

Reseni. Najdeme projekci dle vzorce
xy = Yialx zi)z
=32(1,0,1,0)" + £(1,0,1,0)7 + 3(1,-1,-1,1)
=1(5,7,57)T.

Hledana vzdalenost je || x — xy|| = H%(—?), -3,3,3)7|| =3.



Ortogonalni projekce — poznamky

Diisledek
Vektor y € U je projekci vektoru x € V' do podprostoru U pravé
tehdy, kdyz x —y € U™.

Linearita projekce
» zobrazeni x — x;, které vektor x € V zobrazuje na jeho
projekci do podprostoru U, je linearni. Pfipomenuti projekce:

m

Xy = Z(x, z;)zj.

i=1
Projekci jsme jiz implicitné pouzili
» Gramova—Schmidtova ortogonalizace v k-tém cyklu konstruuje
projekci vektoru xx do podprostoru span{xy,...,xk_1}.

» Fourieriiv rozvoj je vlastné rozlozeni vektoru x na soucet
projekci na jednotlivé primky span{z}, i=1,...,n.



Ortogonalni projekce na primku

Priklad (Projekce na pfimku pfi standardnim skalar. soucinu)

Bud a € R" nenulovy vektor a uvazujme projekci vektoru x € R”

na pfimku se smérnici a, Cili projekci do podprostoru U = span{a}
1

» ortonormalni baze prostoru U je vektor z = B

» podle vzorce ma projekce vektoru x tvar

1
xy = (x,z)z= W(X, a)a= —a.
a



Legendreovy polynomy

Jak zavést skalarni soucin na prostoru polynomi P"?7

1) pro p(x) = apx" + ...+ ag, q(x) = byx" + ... + by zaved

(p.q) = Z ajb;
i=0

2) P" € C[a,4), tak pouzij standardni skalarni soucin prostoru
Cla,b)

b
(p.q) = / p(x)q(x)dx

Pokud zortogonalizujeme vektory 1, x,x?,... na Clo11):
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy
1, x, 33x2—1), $(5x3 = 3x), ...

Pouziti: aproximace funkce polynomem.



Ortonormalni systém v prostoru funkci

V prostoru C|_ ] existuje spocetny ortonormalni systém z,z, ...

sestavajici z vektorﬁ

1 1 1 1
COs X, sin x, cos2x, —=sin2x,

\/ﬂf N NG LT

! cos3 ! sin3
— X, —=sin3x
VT LT ’
Projekce f(x) do prostoru span{z, ..., zx} dava aproximaci
K

f(x) = Z(f,z;)z;

i=1



Fourierdiv rozvoj funkce f(x) = x na [—m, 7]

Fouriertiv rozvoj x = ag + Yo ; (ak sin(kx) + bk cos(kx)), kde:

—/ f(x) - ldx——/ xdx =0

/ f(x)sin(kx) dx = ;/ xsin(kx) dx = (_1)k+1%

by = l/ f(x) cos(kx) dx = l/ x cos(kx) dx = 0.
™ ELa -

Tedy x = Y37, (1) 12 sin(kx).

Y f(x) =x

aproximace 3 4_;(—1)K12 sin(kx)




Nasledujici téma

@ Skalarni soucin

@ Ortogonalni doplnék a projekce v R”



Ortogonalni doplnék v R" (se std. skalarnim souc¢inem)

Véta (Ortogonalni doplnék v R")
Bud A € R™". Pak R(A)*T = Ker(A).
Dakaz.
Z vlastnosti ortogonalniho dopliku vime, ze
R(A): = {(A)T, ..., (Ame) T}
Tedy x € R(A)* pravé tehdy, kdyz x je kolmé na fadky matice A.
Neboli Aj.x =0 pro vechna i = 1,...,m. Tedy x € Ker(A). O

Dasledek
Bud A € R™*". Pak R(A) & Ker(A) = R".



Ortogonalni doplnék v R" (se std. skalarnim souc¢inem)

Priklad
Bud V prostor generovany vektory (1,2,3)7 a (1,—1,0)".
chceme-li urcit V+.

Sestavime matici A takovou, aby V = R(A):

1 2 3
A‘<1 ~1 o)'

Nyni jiz sta&i nalézt bazi V- = Ker(A). Upravime matici na RREF

RREF(A):(cl) 0 1)

Bazi jadra tvori napriklad vektor (1,1,—1)7.



Matice A versus AT A

Dasledek
Bud A € R™*". Pak

1. Ker(ATA) = Ker(A),
2. R(ATA) = R(A),
3. rank(AT A) = rank(A).

Pozor, pro sloupcové prostory neplatil



Matice A versus AT A

Dasledek
Bud A € RM™*"_ Pak

1. Ker(ATA) = Ker(A),

2. R(ATA) = R(A),

3. rank(AT A) = rank(A).
Diikaz.

1. Je-li x € Ker(A), pak Ax = o, a tedy také ATAx = ATo = o,
&imz x € Ker(ATA).
Naopak, je-li x € Ker(AT A), pak AT Ax = o.
Pronasobenim x” dostaneme x” AT Ax = 0, neboli ||Ax||?> = 0.
Z vlastnosti normy musi Ax = o a tudiz x € Ker(A).

2. R(ATA) = Ker(ATA)t = Ker(A)L = R(A).

3. Trivialné z pfedchoziho bodu. O



Matice A versus AT A geometricky

Uvazujme linearni zobrazeni f(x) = Ax, kde A € R™*".

Necht f(x) je prosteé.

Rm

Lze tedy zavést inverzni zobrazeni z prostoru f(R") = S(A) do R".



Matice A versus AT A geometricky

Uvazujme linearni zobrazeni f(x) = Ax, kde A € R™*".

Necht f(x) neni prosteé.

Chceme najit U € R" tak, aby
dimU = dimf(R") a f(U) = f(R").
Ukazeme, ze lze zvolit U = R(A).



Matice A versus AT A geometricky

Tvrzeni (Maticové prostory a linearni zobrazen)
Uvazujme linearni zobrazeni f(x) = Ax, kde A € R™*".

Pokud definicni obor f(x) omezime pouze na prostor R(A),
dostaneme isomorfismus mezi R(A) a f(R") = S(A).

Dikaz.
Bud x € R". Protoze R(A) @ Ker(A) = R", Ize rozlozit
x = xR+ xK kde xR € R(A) a x* € Ker(A).

Pak
f(x) = Ax = A(x® 4+ xK) = AxR + AxK = AxR.

Tudiz F(R(A)) = F(R").

Protoze dimR(A) = dim f(R"), dostavame isomorfismus.



Ortogonalni projekce v R” (se std. skalarnim soucinem)

» Odvodime vzorec pro projekci vektoru x do
podprostoru U € R™.

» Vektory baze U dame do sloupcii matice A, ¢imz U = S(A).

Véta (Ortogonalni projekce v R™)
Bud A € R™*" hodnosti n. Pak projekce vektoru x € R™ do
sloupcového prostoru S(A) je x' = A(ATA)1ATx.



Ortogonalni projekce v R” (se std. skalarnim soucinem)

Véta (Ortogonalni projekce v R™)
Bud" A € R™*" hodnosti n. Pak projekce vektoru x € R™ do
sloupcového prostoru S(A) je

x' = AATA) 1A x.
Dikaz.
Nejprve si uvédomime, Ze x’ je dobfe definované (AT A regularni):
rank(AT A) = rank(A) = n, tedy je regularni.
Odvozeni vzorce: Hledame x’ spliujici x' € S(A) a x — x’ € S(A)*.
» x' = Ay proy € R"
> x —x' € S(A)t =R(AT)L = Ker(AT)
Tudiz AT(x —x') =0, €ili AT(x — Ay) =0, z ehoz ATAy = AT x.
Nakonec: y = (ATA)"1ATx, a tedy x' = A(ATA)"1ATx. O



Matice projekce

Matice projekce do S(A) je:
P:=AATA)IAT.
> P je symetricka.
> Plati P2 = P.
Diikaz mozny algebraicky dosazenim.
Jiny diikaz vyznamem: P(Px) = Px pro vsechna x € R".
» Plati S(P) = S(A), tedy rank(P) = rank(A).

Hodnost matice P je rovna dimenzi prostoru, do kterého
projektujeme.

Tvrzeni
Matice P € R" " je matici projekce pravé tehdy, kdyz je symetricka
aP=PpP.



Projekce s ortonormalni bazi
» Necht sloupce A tvofi ortonormalni systém z, ..., z,.
Pak (ATA); = (zi,z), tedy ATA = I, a matice projekce je
P=AATA)IAT = AAT.

Tvrzeni (Ortogonalni projekce s ortonormalni bazi)
Bud A € R™*" s ortonormalnimi sloupci. Pak matice projekce do

S(A) je AAT.
Paralela s dfivéjsim predpisem pro projekci:
| [

zl x
Px:A(ATx): z1 Zo -+ zZp 2_ =

. /) \z

= Z(ZI-TX)Z; = Z(X,Zi>2i-
i=1

i=1



Projekce na primku podruhé

» Bud a € R" je smérnice pfimky (podprostoru dimenze 1).
» Matice projekce pfimku ma tvar P = a(a’a)"1a’,

> Projekce vektoru x na pfimku je pak vektor

aTx

Px — a(aT2) 15T x — '
x =a(a'a) "a’ x 752

» Pokud smérnici normujeme tak, aby ||a|| = 1, potom matice
projekce ziska tvar P = aa’ .



Projekce do dopliku

Tvrzeni (Ortogonalni projekce do dopliku)
Bud P € R"™" matice projekce do podprostoru V € R".

Pak I, — P je matici projekce do V.
Dakaz.

Kazdy vektor x € R" Ize jednoznaéné rozlozit na soucet x = y + z,
kdeye Vaze VvV,

Zde y je projekce x do V a z projekce x do V-t
Tedy z=x—y =x—Px=(l,— P)x. O

Priklad (Matice projekce do nadroviny a” x = 0)

1 T
In— Sraa’.

Priklad (Matice projekce do Ker(A))

Protoze Ker(A)* = R(A) = S(AT), matice projekce do Ker(A) je
I, — AT(AAT)1A.



Nasledujici téma

@ Skalarni soucin

@ Metoda nejmensich Etvercli



Metoda nejmensich Ctverci

>
>
>
>

uvazujme soustavu Ax = b

necht nema feSeni (typicky, kdyz m > n)

chceme né&jakou dobrou aproximaci, ale jakou?

chceme vektor x, Ze leva a prava strana jsou si co nejblize:

min ||Ax — b|.
xERn

pro eukleidovskou dostavame

in || Ax — b
min [|Ax — b2,

vzhledem k monotonii druhé mocniny je to ekvivalentni s

n
in [|Ax — b||3 = min > (Aj.x — by)>.
min ||Ax — b[|z = min ,-—1( jx — bj)

Odtud nazev metoda nejmensich Ctvercii.



Metoda nejmensich &tvercti (MNC) Mminyegn ||Ax — b||2

Ukazeme, ze feSeni metodou nejmensich Etverch jsou zaroven
FeSenimi soustava normalnich rovnic

AT Ax = ATb.

Véta (Mnozina feseni metodou nejmensich Ctvercti)
Mnozina pribliznych Feseni soustavy Ax = b metodou nejmensich
Ctvercii je neprazdna a rovna mnoZiné feseni normalnich rovnic.

Diikaz.
Hledame vlastné projekci vektoru b do podprostoru S(A).

Tato projekce je vektor tvaru Ax, kde x € R".
Vime, Ze je Ax projekci pravé tehdy, kdyz
Ax — b € S(A)* = Ker(AT).
Jinymi slovy, musi platit AT(AX — b) =0, neboli
ATAx = ATb. O



Metoda nejmensich &tvercti (MNC) Mminyegn ||Ax — b||2

Soustava normélnich rovnic

ATAx = ATb.

> Je-li Ax = b Fesitelna, pak jeji feseni je také fesenim MNC.
» Jednoznacnost feseni, ma-li A linedrné nezavislé sloupce.
Pak je AT A regularni.

Dasledek
Bud A € R™*" hodnosti n. Pak priblizné reseni soustavy Ax = b
metodou nejmensich ¢tvercii je jednoznacné a tvaru

x* = (ATA)1ATb.

> A regularni, pak feseni Ax = b je x = A~1h.

> rank(A) = n, pak feseni MNC je (ATA)"1ATb.
Matice B = (AT A)~1AT je tedy néco jako zobecnéna inverze
(skutecné BA = I,, ale ne naopak)



Metoda nejmensich &tvercti (MNC) Mminyegn ||Ax — b||2

Poznamka
» Drive: matice projekce do S(A):
A(ATA)TAT

» Nyni: fedeni soustavy Ax = b MNC pro matici plné hodnosti:
(ATA)ATh



Metoda nejmensich ¢tverct — linearni regrese
Vyvoj svétové populace

rok | 1950 1960 1970 1980 1990 2000
populace (mld.)|2,519 2,982 3,692 4,435 5,263 6,070

Prolozeni pfimkou y = px +q: 2,519 =p-1950+ g

6,070 = p - 2000 + g

YA 4
6T A=[1950 1960 1970
1980 1990 2000;
5T 11111117
b=[2.519 2.982
4T 3.692 4.435
_ 5.263 6.070]7;
34 y =0,0724x — 138,84 O,
x2%[2009; 1]
1950 1960 1970 1980 1990 2000 X \

Odhad pro rok 2009: 6,622 mld., skute€nost : 6,793 mld.



Metoda nejmensich Ctverct — nelinearni regrese

Nékteré nelinearni modely se daji pfevést na linearni.

» uvazujme zavislost
f(x) = ae®,

kde a, b € R jsou nezndmé parametry
» méjme méfeni (x1,y1), .-, (Xn, ¥n):
yi=aePi i=1,....n
» zlogaritmovanim: log(y;) = log(a) + bx;
> substituci y! = log(y;), a’ = log(a) vede na linearni model

yi=a +bx, i=1,...,n



COVID-19
Obdobi 10.8. — 5.10.2020 (tydenni soucty, nové pripady v tis.).




COVID-19
Predikce na na 4 tydny.

110
100 |
90
80
70
60 |
50 |
40 |
30
20
10 |




Nasledujici téma

@ Skalarni soucin

@ Ortogonalni matice



Ortogonalni matice — motivace

Skoseni deformuje objekty:

ptivodni obrazek obrazek po transformaci



Ortogonalni matice — motivace

Otoceni nedeformuje objekty:

ptivodni obrazek obrazek po transformaci



Ortogonalni matice

Definice (Ortogonalni a unitarni matice)
> Matice Q@ € R™" je ortogonalni, pokud QTQ=1,.
> Matice Q@ € C"™" je unitarni, pokud GTQ =/,

Tvrzeni (Charakterizace ortogonalnich matic)

Matice Q@ € R™" je ortogonalni pravé tehdy kdyz sloupce @ tvori
ortonormalni bazi R".

Dukaz. o
(QTQ)j = (Quir Quj) = {1 F=J o
0 i#].
Tvrzeni (Zakladni vlastnosti ortogonalnich matic)
Bud @ € R™" ortogonélni. Pak:
1. QT je ortogonalni,

2. Q71! existuje a je ortogonalni.



Ortogonalni matice

» Jsou uzavrené na soucet? Jsou uzaviené na soucin?

Na soucet uzavrené nejsou, na soucin ano.

Tvrzeni (Soucin ortogonalnich matic)
Jsou-li Q1, @> € R™" ortogonalni, pak Q1 Q> je ortogonalni.

Dikaz.
(QR)TAQR=Q) Q@ =0Q]Q =, O

Priklad (Priklady ortogonalnich matic)
» Jednotkova matice /,, nebo k ni opaéna —1/,. ...
» Householderova matice: H(a) == I, — %aaT, kde 0 # a € R".

» Givensova matice: matice otoceni v roviné dvou os.



Householderova matice H(a) = I, — -*aa

Otoceni dle osy o 180°:

ng

o X

X1

Otoceni bodu x kolem osy o 180° ve sméru a:

1!
ala

Tedy matice otoceni:

2
XN =x4+2(x —x)=2x —x=—F-aa'x —x = (2

aaT

—

a’ a

—I,,)X



Householderova matice H(a) = I, — s%;aa’

Householderovo zrcadleni dle nadroviny s normélou a:

-
-
-
-
-
-
-

- ® X

X2\

X1

Otocime o 180° podle pfimky a, nato preklopime dle pocatku:

T

H(a) = I, —2—3

» Kazdou ortogonalni matici fadu n Ize vyjadfit jako soucin
maximalné n Householderovych matic.



Givensova matice

» Pro n =2 je to matice otoeni o thel o proti sméru
hodinovych rucicek
cosp —singp
sinp  cosp/’

Jsou to tedy pravé matice tvaru

(C _S>, kde 2 +s2=1

S C

» Pro n > 2 je to matice otoceni o Ghel ¢ v roviné os x;, x;

/

G,"’,'(C,S) = /

» Kazdou ortogonalni matici fadu n Ize vyjadFit jako soucin
maximalné (5) Givensovych matic (+ diagonalni matice s £1).



Ortogonalni matice radu 2
Chceme popsat vsechny ortogonalni matice fadu 2.

> Vyjadfime takovou matici ve tvaru

c ?
s 7
» Aby mél prvni sloupec jednotkovou velikost, musi ¢® + s> = 1.

» Aby druhy sloupec
> byl kolmy na prvni, musi byt nasobkem vektoru (—s,c) T,
» mél jednotkovou velikost, musi to byt (—s, c)’, nebo (s, —c)7.

» V prvnim pfipadé dostavame matici rotace

(7

» V druhém pripadé dostavame matici

-2

reprezentujici preklopeni podle pfimky ve sméru (s,1 —¢)7.



Vlastnosti ortogonalnich matic

Tvrzeni (Vlastnosti ortogonalnich matic (1/2))
Bud @ € R™" ortogonélni. Pak:

1. (Qx,Qy) = (x,y) pro kazdé x,y € R",
2. ||Qx]|| = ||x]| pro kazdé x € R".

Diikaz.
L (Qx,Qy) = (@)TQy =xTQTQy = xTly =xTy = (x,y).
2. 1Qx]] = /{Qx, @x) = /{x,x) = ||x||. O

> Zobrazeni x — @x zachovava ahly a délky.
» Plati i naopak:
matice zobrazeni zachovavajiciho skalarni soucin je ortogonalni.
Dikaz. Dosad x := ¢, y = ¢;. Pak
(@x,Qy) = (x.y) =x"y = ¢ ¢ = (In)j,
=x"QTQy=¢/ Q7Qe; = (QTQ);. O



Vlastnosti ortogonalnich matic

Tvrzeni (Vlastnosti ortogonalnich matic (2/2))
Bud Q € R"™" ortogonalni. Pak:

1. |Q,-J-|§1a|QijTl|§1prokaidéi,j:1,...,n,

2 1 o’ je ortogonalni matice
o 0 J g .

Dikaz.
1. Vime ||Q4j|| =1 pro kazdé j =1,...,n.
Tedy 1= [|QqIP=>", qi z Cehoz q,-2j <1, atak |g;| < 1.

Matice @1 je ortogonalni, takze pro ni tvrzeni plati také.

(1 o™\ (1 oT 1 of
2. Z definice (o OQ> (o OQ>:<0 QOTQ>:l,,+1. O



Vlastnosti ortogonalnich matic

» Ortogonalni matice jsou cenény numerické matematice:

Necht priblizné spocitana hodnota vektoru x je tedy
X = x + err, kde err je chyba pfi vypoctu.
Pak Q% = Q(x + err) = Qx + Qerr. Nova chyba je

IQerr| = [lerr].

Poznamka (Ortogonalni matice a Fourierovy koeficienty)
Bud z,...,z, baze R", bud v € R" a chceme v =" | xiz;.

Soufadnice jsou tedy FeSenim soustavy @x = v, kde sloupce matice
Q jsou tvoreny vektory baze.

Pokud je baze ortonormalni, je matice Q ortogonalni a

_ T _ T
z] z'v

XxX=Q 'v=Q'v= ] vi]= i
— Z,T — Z,TV



Nasledujici téma

© Determinanty
@ Determinant a elementarni Gpravy



Determinant

> jista charakteristika matice
> historicky snaha o explicitni vzoreCek pro feseni Ax = b
» vyskytuje se v rliznych souvislostech (vypocet objemu,

substituce v integralech, ...)

Definice (Determinant)
Determinant matice A € T " je ¢islo

det(A) = Z sgn(p )Ha,-7p(,-) = Z sgn(p)ai p(1) - - - an,p(n)-

PES, i=1 PES,
Znaceni: det(A) nebo |A|.

> kazdy scitanec ma tvar sgn(p)ay p(1) - - - @n,p(n):
tj. z kazdého radku a sloupce mame pravé jeden prvek matice



Vypocet determinantu z definice

1. Matice radu 2:

a1 a12

= d11d22 — d21d12.
d21 a2

2. Matice radu 3:
d11 412 413
a1 A az3| = ai1a22a33 + a21a32a13 + a31312a23
d31 432 4as33 —d314d224d13 — 411432423 — d214d12433

Mnemotechnicky (Sarrusovo pravidlo, pouze pro matice fadu 3):

di1 412 413
ap1 ax ax
d31 432 4as3

kall a12 313)
az1 ax a




Determinant trojahelnikové matice

> Pocitat determinanty z definice pro vétsi matice je obecné
znaéné neefektivni, protoze vyzaduje zpracovat n! séitancd.

> Vypocet je jednodussi jen pro specialni matice.
» Napriklad pro horni trojihelnikovou matici (a;; = 0 pro i > j).
Mifime na Gaussovu eliminaci.

Tvrzeni (Determinant trojahelnikové matice)
Je-li A € T™" horni trojihelnikova, pak det(A) = ajja,,...a,

Dikaz.
Z definice determinantu det(A) = >_ s sgn(p)ai p(1) - - - @n,p(n):

> a, 5(n) j& nenulovy, pouze pokud p(n) = n

> a,_1p(n—1) j& nenulovy, pouze pokud p(n — 1) = n (coz nelze)
nebo p(n—1)=n-1
> atd. az a1 je nenulovy, pouze pokud p(1) = 1. O



Determinant transpozice

Tvrzeni (Determinant transpozice)
Bud A € T™". Pak det(AT) = det(A).

Diikaz.
n n
det(AT) = Z sgn(p )HAiTp(i) = Z sgn(p) H ap(i),i
pES, i=1 PESs i=1
n
= Z sgn(p H p=1(j) Z sgn(p™') H 4j,p=1(j)
pES, p~les, Jj=1
= Z sgn(q) H aj q(j) = det(A).
q€eSs, Jj=1

> vyuzili jsme vztah T[7; a5y = [1721 3j,p-1(j), ktery
dostaneme substituci j = p(i), z éehoz i = p~1(i)
(nasobime stejné prvky, pouze v jiném poradi)



Radkova linearita determinantu

» Pro determinanty obecné det(A + B) # det(A) + det(B).

> Ale plati tzv. fadkova linearita

aii e ain di1 ... din aii
det| an+b1 ... ain+bs | =det]| an ... ain |+det| b
ani . ann anl ... dnn dan1

Tvrzeni (Radkova linearita determinantu)
Bud A € T"™", b e T". Pak pro libovolné i = 1,...,n plati:

det(A 4 e;b") = det(A) + det(A + ei(b” — Ai)).



Radkova linearita determinantu

Tvrzeni (Radkova linearita determinantu)
Bud A € T"™", b e T". Pak pro libovolné i = 1,...,n plati:

det(A+ e;b") = det(A) + det(A + e;(b™ — Ai)).

Dukaz.
det(A+eb") = Z sgn(p)ai p(1) - - - (3ip(i) + bp(i)) - - - An,p(n)
PESH
= Z sgn(p)ai p(1) - - - Aip(i) - - - ¥n,p(n)
PESH
+ Z sgn(p)al,p(l) . bp(,-) . a,,7p(,,)
PESH

= det(A) + det(A + e;(b” — Ai))

» Determinant je nejen fadkové, ale i sloupcové linearni.



Determinant a elementarni Gpravy

» Determinant trojuhelnikové matice je soucin diagonalnich
prvk.

» Nejde k vypoctu pouzit Gaussova eliminace?

» Necht matice A’ vznikne z A né&jakou elementarni Gpravou.

Prvni elementarni Gprava.
Vynasobeni i-tého radku Cislem « € T: det(A’) = adet(A).

D[’Jkaz
det(A Z sgn p)a1 o1 af-7p(,-) . a;7p(n) =
PESH
= Z Sgn(p)al,p(l) s (aai,p(i)) -+ dnp(n) =
PESH

=« Z sgn(p)ai p(1) - - - Aip(i) - - - An,p(n) = @ det(A). O



Determinant a elementarni Gpravy

Druha elementarni Gprava.
Vyména i-tého a j-tého radku: det(A’) = — det(A).

Diikaz.

Oznacme transpozici t = (i, ), pak

det(A') = Z sgn(p)a’Lp(l) .. af-’p(,-) .. aj’-’p(j) . ahp(n)

PESH
- Z Sgn a1 ,pot(1) =+ + dj pot(j) - - - i pot(i) + + - n,pot(n)
PESH
n
= Z sgn(p) Hai,pot(i) = - Z sgn(p o t) H aj pot(i)
PESn i=1 potESy i=1

=— Z sgn q)Ha, q(i) = — det(A).

qESH



Determinant a elementarni Gpravy
Druha elementarni Gprava.
Vyména i-tého a j-tého radku: det(A’) = — det(A).
Dasledek
Ma-li matice A € T"*" dva stejné radky, pak det(A) = 0.

Ditkaz (pro télesa charakteristiky # 2).
Vyménou dvou stejnych fadki dostaneme det(A) = — det(A), a
tedy det(A) = 0. O

> Vysledek miizeme zobecnit na libovolnou permutaci radka:

det(A’) = sgn(p) det(A).



Determinant a elementarni Gpravy

Treti elementarni Gprava.
Pricteni a-nasobku j-tého radku k i-tému (i # j): det(A")=det(A).

Diikaz.
Z tadkové linearity determinantu, dtsledku a prvni elementarni
Gpravy dostavame

A A
det(A’) = det o =det(A)+det| ... | =

Aix + aAJ-* CMAJ'*

= det(A) + a0 = det(A). O



Vypocet determinantu pomoci elementarnich Gprav

Algoritmus
Preved matici A do odstuphovaného tvaru A’, ukladej si zmény
determinantu, a nakonec vynasob diagonalni prvky matice A’.

Priklad

12 3 4| |12 3 4 12 3 4

12 1 3| oo —2 -1 Jo1 -1 -3

25 5 5|01 -1 -37 "o 0 —2 -1

0 2 -3 -4 |0 2 -3 -4 0 2 -3 -4
12 3 4 12 3 4
o1 -1 -3 o1 -1 -3
=~loo -2 -1"%ob o 1 05
00 -1 2 00 -1 2
12 3 4
0 1 -1 -3
=200 1 05 ~°
00 0 25



Nasledujici téma

© Determinanty

@ Dalsi vlastnosti determinantu



Kriterium regularity

Tvrzeni (Kriterium regularity)
Matice A € T"*" je regularni pravé tehdy, kdyz det(A) # 0.

Dikaz.

Prevedeme matici A elementarnimi Gpravami na REF(A).

Upravy méni hodnotu determinantu, ale nikoli jeho (ne)nulovost.
Pak A je regularni & REF(A) ma na diagonale nenulova ¢isla. [

Poznamka (Mira regularity)
Cim je det(A) blize k 0, tim je A bliz k n&jaké singularni matici.

Hilbertova matice H,: n  det(Hp,)

P je 3patné podminéna, protoze je 4 = 10*18
“skoro” singularni 6 =10~

. g . . 8 ~1073

> jeji determinant je velmi blizko nule 10  ~10-53

Tato mira neni ale idealni, protoze je hodné citliva ke skalovani.



Multiplikativnost determinantu

Véta (Multiplikativnost determinantu)
Pro kazdé A, B € T™" plati

det(AB) = det(A) det(B).
Dikaz.

1. Nejprve dokazeme, kdyz A je matice elementarni tpravy.

2. Obecné: Je-li A singularni, pak i AB je singularni.
Je-li A regularni, je souCinem elementarnich matic A= E; ... E;.

det(AB) = det(Ey(Es . .. ExB)) = det(E;) det((E: . .. £¢)B)
= det(Eq) det(Ez . .. Ex) det(B) = det(E1Ez . . . Ex) det(B)
= det(A) det(B). O
Dasledek
Bud A € T™" regulirni, pak det(A=!) = det(A)~!.

Dtikaz. 1 = det(/,) = det(AA™1) = det(A) det(A™1). O



Laplacediv rozvoj — rekurentni vzorecek na determinantu

Véta (Laplaceiv rozvoj podle i-tého radku)
Bud A€ T"™" n>2. Pakprokazdéi=1,..., n plati

n

det(A) =) "(—1)"*ay det(AY),

j=1
kde AU vznikne z A vyskrtnutim i-tého fFadku a j-tého sloupce.
Diikaz (1/2). Necht A = ¢/
Vymén radky (i,i+1), ..., (n—1,n) a podobné pro sloupce:

det(A) = (~1)" D det(A) = (-1)™ 3 5 sen(p) IT11 3 )
(=1) 3 iy 580(P) TT721 4 sy = (1) det(AY).



Laplacediv rozvoj — rekurentni vzorecek na determinantu

Véta (Laplaceiv rozvoj podle i-tého radku)
Bud A€ T"™" n>2. Pakprokazdéi=1,..., n plati

n

det(A) =) "(—1)"*ay det(AY),

kde AU vznikne z A vyskrtnutim i-tého fFadku a j-tého sloupce.

Ditkaz (2/2).
Obecny pripad. Z radkové linearity determinantu a z predchoziho:
det(A)=det|a; 0 --- O|+...+det|0 --- 0 ajp
= aj1(—1)"T det(A) 4 ... + aj,(—1)"F" det(A™). O

» Podobné miizeme rozvijet podle libovolného sloupce.



Laplacediv rozvoj — priklad

Priklad

Laplacetiv rozvoj determinantu podle 4. fadku

(- ()

(=D ()

N == N =
GO TN
gL W 1N D

=0+2-44+4.-2-4.2=8

=(-D*1.0-[2 1 2[4+ (-1)*2.2.
2 5 5 5 5 5 5
0 2 —4 —4

N ==

Ccl = W

1N A



Cramerovo pravidlo

Véta (Cramerovo pravidlo)

Bud" A € T"™ " regularni, b € T". Pak reSeni soustavy Ax = b je
dano vzorcem

. det(A+ (b — As)e)

o det(A) ’

Poznamka

A+ (b—As)e] = | Au A - b - A



Cramerovo pravidlo

Véta (Cramerovo pravidlo)

Bud" A € T"™ " regularni, b € T". Pak reSeni soustavy Ax = b je
dano vzorcem

. det(A+ (b — As)e)

o det(A) ’

i=1,...,n.

Dakaz.
Reseni soustavy spliuje 3 7_; Awjxj = b.
Ze sloupcové linearity determinantu dostaneme

det(A+ (b — A,))e] ) = det(A] ... |b|... |An) =
= det(Aa|...| 211 Axjl ... [Aun) =

= det(Aul... |Ag]... |An)x;.
j=1

Pro j # i je sCitanec nulovy (matice ma dva stejné sloupce). O



Cramerovo pravidlo

Véta (Cramerovo pravidlo)

Bud" A € T"™ " regularni, b € T". Pak reSeni soustavy Ax = b je

dano vzorcem
 det(A+(b—Au)e)

; . i=1,...,n.
X det(A) : "

Pouziti
> Explicitni vyjadfeni FeSeni soustavy linearnich rovnic.
» Spojitost feseni vzhledem k prvkiim matice A a vektoru b.

» Odhad velikosti popisu feseni z velikosti popisu vstupnich
hodnot.



Cramerovo pravidlo

Priklad

Vyfeste soustavu rovnic Cramerovym pravidlem:

Reseni:

X1 =

NHERFE|PMWR

aNNN O DN

1 2 31
12 13
2 5 5|4
3 1
1 1
5| 4 2
372°% 2T
1 1
5 2
12 1
12 3
25 4 o
BT 2 3] 2
12 1
2 5 5

anNnNND W
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Adjungovana matice

Definice (Adjungovana matice)
Bud A € T"*", n > 2. Pak adjungovana matice adj(A) € T"*" ma

slozky
adj(A)j = (1) det(A"), ij=1,....n,

kde A/ opét vznikne z A vyskrtnutim j-tého fadku a i-tého sloupce.
Priklad

2 3
A= 2 1
55

N ==

Pak:
2 3

5 5

5 5 -4
adj(A) = <—3 -1 2 )
1 -1 0

adj(A)12 = (—1)1+2

s

Celkem:



Adjungovana matice

Véta (O adjungované matici)
Pro kazdou matici A € T™" plati
Aadj(A) = det(A)l,.

Dakaz.
Odvodime
(Aadj(A))j = Y _ A adj(A)y = ZA,k 1)k det(AF) =
k=1
) det(A), proi=]j,
o, pro i # j.

Pro i = j se jedna o Laplaceiiv rozvoj det(A) podle j-tého fadku.
Pro i # j se zase jedna o rozvoj dle j-tého fadku matice A, v niz ale
nejprve j-ty fadek nahradime i-tym (matice je pak singularni). [



Adjungovana matice

Véta (O adjungované matici)
Pro kazdou matici A € T™" plati
Aadj(A) = det(A)l,.

Dusledek
Je-li A € T™%" regularni, pak A1 = m adj(A).
Priklad



Adjungovana matice — pouziti

Tvrzeni
Bud A € 7", Pak A=Y € Z"™" praveé tehdy, kdyz det(A) = £1.

Dukaz.
e Implikace “=".

Vime 1 = det(A) det(A1).
Protoze A, A~ € Z"*", determinanty jsou celociselné, a tedy +1.

e Implikace “<:”
Vime A;; 1- det(A y(= 1)+ det(A).
To je ceIe &islo, nebot det(A) = 41 a det(A') je celé cislo.



Nasledujici téma
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Geometricka interpretace determinantu

» Determinant pro vypocet objemi.

» Rovnobéznostén s lin. nezavislymi hranami a,...,a, € R"
m
{XER";x:Za;a;, Oga,-gl}.
i=1

Véta (Objem rovnobéznosténu)

Bud" A € R™*"_ Objem rovnobéznosténu s hranami danymi radky
matice A (jakozto m-dimenzionalniho dtvaru) je \/det(AAT).
Specialné, pro m = n je objem | det(A)].

Poznamka

» Svou roli hraje i znaménko determinantu.

» Pro A € R3*3 je det(A) > 0, pokud Fadky A tvoFi
pravotoCivou posloupnost vektord (tzv. pravidlo palce).



Objem rovnobéznosténu
Ditkaz (1/2). Matematickou indukci podle m.

LY =

Oznac a = Aj,.
Rozloz am = bm + Cm, kde cm € R(D), by € R(D)* a definuj
T
91
D = : , A= (3—) :
am_1 "

» Podle indukéniho predpokladu je obsah podstavy /det(DDT).

» Objem je tedy ||bml||/det(DDT).



Objem rovnobéznosténu
Dikaz (2/2).

Od A’ k A lIze prejit pomoci elementarnich radkovych aprav
(k poslednimu fadku staci pricist ¢, € span{ai,...,am-1}).

Tedy existuji elementarni matice Eq, ..., E, tak, ze A= Ey ... E A,
Jejich determinant je 1 (jen pricitaji nasobek fadku k jinému). Tedy:

det(AAT) = det(E; ... EAATE! .. E) =
= det(Ey) ... det(Er) det(A'A' ") det(E]) ... det(E)
= det(A'A'T).
Dale,
AAT = (1%) (DT bm) = <b[,)7,,'DDTT é);bbn:) - <DoDTT b,l,‘obm> '
Tudiz
\/det(AAT) = | /det(AAT) = |[by||y/det(DDT). 0




Objem rovnobéznosténu

Obraz jednotkové krychle pfi zobrazeni x — Ax:

7 A
|

T -
(0’ 0, 1) In _( —_—

(1,0,0)

objem =1 objem = | det(A)|



Objem jinych téles

Obraz geometrického télesa pfi zobrazeni x — Ax:

objem = V objem = | det(A)| -



Objem rovnobéznosténu a elementarni Gpravy

Poznamka (Objem rovnobéznosténu a elementarni Gpravy)
» Determinant se nezméni, pokud na matici provadime treti
elementarni Gpravu (pficteni nasobku jednoho fadku k jinému).
Rovnobéznostén se zkosi, ale zakladna i vyska ziistane stejna.

» Prohozeni fadka matice A znamenéa preklopeni
rovnobéznosténu a jeho objem se proto nezméni.

> Vynasobeni fadku matice A Cislem « pak protahne
rovnobéznostén v jednom sméru, objem se zméni a-krat.

Poznamka (Vysvétleni definice determinantu)
Zavedeme tedy néco jako orientovany objem, a to pomoci
zakladnich vlastnosti, které by objem mél spliovat:

1. det(/p) =1,
2. zména determinantu dle elementarnich aprav,

3. radkova linearita.



Vysvétleni definice determinantu

Z linearity determinantu:

det(A) =

a1l
azi

aii
asi

anl

a1l

0

a2

0

n

dnn

= Z sgn(p) H aj p(i)-

PESH

i=1

aii

0 ai2
a21 az2

a2

azi

a2

din
azn

dain
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Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Definice (Vlastni ¢isla a vlastni vektory)
Bud A € C™". Pak X\ € C je vlastni ¢islo matice A a x € C" jemu
prislusny vlastni vektor, pokud

Ax = Ax, x # o.

> x # o je nezbytna podminka
(A = 0 ale klidné maze nastat)

» vlastni vektor (pfi daném ) neni urcen jednoznacné,
(nékdy se proto vlastni vektor normuje, aby ||x|| = 1)

» Proc téleso C?
(i pro realné matice se komplexnim Cisliim nevyhneme)
Geometricka interpretace:
> Vlastni vektor udava invariantni pfi zobrazeni x — Ax.

» Vlastni Cislo pfedstavuje Skalovani v tomto invariantnim sméru.



Vlastni ¢isla a vektory linearnich zobrazeni v roviné

° V)
[ ]
£
Yy
ah
[ ]

Preklopenf dle pfimky y = —x,

) . (0 -1
matice zobrazeni A = (_1 0 )
vlastni &isla:

» 1, vlastni vektor (—1,1)7

> —1, vlastni vektor (1,1)"

Rotace o thel 90°,

) . (0 -1
matice zobrazeni A = (1 0 )

Zadna realna vlastni &isla.



Charakterizace vlastnich ¢isel a vektort

Tvrzeni (Charakterizace vlastnich Cisel a vektori)
Bud A € C"™". Pak
1. X € C je vlastnim ¢&islem A prave tehdy, kdyz

det(A— Al,) =0,
2. x € C" je prislusnym vlastnim vektorem pravé tehdy, kdyz
0# x € Ker(A— \ly).
Dakaz.
1. Ax = AMpx, x # o,
(A= Ap)x =0, x # o,
coz je ekvivalentni singularité matice A — Al,,.
2. (A= Ap)x = o pravé kdyz x € Ker(A — Alp).
> Linearné nezavislych vlastnich vektord k vl. Cislu A je
dim Ker(A — Alp) = n— rank(A — Xlp)



Nasledujici téma
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Vlastni ¢isla trojahelnikové matice

Tvrzeni (Vlastni Cisla trojuhelnikové matice)
Je-li A € C™" trojihelnikova, jeji vlastni Cisla jsou diagonalni prvky.

Diikaz.
Hledame A takové, aby

0=det(A—Ap) =(a11 — A)...(ann — A) O
Priklady

» Jednotkova matice /, ma vlastni Cislo 1, které je n-nasobné.

Protoze Ker(A — Al,) = Ker(0,), mnozina pfislusnych
vlastnich vektori je R"\ {o}.

» Nulova matice 0, ma vlastni Cislo 0, které je n-nasobné.
Mnozina pfislusnych vlastnich vektord je R \ {o}.

Poznamka

» Tvrzeni by motivovalo Gaussovu eliminaci, ta ale nefunguje!



Linearni deformace obrazku

Mé&jme matici A = (1(')5 0'175). Vlastni Cisla a vlastni vektory:

M=15 x=(10", =1 x=(-151)"

Zobrazeni x — Ax predstavuje skoseni a protahnuti v ose x; 0 50%.

ptivodni obrazek obrazek po transformaci



Linearni deformace obrazku

15 0.75
0 1

M=15 x=(10", =1 x=(-151)"

Smér xp = (—1.5,1)7 je invariantni.

Mé&jme matici A = ( ) Vlastni Cisla a vlastni vektory:

ptivodni obrazek obrazek po transformaci



Charakteristicky polynom

Definice (Charakteristicky polynom)
Charakteristicky polynom matice A € C"™" proménné \ je

pa(A) = det(A — Alp).

Proc je to polynom?

ail — A ai2 . din
a an — A
A=A, = 2=
: dn—1,n
anl cee dn,n—1 dnn — A

Zakladni tvar charakteristického polynomu
pa(A) = det(A — M) = (—=1)"A" 4+ a1 A"+ 4 an )\ + ag

> a, 1= (—1)"a +...+anm)
» oy = det(A) (po dosazeni A = 0).



Charakteristicky polynom

Podle zakladni véty algebry ma polynom n komplexnich kofenti
(vCetné nasobnosti), oznaéme je A1,..., A,. Pak

pa(N) = (=1)"(A = A1) ... (A — Ap).

Tvrzeni
Vlastni ¢isla matice A € C"*" jsou pravé koreny jejiho
charakteristického polynomu pa()), a je jich n véetné nasobnosti.

> V praxi se vlastni Cisla nepocitaji jako kofeny
charakteristického polynomu



Vypocet vlastnich ¢isel pomoci charakteristického polynomu

Priklad

Matice otoceni o thel 90°:

Charakteristicky polynom:

pa()) = det(A — M) = det <_1A :i) =M+ 1

Kofeny polynomu, a tedy vlastnimi Cisly matice A, jsou =+i.



Algebraicka a geometrickad nasobnost

Definice (Algebraicka a geometricka nasobnost vlastniho Cisla)
Bud A\* € C vlastni ¢islo matice A € C™*".

1. Algebraicka nasobnost \* je nasobnost A* jako kofene pa(A).

2. Geometricka nasobnost \* je rovna n — rank(A — \*1,),
tj. po€tu lin. nezavislych vlastnich vektoril, které odpovidaji \*.

Poznamka
» Uvidime: algebraicka nasobnost > geometrickd nasobnost.

» Defaultné nasobnost = algebraicka nasobnost.

Priklad

> Matice (3 9) ma vlastni €islo 1.
Algebraicka i geometricka nasobnost je 2.

> Matice (31) ma vlastni €islo 1.

Algebraicka nasobnost je 2, geometricka nasobnost je 1.



Souéin a soucet vlastnich ¢isel

Definice
Stopa matice A € T"*" je trace(A) = Y i ai.

Tvrzeni (Soucin a soucet vlastnich Cisel)
Bud A € C"™" s vilastnimi &isly \1,...,\,. Pak
1. det(A) = A1... \,
2. trace(A) = A1+ ...+ A\,
Dikaz.
1. Dosad A =0 do det(A— Alp) = (=1)"(A = A1) ... (A= Ap):
det(A) = (=1)"(=A1) ... (= An) = A1 Ap.
2. Rozvojem det(A — \l,) ma koeficient u A"~ hodnotu
(—1)"_1(311 + ...+ a,,,,).
Rozvojem (—1)"(A — A1) ... (A — \;) ma hodnotu
(=1)" (=M1 — ... = A\p).



Vlastni Cisla a operace s maticemi

Tvrzeni
A je regularni pravé tehdy, kdyz O neni jeji vlastni cislo.

Dukaz.
A je vlastni €islo pravé tehdy, kdyz 0 = det(A — Al,).

Poznamka (Soucet a soucin matic)

» Pro vlastni ¢isla sou¢tu a soucinu matic neni zadny predpis.

(D) o (00)

Obé matice maji vdechna vlastni Cisla nulova. Soucet matic

01
ave=(] o)

ma vlastni &sla —1 a 1.

Priklad



Vlastni Cisla a operace s maticemi

Tvrzeni (Vlastnosti vlastnich cisel)
Necht A € C"™" ma3 vlastni ¢isla M1, ..., \, a jim odpovidajici
vlastni vektory xi,...,x,. Pak:

1. je-li A regularni, pak A=Y ma vlastni Cisla )\1_1, D
vlastni vektory xi, ..., xp,

2. A% m3 vlastni ¢isla \2,..., )2 a vlastni vektory xi, . .., Xp,

3. @A ma vlastni Cisla a)y,...,a\, a vlastni vektory x1, ..., Xp,
4. A+al, ma vl &isla A\ + a, ..., s+ « a vektory xq, ..., Xn,
5

. AT ma vlastni ¢isla \1,...,\,, ale vlastni vektory obecné jiné.

Ditkaz (vlastnost 1.)
Ax; = A\ix;
Xj = )\;A_lx,-

A_IX,' = /\I-_IX,' O



Vlastni ¢isla realnych matic

Tvrzeni
Je-li A € C vlastni &islo matice A € R"™", pak i komplexné
sdruzené \ je vlastnim Cislem A.

Diikaz.

Vime, ze X je kofenem charakteristického polynomu
pa(A) = (=1)" X"+ a, A"+ Fard+ag=0.
Komplexnim sdruzenim obou stran rovnosti mame

(=12 + an_i N .+ a1k + ag = 0.



Spektrum a spektralni polomér

Definice (Spektrum a spektralni polomér)
Necht A € C"™" ma vlastni €isla Ay,..., A, Pak

» spektrum matice A je mnozina vlastnich Cisel {\1,...,\,}

» spektralni polomér je p(A) = maxj=1,._n |\l

Spektrum a spektralni polomér

Re

Spektrum realné matice
je symetrické podle realné osy

Poznamka. Komplexni matice mohou mit za spektrum jakychkoli n
komplexnich Eisel.



Matice spolecnice

Definice (Matice spolecnice)
Bud p(x) = x" + a,_1x""1 + ...+ aix + ap. Pak matice
spolecnice polynomu p(x) je Ctvercova matice fadu n definovana

0 0 —a
1 . C —a
Clp)=|o L —ap
0 :
0 0 1 —-a,1

Tvrzeni (O matici spolecnici)
Plati peip)(A) = (~1)"p(N).
Tedy vlastni ¢isla matice C(p) odpovidaji kofenim polynomu p(\).



Matice spolecnice
Diikaz. Charakteristicky polynom:

o T 0 —dp
1 —al
det 0 —ap
-\ .
0 0 1 —a,_1— A
Po upravach:
o ... ... 0 —p(A)
) . .
det 0
: ) o0 —ap_p—ap_1)\— )2
o ... 0 1 —ap_1— A

Laplaceovym rozvojem podle prvniho fadku pak dostaneme
pc(p)(A) = (=)™ (=p(N)) det(ln-1) = (=1)"p(\).

O



Matice spolecnice

Dasledky

» Hledani kofeni realnych polynomil a vlastnich &isel matic jsou
na sebe navzajem prevoditelné.

> Vlastni ¢isla obecné mizeme pocitat pouze numericky, zadné
vyjadfeni vzorcem neexistuje.

(pro polynomy stupiii vyssich nez 4 ukazal roku 1824 Abel)

» Vlastni Cisla se pres kofeny charakteristického polynomu
v praxi nepocitaji, opacny postup pouzitelny je.



Nasledujici téma

© Vlastni cisla

o Cayleyho—Hamiltonova véta



Cayleyho—Hamiltonova véta

Priklad (Polynomialni matice a maticovy polynom)
Jsou to dva zapisy stejné matice s parametrem A:

A2\ 202-3 _A210+A —12+0—3
7 5X2_4) 0 5 00 7 —4)°

Véta (Cayleyho—Hamiltonova)
Bud A€ C™" a

pa(\) =det(A — M) = (—1)"A"+ a1 A4+ g d + ag.

Pak
(—1)"A" + a, A"+ A+ agl, = 0.

» Zkracené nékdy: pa(A) =0



Cayleyho—Hamiltonova véta
Ditkaz (1/2). Vime: (A — M,)adj(A — M) = det(A — M)l

Lze psat adj(A — Al,) = A" 1B, 1 + ...+ ABy + By pro uréita B;.
Dosazenim

(A= M)A"1By 1 +... +AB1 + By) =
= ((=1)"\" + ap A" arA Fag)ln
Roznasobenim
— By i A"+ (ABy_1 — Br o)A 4. 4 (ABL— Bo)A +ABy =
= (=1)"N"ly 4+ an 1 A"y 4 A ar M, + agly

Porovnanim koeficienti

_Bn—l = (_1)nln7
ABj—Bj_lzaj/,,, j:].,...,n—l,
ABO = Oéo/,,.

Vlynasobme prvni rovnici A", dalsi A/ a posledni A® = I,.



Cayleyho—Hamiltonova véta

Ditkaz (2/2). Porovnanim koeficientii [pfipomenuti]

_Bn—l = (_1)nln7
ABj—Bj_lzaj/n, j:1,...,n—1,
ABO = Oéo/,,.

Vlynasobme prvni rovnici A", dalsi A/ a posledni A® = /.
Sectenim
—A"B, 1+ (A"B,_1 — A" B, ) + ... + (A’By — ABy) + ABy =
=0=(—1)"A"+ ap, 1A 4.+ a1 A+ aglh. 0



Cayleyho—Hamiltonova véta — dasledky (1/3)

Diisledek
Bud A € C"™". Pak pro kazdé k € N je

AX € span{ly, A, ..., A"t}
tedy Ak je linearni kombinaci matic I, A, ..., A"~ L.
Dukaz.
Staci uvazovat k > n.
Vydélime polynom A* polynomem pa(\) se zbytkem
M= r(\) pa(N) + s(N),
kde
» r(A) je polynom stupné k — n
» s(\) = b1 AL+ ..+ b\ + by je zbytek.
Pak
A% = r(A) pa(A) + s(A) = s(A) =
= by 1 A" 4 4 biA+ byl



Cayleyho—Hamiltonova véta — dasledky (2/3)

Diisledek
Bud A € C"™". Je-li A regularni, pak

A7Y € span{l,, A, ... A"t

tedy A~1 je linearni kombinaci matic I,, A, ..., A"

Dukaz.
Vime pa(A) = (=1)"A" + ap_1A" L+ ...+ 1A+ agl, = 0.

Vime o = det(A) # 0. Tedy

/:_ﬂAn_@A"—l_ _Ma_
o " T
— A _ﬂA"—l_%Anﬁ_ _ ™,
" " T o)
Tudiz vynasobenim A~1 dostavame
A—l _ _(_1)"An_1 _ Op—1 An—2 _ _ ﬂl
= — -

a0 @ a0



Cayleyho—Hamiltonova véta — dasledky (3/3)

Reseni soustavy Ax = b s regularni matici jde vyjadFit

A—lb — _(_1)nAn—1b _ Op—1 An—2b _ _ ﬂb
—ao —ao . oo .

> Staci pocitat b, Ab, A(Ab), A(A(Ab)),...

» Podobna myslenka se pouziva pro feseni obfich soustav.



Nasledujici téma

© Vlastni cisla

@ Diagonalizovatelnost



Podobnost

Paralela:

» Elementéarni radkové apravy a Gaussova eliminace na Ax = b

Definice (Podobnost)
Matice A, B € C™" jsou podobné, pokud existuje regularni
S € C " tak, ze A= SBS™1.

» Ekvivalentné AS = SB.

(00) - §8 )

jsou si podobné skrze matici S = (

Priklad
Matice

=)



Podobnost a vlastni ¢isla

Tvrzeni (Vlastni Cisla podobnych matic)
Podobné matice maji stejna vlastni cisla.

Diikaz.

Z podobnosti matic existuje regularni matice S takova, ze
A=SBS™t

Pak

pa(A) = det(A — Al,) = det(SBS — ASI,571)
= det(S(B — /\In)S—l) — det(S) det(B . )\In) det(S_l)
=det(B — Alp) = pa(M).

Obé matice maji stejné charakteristické polynomy, tedy i vlastni
Cisla.

» A co vlastni vektory?



Podobnost a vlastni ¢isla

Tvrzeni
Necht A, B € C"™" jsou podobné a \ je jejich vlastni Cislo.
Pak pocet vlastnich vektorii pro A je stejny u obou matic.

Diikaz.
Bud A= SBS~!
Pocet vlastnich vektorti pro A matice A, je

dim Ker(A — Mp,) = n— rank(A — Al,).
Upravime
rank(A — \l,) = rank(SBS™' — M) = rank(SBS™! — AS571)
= rank(S(B — M,)S™Y) = rank(B — Al,).

Tudiz dimenze jadra obou matic A — A/, a B — Al,, jsou stejné. [J



Diagonalizovatelnost

Definice (Diagonalizovatelnost)
Matice A € C"*" je diagonalizovatelnd, pokud je podobna néjaké
diagonalni matici.

» Diagonalizovatelnd matice A jde tedy vyjadfit ve tvaru
A=SAS7L
kde S je regularni a A diagonalni.

» Tomuto tvaru se fika spektralni rozklad.

Priklad

Ne kazda matice je diagonalizovatelna, napf.

)

Jeji vlastni €islo (dvojnasobné) je 0.
Pokud by A byla diagonalizovatelna, pak A= S0S~! =0, spor.



Diagonalizovatelnost

Véta (Charakterizace diagonalizovatelnosti)

Matice A € C"™" je diagonalizovatelna pravé tehdy, kdyz ma n
linedrné nezavislych vlastnich vektord.

Dukaz.
“="_ Spektralni rozklad A = SAS™L.
Prepis na AS = SA a porovnej j-té sloupce
AS.j = (AS)sj = (SN)wj = SN\ = SNjjej = NSy,
coz miizeme nazorné zapsat jako
\ \ \ |
AS=A[Sa ... S| =|M1Saa) ... (AanSin) | = SA.
\ \ \ |

Tedy Aj; je vlastni Cislo a S,; je prislusny vlastni vektor.

“«<". Analogicky opaénym smérem.
Sestav S z vlastnich vektort a A diagonalni z vlastnich Cisel. O



Diagonalizovatelnost

» Diikaz véty byl konstruktivni, A = SAS™L.

Poznamka (Vlastnosti diagonalizovatelnych matic)

> Algebraicka a geometrickd nasobnost vlastnich Cisel je stejna.

Diikaz. Ze spektralniho rozkladu A = SAS™1.
Ke kazdému vyskytu vlastniho &isla pfislusi jiny vlastni vektor.

» Hodnost matice A je rovna poctu nenulovych vlastnich Cisel A.
Dukaz. rank(A) = rank(SAS™Y) = rank(A),
coz udava pocet nenulovych vlastnich Cisel.

Priklad

Matice A = (83 ) neni diagonalizovatelna, vlastnosti shora neplati.



Diagonalizovatelnost — geometricka interpretace

» Vime:
vlastni vektor = invariantni smér zobrazeni f: x — Ax
vlastni ¢islo = skalovani v tomto sméru

» Necht A = g[f]g predstavuje matici linearniho zobrazeni
f: C" — C" vzhledem k bazi B.

» Bud S = g [id]g matice prechodu od B k jiné bazi B’. Pak
SASTH = plidlg - glfls - lidle = plfle

» Diagonalizace = hledani vhodné baze B’, aby prislusna matice
byla diagonalni.

» Podobnost znamena zménu baze, neméni zobrazeni f, takze
vlastni Cisla musi ziistat stejna.



Diagonalizovatelnost — priklad

Bud i <3 1>.
13
Vlastni &isla a vlastni vektory matice A jsou:
M=4 x=(1,1)T, M=2 xx=(-1,1)T.
Diagonalizace ma tvar:

A=SAST! = G _D (3 g) (—

Geometricka interpretace:

NI N[=
NI N|=
\_/

Y




Diagonalizovatelnost

Tvrzeni (Vlastni vektory rtiznych vlastnich Eisel)

Budte A1, ..., \x navzajem riizna vlastni &isla matice A € C"™".
Pak odpovidajici vilastni vektory x, ..., X, jsou linedrné nezavislé.
Dukaz.

Matematickou indukci podle k. Pro k = 1 zfejmé. Uvaz
a1X1 + ...+ OgXx = O.

Pak pfenasobenim matici A dostaneme

Q1AX1T + ..o apAxg = i Aix1 ..+ apArXe = o.
Odeétenim Ai-nasobku horni rovnice od dolni:
a1(A1 — M )x1 4o+ ak—1(Ak—1 — Ak)xk—1 = o.
Z induk. predpokladu a1 = ... = a,_1 = 0. Dopoéti o, = 0. O
Dasledek

Pokud matice A € C"™" ma n navzdjem riiznych vlastnich cisel,
pak je diagonalizovatelna.



Diagonalizovatelnost — aplikace

Priklad (Mocnina matice)
Bud A = SAS™! spektralni rozklad matice A € C™". Pak

> A% = SASTISAS™1 = SA2S- 1L

» Obecnéji:
Moo
k kc—1 . -1
AC=SNS™"=S|¢g . oS
0 0 X
» Asymptotické chovani:
Lk
dm A 00 0, (A) < 1,
kILm A =5 0 0 S diverguje, p(A) > 1,
0 0 lim X\ konverguje/div., p(A)=1.
k—o0

Pripad p(A) = 1: uvaz A= 1, resp. A= —1,.
» Nahlédni geometricky.

> Vyuziti: diskrétni dynamické systémy x — Ax.



Nasledujici téma
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@ Jordanova normalni forma



Jordanova normalni forma

> Motivace: nejjednodussi tvar dosazitelny podobnosti

Definice (Jordanova bunka)
Bud X\ € C, k € N. Jordanova buiika Ji(\) je Ctvercova matice
radu k definovana

A1 O 0
0
J(A) = | : 0
1
0o ... .. 0 A

» Jordanova buika ma vlastni Cislo A, které je k-nasobné

> prislusi mu pouze jeden vlastni vektor e; = (1,0,...,0)"



Jordanova normalni forma

Definice (Jordanova normalni forma)
Matice J € C™" je v Jordanové normalni formé, pokud je
v blokové diagonalnim tvaru

Jy(A1) 0 ... 0
J= 0
: L. 0
0 e 00 Uk, (Am)

a na diagonale jsou Jordanovy buiky Ji, (A1), ..., Jk,(Am).

» Hodnoty A\; a k; nemusi byt navzajem razné.
Jordanova buika se miize vyskytovat vicekrat.

» Pokud Jordanovy buiky maji velikost 1, matice je diagonalni.



Jordanova normalni forma

Priklad

Uvazujme dvé matice v Jordanové normalni formé

[5]0 0 0 0 5 1]0 0 0
0[5]0 0 0 0 5/000
A= o0 0f7 1 0]|, B=]0 0|7 1]0
0 0[0 7 1 0 0|0 7|0
0 0[{0 0 7 000 O0]7

» Obé matice maji vlastni Cisla:
5 (dvojnasobné) a 7 (trojnasobné)
» Matice A: pro 5 dva vlastni vektory, pro 7 jeden

» Matice B: pro 5 jeden vlastni vektor, pro 7 dva



Jordanova normalni forma

Véta (O Jordanové normalni formé)
Kazda matice A € C™" je podobnd matici v Jordanové normalni
formé. Tato matice je az na poradi bunék uréena jednoznacné.

Dasledek

1. Pocet vsech Jordanovych bunék odpovidajicich A je roven
poctu vlastnich vektorii pro \.

2. Ndasobnost viastniho ¢Eisla je vétsi nebo rovna poctu vlastnich
vektorti, které mu prislusi.

Poznamka (Velikosti a pocet bunék)
Pocet bunék Jx(\) matice A € C"*" ve vysledné Jordanové
normalni formé je roven

rank (Ak_l) — 2rank (Ak) + rank (Akﬂ),
kde A=A — Al,.



Jordanova normalni forma

Myslenky z ditkazu ¢i konstrukce.
» Pokud A = Jk()), pak

0 1 0 0
0
A=A- )= |: 0
S
0 0 0

> Jak vypada A2 A3, ...7

> Tedy
rank(A) = k — 1, rank(A%) =k — 2,

rank(A3) = k —3,..., rank(A*) = 0.
» Pokud vim, ze A = Jx(A), ale neznam k, uréim ho z hodnosti.

» Pokud vim, ze A je v JNF, znam vlastni Cisla, ale neznam
jednotlivé bunky, mohu je uréit z hodnosti.



Jordanova normalni forma

Priklad
Bud A € R>*® 3 necht

» rank(A—8l) =3
Co to fika o Jordanovych bunkach pro vlastni ¢islo 87
— Jsou dve.

» rank(A — 8l5)? = rank(A — 8I5)3 = 2
Co to fika o Jordanovych bunkach a jejich velikostech?

— Jedna velikosti 1 a jedna velikosti 2.



Jordanova normalni forma

Priklad
5 -2 2 -2 0
o 6 -1 3 2
A= 2 2 7 =2 =2

2 3 1 2 -4
-2 -2 -2 6 11

ma vlastni Cisla 5 (dvojnasobné) a 7 (trojnasobné).
» Vime 3 = rank(A — 5l5) = rank(A — 5I5)?
» rank(A —T7l5) = 3 a rank(A — 7ls)? = rank(A — 715)3 = 2.

oOolN B O o
~N O O O O




Jordanova normalni forma

Priklad (Mocnina matice)
Bud A = SJS~1 Jordaniv normalni forma matice A € C"™*". Pak

> Ak =SJks—1,
» J je blokové diagonalni, staci mocnit Jordanovy bunky

> Asymptotické chovani jako pro diagonalizovatelné matice:

0, p(A) <1,
klim AR = { diverguje, p(A) > 1,
—00

konverguje/div., p(A) = 1.



Soustava linearnich diferencialnich rovnic
Soustava linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu
u(t) = Au(t),
kde u: R — R" je neznama funkce a u(ty) = up pocatecni stav.
» Pro pripad n =1 je feSenim u(t)’ = au(t) funkce
u(t)=v-e?, kdeveR.
A

v

Hledame feseni tvaru u(t) = e*v s neznamymi A € R, v € R".
» Dosazenim:

XeMyv = e Ay, neboli Av = Av.

v

Vede na vypocet vlastnich Cisel A1, ..., A, a vektordi xi, ..., x,.

v

Reseni je
u(t) = S0 ajeMitx;,
kde aj € R (ziska se z pocatecnich podminek).



Soustava linearnich diferencialnich rovnic

Priklad

ui =7u1 — 4w

ué =5u1 — 2wy

Matice A = (Z :g) ma vlastni &isla:

> 2, vlastni vektor (4,5)7
> 3, vlastni vektor (1,1)7.

Reseni alohy jsou tvaru

Y1) — 5.2t 4 +b-e ! , abeR.
[2) 5 1



Nasledujici téma
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Symetrické matice

Definice (Hermitovska matice a transpozice)

. . . . . —T
Hermitovska transpozice matice A € C"™ " je matice A* = A .
Matice A € C"™" se nazyva hermitovska, pokud A* = A.

Hermitovska transpozice ma podobné vlastnosti jako klasicka:
> (A*)* = A, (A+ B)* = A* + B*, (AB)* = B*A*,. ..

Dasledky:

» Unitarni matice: Q*Q = /,,.

» norma indukovana std. skalarnim soucinem v C": ||x|| = v/x*x.
Priklad

2 1+ 2 14
1+i 5 )7 1—7 5

Prvni symetricka, ale ne hermitovska. Druha naopak.



Symetrické matice — vlastni ¢isla

Tvrzeni (Vlastni Cisla symetrickych matic)
Vlastni ¢&isla realnych symetrickych matic jsou realna.
(¢i obecnéji pro komplexni hermitovské matice)

Dukaz.
Bud A € C"™" hermitovska, A € C jeji vlastni ¢islo a x € C"
prislusny vlastni vektor jednotkové velikosti, tj. ||x||2 = Vx*x = 1.
Pfenasobenim rovnice Ax = Ax vektorem x* mame
X"Ax = Ax*x = A

Nyni

A= x"Ax = x"A'x = (x*Ax)" = \".
Tedy A = \*, a proto musi byt A realneé.

> Komplexni symetrické matice mohou mit ryze komplexni
vlastni Cisla (uvaz diagonalni matici).



Symetrické matice — priklad

Priklad (Vlastni Cisla matice projekce)
Bud P € R"*" matice projekce do podprostoru U dimenze d.

Jaka ma vlastni isla a vlastni vektory?

» Pro kazdy vektor x € U plati Px = x.

Tedy 1 je vlastnim &islem,

odpovidd mu d vlastnich vektoril z baze prostoru U.
» Pro kazdy vektor x € UL plati Px = o.

Tedy 0 je vlastnim Cislem,
odpovida mu n — d vlastnich vektort z baze prostoru U+



Symetrické matice — spektralni rozklad

Véta (Spektralni rozklad symetrické matice)
Pro kazdou symetrickou matici A € R"™" existuje ortogonalni
Q € R™" 3 diagonélni N € R"™" takové, ze

A=QANQT.

Diikaz (zacatek).
Mat. indukci podle n. Pfipad n =1 je trivialni: A=A, Q = 1.
Bud A vlastni ¢islo a x odpovidajici vlastni vektor, ||x|]2 = 1.
Bez Gjmy na obecnost necht A = 0:

» Jinak uvaz A=A — M, a z rozkladu A= QAQT mame

A=A+ M, =QAQT + QM,QT = QA+ M,)QT.

Nyni doplime x na ortogonalni matici S == (x | ---).

» Protoze Ax = 0, mame AS = (o | ---).

> Tudiz STAS=ST(o|---)=(o]-).



Symetrické matice — spektralni rozklad

Ditkaz (pokr.)

> A jelikoz je tato matice symetrickad, mame

T . 0 OT
5A5_<o )

kde A’ je n&jaka symetricka matice fadu n — 1.
» Podle indukéniho predpokladu ma spektralni rozklad
A = QNQ'T, kde N je diagonalni a Q' ortogonalni.

> Matice a rovnost rozsifime o jeden fad takto:

0 of\ (1 o™\ [0 o'\ (1 o'\ .57
%) =0 @) W) gr)=me

» Nyni miZeme psat
STAS = RAN'RT,
z Cehoz

A=SRN'RTST = (SR)N'(SR)" = QAQT.

O



Symetrické matice — spektralni rozklad
Priklad (Spektralni rozklad symetrické matice)

Bud
1 1 1
A= <1 1 l) .
1 1 1

» Vlastni Cisla matice A jsou A\j2 =0, A3 = 3.
> VI. vektory: vi = (1,—1,0)",vo = (0,1,-1)7,vs = (1,1,1)".
» Spektralni rozklad matice A je

1 01 000
A=SAS7! kde S=([-1 1 1|, A=[0 0 0].
0 -1 1 0 3

» NE, matice S neni ortogonalni! Lépe:

o

A=QAQT, kde Q= | -

ENEN
fSelSelS
SfSeloels



Symetrické matice — jina forma spektralniho rozkladu

Bud A € R™" symetrickd a A = QAQT spektralni rozklad.
> Oznac¢ \; = A\j a x; = Q,; vlastni vektory.
| 2

n

T

= E )\,'e,'e,' y
i=1

» Pak matici A Ize vyjadrit jako
A=QANQT =Q (Z /\,-e,-e,-T> QT =) XiQee/ Q7 =

j i=1
—ZA Qi ZA



Symetrické matice — jina forma spektralniho rozkladu

Bud A € R™" symetrickd a A = QAQT spektralni rozklad.
> Oznac¢ \; = A\j a x; = Q,; vlastni vektory.

> Alternativni tvar spektralniho rozkladu: A= >""_, A\ix.x.|

v

A rozepisujeme na soucet n matic hodnosti 0 nebo 1.

v

Navic, x;x;” je matice projekce na pfimku span{x;}

zobrazeni x — Ax je tvaru souctu n zobrazeni,
kazdé z nich je projekci na pfimku (kolmou na ostatni) a
skalovani dle \;.

v
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@ Teorie nezapornych matic



Teorie nezapornych matic

Véta (Perronova)

1. Bud A € R™" nezaporna matice. Pak v absolutni hodnoté
nejvétsi vlastni Eislo je realné nezaporné a prislusny vlastni
vektor je nezaporny (ve vsech slozkach).

2. Bud A € R"™" kladna matice. Pak v absolutni hodnoté
nejvétsi vlastni Cislo je realné kladné, je jediné (ostatni maji
mensi absolutni hodnotu), ma nasobnost 1, a prislusny vlastni
vektor je kladny (ve vsech slozkach).

Priklad
> Matice A = (}%) je kladna.
Nejvétsi vlastni ¢islo je 5, vlastni vektor (1,2) 7.
Druhé vlastni &islo je —1, vlastni vektor (1, —1)7.

> matice (9 ) ma dvé dominantni vlastni ¢isla, 1 a —1.



Markovovy fetézce — priklad

Migrace obyvatel USA mésto—predmésti—venkov:

z mésta:  96% zfistane, 3% do predmésti, 1% na venkov
z predmésti: 1% do mésta, 98% zistane, 1% na venkov
z venkova:  1.5% do mésta, 0.5% do predmeésti, 98% ziistane

Pocatecni stav: 58 mil. mésto, 142 mil. pfedmésti, 60 mil. venkov.
Otazka: Jak se bude vyvijet v Case?
0.96 0.01 0.015
A=

0.03 0.98 0.005|, xo=(58,142,60)".
0.0l 0.01 0.98

Vyvoj v Case: Axp, A%xy, Adxg, ... A%®xp.
1 0 0 0.23 0.23 0.23
A=S5(0 095 0 |S!' = A®=54(5")w. =043 043 043].
0 0 097 0.33 0.33 0.33

Zavér: 23% ve mésté, 43% predmésti, 33% venkov. Na xg nezalezi.



Markovovy fetézce — obecné

> Systém se sklada ze stavd 1,2,...,n.

Jejich hodnota v Case i je reprezentovana vektorem x; € R”".

» Stav systému v Case i + 1 ziskame jako x;11 = Ax;
» Napr. stav pocasi, deskové hry, pohyb mezi webovymi
strankami, vyvoj populace ekosystému, stav sportovnich zapasi
> Matice A je pfechodova matice:
ajj =pravdépodobnost prechodu ze stavu j do stavu i.
Logicky predpokladame ATe = e
(z kazdého stavu musim nékam prejit)
» Pocatecni stav xg.
Zajima nas limg_, o Ak xo
» Pro analyzu pouzijeme:

A > 0, A souvisi s vlastnimi &isly, p(A) =1, ...

Poznamka. Markovova vlastnost: x;11 zavisi jen na predchozim stavu



Markovovy fetézce — souhrn

> Je-li A> 0, pak A = ve', kde v > 0 je vlastni vektor pro 1.

(Ditkaz. Podle Perronovy véty je 1 jediné dominantni vlastni
Cislo, ostatni spliuji [A| < 1.)

Tedy vektor v spliuje Av = v (tzv. stacionarni rozlozeni)

Posloupnost Axg, A%xgp, Ao, ..., A®xy konverguje Vxq € R”.

» Pro A > 0 se ustalit nemusi.

Napf. A= (23) ma vlastni &isla +£1 a reprezentuje proces, kdy
dva stavy prechazi stfidavé mezi sebou.
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@ Vypocet vlastnich cisel



Vypocet vlastnich ¢isel, Gerschgorinovy disky
» Zadny konecny algoritmus, jen numericky (iteracni metody).

Véta (Gerschgorinovy disky, 1931)
Kazdé vlastni &islo A matice A € C"™" lezi v kruhu o stredu a;; a
poloméru ;.. |ajj| pro néjaké i € {1,...,n}.

Diikaz.
Bud )\ vlastni ¢islo a x vlastni vektor, tedy Ax = Ax.
Necht i-ta slozka x je nejvétsi, tj. |x;| = maxx=1,..n |[Xk|.
i-ta rovnice ma tvar Zf:l ajjxj = Ax; vydélenim x; # 0 dostavame
x;
)\ =a;; + a.._J
JF

a tim padem

A —aji| =

O

Zau

J#i

<X < ol

JF#i J#i



Gerschgorinovy disky — priklad

2 1 0
A=1-2 5 1 |, vlastni¢&isla: —2.78, 3.39 £ 0.6/
-1 -2 -3

9 Re

> V kazdeé komponenté souvislosti je tolik vlastnich &isel, z kolika
kruhti dand komponenta vznikla.



Gerschgorinovy disky — 3 pouziti

1)

2)

Diagonalné dominantni matice.
Matice A € C"™" je regularni, pokud [aji| > 3., |aj| Vi.
Kriterium pro zastaveni vypoctu iteracnich metod.

Nékteré metody postupné zmensuji nediagonalni prvky, matice
konverguje k diagonalni.

Napriklad matice

0,0001 5,0000  0,0003

( 7,0001 0,0001 —0,0002)
A—
—0,0002 0,0003  1,9990

ma vlastni ¢isla 7,0001 & 0,0003, 5 40,0004 a 1,999 4 0,0005.
Markovovy matice.
Bud A Markovova matice (A >0, ATe =e).

Pak 1 je vlastnim cisel a je nejvétsi
(Gerschgorinovy disky se zleva dotykaji bodu 1).



Mocninna metoda

» Jednoducha metoda, ale v fadé situaci se pouziva (i variace).
Algoritmus (Mocninna metoda, von Mises, 1929)
Vstup: matice A € C™".

1: Zvol 0 # xg € C", i =1,

2: while not splnéna ukonéovaci podminka do

3 yi = Axi_1,

. e 1 i
A Xi= i
5: i=1i+1,

6: end while
Vystup: v = x; je odhad vlastniho vektoru,
X = x ,y; je odhad vlastniho &isla.

> Mize byt pomala, pocita jen dominantni vlastni Cislo.

» Je robustni (za zaokrouhleni) a pouzitelna pro velké rady.



Mocninnd metoda — priklad

Priklad
2 4 2
A=|[4 2 2|, x=(1,01)".
2 2 -1
Jednotlivé iterace vypoctu: (
A=[2 4 2; 4 2 2;
i el X X,'-Cl}/i 22 -1];
0 (1.00,0.00,1.00)7 - ;‘;E;S;?};
1 (0.67,1.00,0.17)7 5 -
2 (1.00,0.88,0.56)"  6.32 (32 %%)
3 (0.97,1.00,0.47)7 6.94 x=y/norm(y) ;
4 (1.00,1.00,0.50)7 7 x/max (abs(x)),
end




Mocninna metoda — konvergence

Tvrzeni (Konvergence mocninné metody)

Bud A € R™" s vlastnimi Cisly |A\1] > |Xa| > ... > |\n| a linedrné
nezavislymi vlastnimi vektory vy, ..., v, velikosti 1.

Necht xo ma nenulovou souradnici ve sméru vy.

Pak x; konverguje k vektoru vi a x,-T_1 yi konverguje k \1.

Diikaz.
Vektory vi, ..., v, tvofi bazi R", tedy xo = Zj’le a;vj, kde a1 # 0.
Pak x; = ”A,X ||A Xp a lze psat
= Ai(Zaj\/j) = Zain\/J Zoz,/\ v = A (alvl + Zoz,()\—J) )
j=1 j=1 J#1

Vektory x; postupné normujeme, takze na nasobku A nezalezi.
Protoze ‘i—i! <1, je !/}\‘—H' — 0 pro i — oo. Tudiz X; =00 V1.
Pokud x; ~ vq, tak

x,-T_ly,- = X,-—CIAX,'_l = X,'—Cl)\lxi—l = )\1||X,'_1||% = )\1. O



Deflace vlastniho ¢isla

» Mocninna metoda podita jen dominantni vlastni islo a vektor.
» Nasledujici transformaci ho vynulujeme.

> Takze pak mizeme vypocitat ostatni vlastni Cisla rekurzivné.

Tvrzeni (O deflaci vlastniho cisla symetrické matice)

Bud A € R"™" symetrickd, \1,...,\, jeji vlastni Cisla a vq,..., v,
odpovidajici ortonormalni vlastni vektory.

Pak matice A — A\1vyvy ma vlastni ¢isla 0, \a, ..., \, a vlastni
vektory vy, ..., vp.

Diikaz.

Spektralni rozklad (ten alternativni): A=>""_ \jv,v,T.
Pak A—Avivf = 0viv + 30 5 Aiviv] .
To je spektralni rozklad matice A — Ajvyvy . O

» Umi se i pro nesymetrické matice



Vyhledava¢ Google- a PageRank
PageRank (Sergey Brin a Larry Page, 2001):
N webovych stranek
S 1 j-ta stranka odkazuje na i-tou
Y71 0 jinak
bj = pocet odkazil z j-té stranky
x; = dilezitost i-té stranky

B PTe ajj .
> Resime x; = > 7, ijj i=1,...,N.
> Maticové A'x = x, kde a}; := Zi Tedy x > 0 je vl. vektor k 1.
j
» Priklady Page ranku:
Www.google.com 10
Www.cuni.cz 8
www.mff.cuni.cz 7
kam.mff.cuni.cz 6

kam.mff.cuni.cz/"hladik 4

v

Prakticky: N ~ 1010, ¥idka matice, ca 100 iteraci, aprava A’

v

Matice A’ je vlastné Markovovou matici.

v

Dalsi aplikace: geny, dalezitosti funkci, ranky ve fotbale, . ..



Nasledujici téma

@ Positivné (semi-)definitni matice
@ Positivné definitni a positivné semidefinitni matice



Uvod — vyraz xT Ax

Matice radu n =1

» zde je xT Ax = ax?
> ax? >0, pokud a >0 [positivné semidefinitni matice]
» ax? >0 pro x # 0, pokud a > 0 [positivné definitni matice]

Matice obecného radu n
T Aw _ 0 o
> zde x' Ax =} 1.4 ajxiX

» bude nas zajimat kdy x” Ax > 0 resp. xT Ax > 0



Positivné definitni a positivné semidefinitni matice
Definice (Positivné (semi-)definitni matice)
Bud A € R™" symetricka. Pak A je
> positivné semidefinitni, pokud x " Ax > 0 pro véechna x € R",

» positivné definitni, pokud x” Ax > 0 pro viechna x # o.

Poznamky
» Je-li A positivné definitni, pak je i positivné semidefinitni.
> Stadi testovat pro ||x|| =1, tj. na jednotkové kruznici.
> A je negativné definitni, pokud je —A positivné definitni.

Priklady
» 0 positivné semidefinitni, ale ne positivné definitni.
» |, positivné definitni.

Poznamka (Positivné definitni matice maji kladnou diagonalu)
Je-li A € R™" positivné definitni, dosazenim x = ¢; dostaneme
xTAx = e,-TAe,- =a; > 0.



Positivné definitni a positivné semidefinitni matice

Definice (Positivné (semi-)definitni matice)
Bud A € R™" symetricka. Pak A je
> positivné semidefinitni, pokud x " Ax > 0 pro véechna x € R",

> positivné definitni, pokud x T Ax > 0 pro véechna x # o.

Matice A = (a) € RY*!
> je positivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz a > 0,
P je positivné definitni pravé tehdy, kdyz a > 0.

Poznamka (Pro¢ pro symetrické matice?)
Nesymetrické matice miizeme zesymetrizovat Gpravou (A + AT):

XT%(A + AT)X = %XTAX + %XTATX = %XTAX + (%XTAX) T — xT Ax.

Rada testovacich podminek funguje pouze pro symetrické matice.



Positivné (semi-)definitni matice — zakladni vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti positivné definitnich matic)
1. Jsou-li A, B € R™" pos. definitni, pak A+ B je pos. definitni.
2. Je-li A pos. definitni a a > 0, pak i «A je pos. definitni.
3. Je-li A pos. definitni, pak je regularni a A1 je pos. definitni.

Diikaz (jen 3.)

Regularita. Bud x feSeni soustavy Ax = 0. Pak x"Ax = xTo0 = 0.
Z predpokladu musi x = o.

Positivni definitnost. Sporem necht xT A=1x < 0 pro x # o. Pak
xTAIx =xTAT1AA Ix = yTAy <0,
kde y = A=1x # 0. To je spor, nebot A je positivné definitni. O
Poznamky
» Analogie véty plati i pro positivné semidefinitni matice.

» Se soucinem positivné definitnich matic je to komplikovanéjsi.



Charakterizace positivni definitnosti

Véta (Charakterizace positivni definitnosti)

Bud A € R"™" symetricka. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. A je positivné definitni,
2. vlastni Cisla A jsou kladna,

3. existuje matice U € R™*" hodnosti n takova, ze A= UT U.

Dikaz (1/2).

e Implikace (1) = (2): Sporem necht existuje vlastni ¢islo A <0,
a x je prislusny vlastni vektor ||x|| = 1.

Pak Ax = Ax implikuje x"Ax = AxTx = A < 0. Spor.

e Implikace (2) = (3): Symetrickda A ma spektralni rozklad

A= QAQ', kde A je diagonalni matice s prvky Ai,..., A, > 0.
Definujme A’ jako diagonalni s prvky v/A1, ..., v/, > 0.

Lze volit U=NQT, nebot UTU = QA?QT = QAQT = A
Matice U je regularni, nebot je soucinem dvou regularnich.



Charakterizace positivni definitnosti

Véta (Charakterizace positivni definitnosti)
Bud A € R™" symetrickd. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. A je positivné definitni,
2. vlastni Cisla A jsou kladna,
3. existuje matice U € R™*" hodnosti n takova, ze A= UT U.

Dikaz (2/2).

e Implikace (3) = (1): Sporem necht x" Ax < 0 pro n&jaké x # o.
Pak 0 > xTAx = xT UT Ux = (Ux)T Ux = (Ux, Ux) = || Ux||3.
Tedy musi Ux = o, ale sloupce U jsou linearné nezavislé, a tak

X = 0, spor. O

Poznamka (Vyskyt matice UT V)
» matice projekce a metoda nejmensich Ctverci

» determinant a objem rovnobé&znosténu



Charakterizace positivni semidefinitnosti

Véta (Charakterizace positivni semidefinitnosti)
Bud A € R™" symetrickd. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. A je positivné semidefinitni,
2. vlastni Cisla A jsou nezaporna,
3. existuje matice U € R™*" takova, Ze A= UT U.

Priklad (Matice projekce)
» Matice projekce do sloupcového prostoru S(A) ma tvar
P=AATA) AT,
» Vlastni ¢isla matice P jsou pouze 0 a 1.

» Protoze P je symetricka, je positivné semidefinitni.



Transformace pro positivni (semi-)definitnost

» Elementarni fadkové Gpravy neméni mnozinu feSeni Ax = b.
» Podobnost SAS™! neméni vlastni ¢isla matice.

> Jaka transformace zachovava positivni definitnost matice A?

Tvrzeni (Transformace pro positivni definitnost)
Bud' S € R"™" regularni matice a A € R"™" symetricks. Pak
A positivné definitni < ST AS je positivné definitni.

Diikaz.

e Implikace “="".

Bud x € R"\ {o}. Z regularity matice S je Sx # o.

Proto x"STASx = (Sx) T A(Sx) > 0.

e Implikace “<".

Pouzijme pfedchozi implikaci na matici ST AS. Prenasobenim S~1:
STT(STAS)S 1 =5"TsTASS 1= A O



Nasledujici téma

@ Positivné (semi-)definitni matice

@ Metody na testovani positivni definitnosti



Rekurentni vzorecek

Véta (Rekurentni vzorecek na testovani positivni definitnosti)
Bud a € R, ae R™1, A e RO=1Dx("=1) symetricki. Pak matice

a a'l
=5 %)
Je positivné definitni pravé tehdy, kdyz plati zaroven
1. a>0,
2. A— éaaT je positivné definitni.

Dukaz.
Aby A byla positivné definitni, musi o > 0. Oznac

_1.T
S
o Infl
Nyni
Tae_ (1 o' \[fa a"\/1 —-Lia™\ /[« ol
5 AS(—%a lh-1J\a AJ\o 1) \o A-21aa™)"

Tato blokové diagonalni matice je positivné definitni pravé tehdy,
kdyz jsou positivné definitni oba bloky. O



Rekurentni vzorecek — priklad

Priklad
Uvazujme matici
4 -2 4 ol aT
A=|-2 10 1] = ~
4 16 al A
Zdea=4,a=(2)aA=(P).

Protoze o > 0, upravime matici podle predpisu

it = (Vo) e (9= 2)

Neni-li zFejmé, Ze je matice positivné definitni, postup opakujeme.
V dalsi iteraci dostaneme matici fadu 1

)~ 53)3) =),

ktera je positivné definitni. Proto je positivné definitni i matice A.



Gaussova eliminace a positivni definitnost

» Rekurentni vzorec vlastné udélal 1 krok Gaussovy eliminace.

Tvrzeni (Gaussova eliminace a positivni definitnost)
Symetrickd matice A € R"™" je positivné definitni pravé tehdy,
kdyz ji Gaussova eliminace prevede do odstupriovaného tvaru

s kladnou diagonélou za pouziti pouze elementarni Gpravy pricteni
nasobku fadku s pivotem k jinému radku pod nim.

Dikaz.

e Necht A positivné definitni. Prvni krok Gaussovy eliminace:

(a aNT)N<oz ) al )

a A o A—21aa™ )"

Podle rekurzivniho vzorecku je v >0 a A — éaaT je zase positivné
definitni, takze mizeme pokracovat induktivné dal.

e Necht Gaussova eliminace pfevede A do pozadovaného tvaru.
Mat. indukci predpokladame, ze A — LaaT je positivné definitni.

Tudiz A je positivné definitni podle rekurentniho vzorecku. O



Gaussova eliminace a positivni definitnost — priklad

Priklad
Upravme matici Gaussovou eliminaci za pouziti pouze pfislusné
Gpravy:
4 -2 4 4 -2 4 4 -2 4
A=|-2 10 1] ~|0 9 3]~1|0 9 3
4 16 0 3 2 0 01

Diagonala je kladna, tudiz matice A je positivné definitni.

» Vidime, ze podmatice vpravo dole jsou stejné jako ty, které
vznikaji aplikaci rekurentniho vzorecku.

Poznamka

» Od Gaussovy eliminace ke kricek k determinantiim.



Sylvestrovo kriterium

» Hlavni vedouci podmatice A; matice A je leva horni podmatice
A velikosti /.
(tj. vznikne z A odstranénim poslednich n— j fadki a sloupci).

Tvrzeni (Sylvestrovo kriterium positivni definitnosti)
Symetrickd matice A € R"™" je positivné definitni pravé tehdy, kdyz
determinanty hlavnich vedoucich podmatic A, ..., A, jsou kladné.

Dukaz.
Uprav matici A na REF tvar R jen s tpravami z minulého tvrzeni.

Pak hlavni podmatice R jsou REF tvary hlavnich podmatic A.

e Implikace “=". Diagonala R i hlavnich podmatic je kladna,
takze determinanty jsou taky kladné.

e Implikace “<".

Béhem Gaussovy eliminace matice A jsou vsechny pivoty kladné,
nebot pokud je i-ty pivot prvni nekladny, pak det(A;) < 0. O



Sylvestrovo kriterium — priklad

Priklad
Uvazujme opét matici:
4 -2 4
A=1[-2 10 1
4 1 6

Aplikujme Sylvestrovo kriterium:

det(A;) = det (4) = 4,

4 -2
det(Ap) = det(_2 10) = 36,
4 -2 4
det(As) =det| =2 10 1] = 36.
4 1 6

Determinanty jsou kladné, a proto je matice A positivné definitni.



Sylvestrovo kriterium positivni semidefinitnosti

» Positivni definitnost a semidefinitost jsou podobné vlastnosti,
ale metody této sekce maji pro PSD dost odlisnou podobu.

> Jen hlavni vedouci podmatice nestaci, viz A= (§ ).
» Hlavni podmatice je matice, ktera vznikne z A odstranénim

urcitého poctu (i nulového) radkd a sloupcti s tymiz indexy.

Tvrzeni (Sylvestrovo kriterium positivni semidefinitnosti)
Symetricka matice A € R™" je positivné semidefinitni pravé tehdy,
kdyz determinanty vsech hlavnich podmatic jsou nezaporné.

Poznamka (Porovnani PD a PSD)
» Sylvestrovo kriterium pro PD: n determinantd

» Sylvestrovo kriterium pro PSD: 2" — 1 determinantd.



Choleského rozklad
Véta (Choleského rozklad)

Pro kazdou positivné definitni matici A € R"*" existuje jeding dolni
trojihelnikova matice L € R"™" s kladnou diagonalou takova, Ze

A=LLT.

Ditkaz (1/2).
Mat. indukci podle n. Pro n =1 mame A= (a11) a L = (y/a11).

Indukeni krok n < n— 1. Méme A = (0; "’AT).

Podle rekurentniho vzorecku je >0 a A — éaaT je pos. definitni.

Dle indukéniho predpokladu existuje dolni trojahelnikova matice L
s kladnou diagonalou tak, ze A— Laa” = [LT.

Y T
Volme L = ( \1/_3 O,: ) , nebot

I=

T 1 T T
LT — \1/5 o Va @a _ (a 1 Ta ~~T> A
7=d L)oo I7 a LaaT +IL



Choleského rozklad
Véta (Choleského rozklad)

Pro kazdou positivné definitni matici A € R"*" existuje jeding dolni
trojihelnikova matice L € R"™" s kladnou diagonalou takova, Ze

A=LLT.
Dikaz (2/2).

Pro ditkaz jednoznacnosti méjme jiny rozklad A = L'L'T, kde

I B ol
L_<b L)

a a’ oot (B BbT
<a Z\)‘A_LL _<ﬁb bbT+Z’Z/T>’

Porovnanim dostaneme: § = \/a, b= %a, A=bbT +'['T,

Tudiz I'['T = A— éaaT, jenze podle indukéniho predpokladu je
A—Laam = [IT jednoznacné, tedy ['=1,a protoi L' = L. O

«

Pak



Choleského rozklad — priklad

Priklad

Pocitame prvky L od prvniho sloupce shora doli




Choleského rozklad — odvozeni algoritmu
Zakladni idea

» Postupné z rovnice A = LLT porovnavat shora prvky v prvnim
sloupci matice nalevo a napravo, pak ve druhém sloupci atd.

Prvek Ekk
» Necht uz zname prvni az (k — 1)-ni sloupec matice L.

» Ze vztahu A = LLT odvodime pro prvek na pozici (k, k)

n n k
awe =D Lig(LT e =D g =D .
=1 =1 =1

» Vyjadiime neznamou hodnotu ¢4 (ostatni jiz zname):

Ui =

Dobfe definované pro pokud A je positivné definitni.



Choleského rozklad — odvozeni algoritmu
Zakladni idea

» Postupné z rovnice A = LLT porovnavat shora prvky v prvnim
sloupci matice nalevo a napravo, pak ve druhém sloupci atd.

Prvek E,'k, i >k
» Necht z L zname navic hodnoty prvnich i — 1 prvki sloupce k.

» Ze vztahu A = LLT odvodime pro prvek na pozici (i, k), kde
i >k,

n n k
aik =Y Li(LT =) Llytyg =) Lily.
j=1 j=1 j=1

Vyjadfime neznamou hodnotu £ (ostatni jiz zname):

lix = Z Cijlyj

Ekk



Choleského rozklad — algoritmus

Algoritmus (Choleského rozklad)
Vstup: symetricka matice A € R™*",

1. L =0,

2. for k' =1to ndo //v k-tém cyklu uréime hodnoty L,
3. if ap — ijz_ll éij < 0 then return “A neni pos. definitni”,
4, U= +/au — Zj’fz_ll Eij,

5. fori:=k+1tondo

6. lig = 7 <3ik - Zjl-(:_f K,-J-ékj),

7. end for

8. end for

Vystup: A= LLT nebo informace, ze A neni positivné definitni.



Choleského rozklad pro reseni soustavy Ax = b

Zakladni idea:
Pokud mame rozklad A = LLT, pak soustava ma tvar L(LT x) = b.

Substituuj y = LT x, vyres soustavu Ly = b, a potom LT x = y.

Vysledny postup:
1. Najdi Choleského rozklad A= LLT.
2. Najdi feSeni y* soustavy Ly = b pomoci dopfedné substituce.

3. Najdi feeni x* soustavy LT x = y* pomoci zpétné substituce.

Poznamka
Tato metoda je fadové o 50 % rychlejsi nez Gaussova eliminace.



Choleského rozklad pro reseni soustavy Ax = b

Priklad
4 -2 44
(A\b):(—Z 10 1 7>
4 1 6|4

1. Choleského rozklad A = LLT, kde

2 00
L=|-1 3 0
2 1 1
2. Najdi feSeni y* soustavy Ly = b pomoci dopfedné substituce:
2 0 0|4 2
(LIb)=-1 3 0|7)] — y*=|[ 3
1 14 -3

2
3. Najdi feseni x* soustavy LT x = y* pomoci zpétné substituce:

2 -1 2| 2 5
(LT\y*):<o 31 3) — x*:<2>
-3 -3

0 01




Nasledujici téma

@ Positivné (semi-)definitni matice

@ Aplikace positivni (semi-)definitnosti



Positivni definitnost a skalarni soucin

Véta (Skalarni soucin a positivni definitnost)
Operace (x,y) je skalarni soucin v R" pravé tehdy, kdyz ma tvar

(x,y) = xT Ay

pro néjakou positivné definitni matici A € R"*",

Diikaz.
e Implikace “="".
Vime ( ), ze kazdy skalarni soucin v R" je tvaru

(x,y) =x"(RTR)y.

e Implikace “<". Ovéfime axiomy skalarniho soucinu, mj.:
» (x,x) =xT"Ax >0 a nulové jen pro x = o,
> (x,y) =xTAy = (xTAy)T =yTATx =yTAx = (y,x). [



Positivni definitnost a skalarni soucin

Véta (Skalarni soucin a positivni definitnost)
Operace (x,y) je skalarni soucin v R" pravé tehdy, kdyz ma tvar
(x,y) =xT Ay
pro néjakou positivné definitni matici A € R"™",
Diisledek
Norma indukovana vyse zminénym skalarnim soucinem je
Ixll = v/, x) = VT Ax.

V této normé ma jednotkova koule tvar elipsoidu.

Priklad
f(x,y) = x1y1 — x1y2 — xey1 + Txay2 + 3xoy3 + 3x3y2 + 2x3y3
1 -1 0
=x"[-1 7 3]y=xTAy.
0 3 2

Protoze A je positivné definitni, je zobrazeni skalarni soucin.



Positivni definitnost a skalarni soucin

Poznamka (Standardni a nestandardni skalarni soucin)
Uvazujme nestandardni skalarni soucin (x,y) = xT Ay

> A je positivné definitni, Ize rozlozit jako
A=RTR,
kde R je regularni.
» Bud B baze tvorena sloupci matice R~1. Potom
R™! = ,..lid]g je matice prechodu od B do kan. baze,
R = glid],,, je matice prechodu od kan. baze do B.
> Nyni x” Ay = xTRTRy = (Rx)T(Ry) = [x]kIv]g-

» Nestandardni skalarni soucin lze vyjadfit jako standardni
skalarni souéin vzhledem k urcité bazi.



Odmocnina z matice

Tvrzeni (Odmocnina z matice)
Pro kazdou positivné semidefinitni matici A € R"*" existuje
positivné semidefinitni matice B € R"™" takova, ze

B% = A.
Diikaz.
Necht A ma spektralni rozklad A = QAQT, kde
A =diag(\1,..., An)y ALy...,An > 0.

Definujme diagonalni matici

VAo 0 ... 0
v |0 Ve
0o ... 0 VA

Pak matice B = QN QT spliuje
B2 — Q/\/QTQA/QT — QAI2QT — Q/\QT — A.



Positivni definitnost a optimalizace

Optimalizace je viude:

» vynos v ekonomii; transport zbozi, osob; design staveb; pfiroda

Hledani minima:

l

lokalni min
globalni min

» Positivni definitnost Hessovy matice



Positivni definitnost — dalsi aplikace

Konvexita funkce:

» Positivni semidefinitnost Hessovy matice

Statistika:

» Kovarianéni matice je vzdy positivné semidefinitni.



Nasledujici téma

© Kvadratické formy

@ Bilinearni a kvadratické formy



Uvod — vyraz xT Ax
Vyraz x" Ax (kvadratické formy)
» Setkali jsme se s nim u positivni (semi-)definitnosti.
> f(x)=xTAx=> " }7:1 ajjXiX;j
» priklad pro n = 1: f(x) = 7x?

> priklad pro n = 2: f(x1,x) = 5x% — 3x1x + 12x3
(soucet stupnti kazdého ¢lenu je 2)

NEEKK 7
NS X LI
N,




Uvod — vyraz xT Ay

Vyraz x" Ay (bilinearni formy)
» Setkali jsme se s nim u skalarniho soucinu.
» Napriklad:
» priklad pro n = 1: f(x,y) = Txy
> priklad pro n = 2: f(x1, x2, y1,¥2) = 5x1y1 — 3x1y2 + 12x0y2

b(x,y) = xy b(x,y) = xy
na intervalu [0, 5] na intervalu [-5,5]?



Bilinearni a kvadraticka forma

Definice (Bilinearni a kvadraticka forma)
Bud V vektorovy prostor nad T.
1. Bilinearni forma je zobrazeni b: V? — T, které je linearni
v prvni i druhé slozce zvlast, tj.
b(au + Bv,w) = ab(u,w) + B8b(v,w), Ya,B €T, Vu,v,w € V,
b(w, au + pv) = ab(w, u) + Bb(w,v), VYa,B €T, Vu,v,w € V.
2. Bilinearni forma se nazyva symetricka, pokud
b(u,v) = b(v,u) Yu,veV.
3. Zobrazeni f: V — T je kvadraticka forma, pokud
f(u) = b(u,u)
pro néjakou symetrickou bilinearni formu b.

Poznamka
» Je snadno vidét, ze plati b(o,v) = b(v,0) =0, f(o) = 0.
> Symetrizace 3 (b(u, v) + b(v, u)) pro nesym. bilin. formu.

(Indukuji stejnou kvadratickou formu. Musi char(T) # 2.)



Bilinearni a kvadraticka forma — priklady

Priklady forem

» Realny skalarni soucin na prostoru V je bilinearni formou.

» Komplexni skalarni soucin neni bilinearni formou.
(Nenf linearni v druhé slozce.)

» Pro libovolnou matici A € R"*" je zobrazeni
b(x,y) = x" Ay
bilinearni formou.
(Dtikaz. Bud o, 8 € R a x,x’ € R". Pak pro prvni slozku
b(ax + Bx',y) = (ax + Bx)T Ay = axT Ay + Bx'T Ay
= ab(x,y) + Bb(x',y) m)
» Pro symetrickou matici A je pak kvadratickou formou zobrazeni

f(x) = xT Ax.



Bilinearni a kvadraticka forma — priklady

Priklady forem

» Bilinearni forma na V = R2:
b(x,y) = x1y1 + 2x1y2 + 4xoy1 + 10x0y»

Odpovidajici maticové vyjadreni:

(1 2
b(X7.y)_X (4 10>y

» Symetricka bilinearni forma na V = R?:
b'(x,y) = xiy1 + 3x1y2 + 3xay1 + 10x2y2
Odpovidajici kvadraticka forma:
f(x) = b'(x,x) = xZ + 6x1x0 + 10x3

Maticové vyjadreni:

Fx) = x7 (; 130> x



Motivace a srovnani — linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni
definice: f(au + pv) = af(u) + 5f(v)

v

linearni zobrazeni je ureno obrazy baze

maticova reprezentace f: T" — T™: f(x) = Ax

>
>
> maticova reprezentace f: U — V: [f(x)]g, = g, [f]y, - [X]g,-
» jednoznacnost matice

>

zména matice pfi zméné baze

B4[f]B3 = B4[id]Bz ’ Bz[f]Bl ) Bl[id]B3‘



Matice bilinearni a kvadratické formy

Poznamka
Bud b: V2 — T bilinearni forma a B = {wy,...,w,} baze V.

> Méme u=> 7, xiwj, v=> 1, Yyiw.
> Pak
b(u,v) = b(327_1 xiwi, Z_?:l yiw;) =321 }7:1 x;yjb(wi, wj).

» Bilinearni forma je uréena obrazy dvojic bazickych vektora.

Definice (Matice bilinearni a kvadratické formy)
Bud b: V2 — T bilinearni forma a B = {wy,...,w,} baze V.
Matice bilinearni formy b vzhledem k bazi B je A € T"™", kde

ajj = b(wj, w;).

Matice kvadratické formy 7: V — T je matice libovolné
symetrické bilinearni formy indukujici f.



Maticové vyjadreni forem

Véta (Maticové vyjadreni forem)
Bud' B baze prostoru V' a bud’ b bilinearni forma na V.
Pak A je matice formy b vzhledem k bazi B praveé tehdy, kdyz

b(u,v) = [u]fAlv]g, Vu,veV.
Je-li b symetricka forma, pak pro odpovidajici kvadratickou formu f:
f(u) =[u]A[ulg Yue V.

Dukaz.

Necht x == [u]g, y = [v]g, B = {wi,...,wy}.

e Implikace “=". Je-li A matice formy b, tak
n n n n

b(u,v) = b(Z XiWj, ZyJWJ> = Z inyjb(w;, wj) = x" Ay.
i=1 j=1 i=1 j=1

o Implikace “<". Dosazenim u := w;, v := w; dostaneme

b(wj, wj) = [W;]EA[WJ']B = e,-TAej =a; Vijj=1,...,n.

e Kvadraticka forma f(u) = b(u,u) = xT Ax. O



Existence, jednoznacnost a prostor forem

Diisledek (Existence a jednoznacnost)
Bud B = {w,...,w,} baze prostoru V nad T a bud A € T"™*".
Pak existuje jedina bilinearni forma b: V> — T takova, Ze

b(wj,wj)=a; Vi,j=1,...,n

Dikaz.

Existence. Staéi ovéfit, ze b(u, v) = [u] L A[v]g spliuje podminky
bilinearni formy (zobrazeni u — [u]g je linearni).

Jednoznacnost. Pro kazdé u,v € V je b(u,v) = [u] FA[v]g, tedy
obrazy jsou jednoznaéné dany. O

Prostor bilinearnich forem na prostoru V dimenze n
» Bud B pevna baze prostoru V dimenze n.
> Kazdé bilinearni formé odpovida jednoznaéna matice A € T"*".

» Prostor bilinearnich forem je isomorfni s T"*".



Maticové vyjadreni forem v prostoru T"

Dasledek

Kazda bilinearni forma na T" se da vyjadrit ve tvaru
b(x,y) = x Ay
pro uréitou matici A € T"=",
Kazda kvadraticka forma na T" se d3 vyjadrit ve tvaru
f(x) = xT Ax
pro urcitou symetrickou matici A € T ",

Dikaz.

Stadi vzit A jako matici formy vzhledem ke kanonické bazi. Pak
b(X7y) = [X]IZ;nA [y]kan = XTAy-

Pro kvadratickou formu pak plati f(x) = b(x, x) = x T Ax.

Matice A je symetricka, protoze kvadraticka forma f(x) je
generovana symetrickou bilinearni formou.



Maticové vyjadreni forem v prostoru T" — priklad

Priklad

» Uvazme bilinearni formu na R2
b(x,y) = xiy1 + 2xay2 + 4xoy1 + 10xoy2.
Matice b vzhledem ke kanonické bazi je A= (} 3 ), tedy

n

by = 33 ey = xTAy = (u ) (}1 120> @;) |

i=1 j=1
» Symetricka bilinearni forma:
b'(x,y) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 10x2y5.
Matice b’ vzhledem ke kanonické bazi je A = (1 3)).
» Odpovidajici kvadraticka forma

fl(x) =xTAlx = (x1 x2) <:1)) 130> <2> = x} + 6x1x0 + 10x3.



Maticové vyjadreni forem v prostoru T” — priklad

Priklad
Uvazme zobrazeni
f(x) = x1x2.

Je to kvadraticka forma?



Matice kvadratické formy pfi zméné baze
» Jak se zméni matice, kdyz prejdeme k jiné bazi?
Tvrzeni (Matice kvadratické formy pfi zméné baze)
Bud" A € T"™ " matice kvadratické formy f vzhledem k bazi B.
Bud' B’ jina baze a S = glid]g matice prechodu od B’ k B.
Pak matice formy f vzhledem k bazi B’ je

STAS
a odpovida stejné symetrické bilinearni formé.

Dukaz.
Bud u,v € V a b symetricka bilinearni forma indukujici f. Pak

b(u,v) = [u]fAV]s = (glidlg - [uler) T A(glidlg - [V]er)
= [u]5STAS Vg

Podle véty o maticovém vyjadreni forem jsme hotovi. O

» Cil: najit takovou bazi, vii¢i niz je matice co nejjednodussi.

> Srovnej: diagonalizace matice v teorii vlastnich ¢isel (STLAS).



Nasledujici téma

© Kvadratické formy

@ Sylvestriiv zakon setrvacnosti



Sylvestriv zakon setrvacnosti

» Uvazujeme realny prostor R” nad R.

> Matice kvadratické formy je symetricka.

Véta (Sylvestriiv zakon setrvacnosti)

Bud' f(x) = x" Ax kvadraticks forma na R".

Pak existuje baze, vii¢i niz ma f diagonalni matici s prvky 1, —1,0.
Navic, tato matice je aZ na poradi prvkii jednoznacna.

Ditkaz (existence).
Protoze A je symetricka, tak ma spektralni rozklad
A= QAQT, kde A =diag(\,...,\n).

Tedy A = QT AQ je diagonalizace formy.

Abychom docilili na diagonale +1, tak provedeme jesté Gpravu
/\,QTAQ/\,,

kde A’ je diagonalni s prvky A}, = |)\,-|_% pro A; # 0 a A, =1 jinak.

Nyni asociuj QN = |, [id]g a mame bazi B. O



Sylvestriv zakon setrvacnosti

Ditkaz (jednoznaénost).
Sporem predpokladejme dvé riizné diagonalizace D, D’:

D = diag(1,...,—1,...,0), p jednicek, g — p minus jednicek
D' = diag(1,...,—1,...,0), s jednicek, t — s minus jednicek
Prislusné baze B = {wy,...,wp}, B'={wj,...,w,}.
Bud u € R" libovolné a ozna¢ y = [u]g, z = [u]p. Pak
f(u):yTDy:yf+...+yﬁ—y3+1—...—y§+0y§+1+...+0y3,
fluy=z"Dz=2z2+.. +22—22,—...— 22 +0z2, +... +0z2.

Plati g = t, protoze D = ST D'S pro né&jakou regularni S.

Zbyva ukazat, ze p = s. Pro spor necht p > s.

Pro prostory P = span{wi, ..., wp}, R =span{w/,,,...,w,} je
dmPNR=dmP+dimR—dim(P+R)>p+(n—s)—n>1.

Tedy existuje nenulovy vektor u € PN R a pro né mame

p 2 2
=1 YiWi, >O,
U:{ Z;,—ly/W/ . f(U):{ ylj +yp ) n
ZJ:5+1ZJV‘/_/7 - S+1_"'_Zt SO.
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Sylvestriv zakon setrvacnosti
Definice (Polarni baze)
Polarni baze je baze, viici niz matice kvadratické formy je diagonalni.
Poznamka
» Polarni baze neni jednoznaéna.

» Existuje i pro prostory nad télesem charakteristiky riizné od 2.

Dvé interpretace diagonalizace
» Geometricka: najit vhodny soufadny systém (tj. bazi), ve
kterém méa kvadraticka forma jednoduchy diagonalni tvar.
» Algebraicka: danou symetrickou matici A transformujeme na
diagonalni tvar pomoci tprav ST AS, kde S je regularni.

Vyznam Sylvestrova zakona setrvacnosti
» Nejen existence diagonalizace, ale zejména jeji jednoznac€nost.

» Signatura: trojice (p, q,z), kde p je pocet jednicek, g pocet
minus jednicek a z pocet nul ve vysledné diagonalni matici.

» Disledky ohledné positivni (semi-)definitnosti a vlastnich &isel.



Sylvestriv zakon setrvacnosti — diisledky

Diisledek

Bud A € R"™" symetricka a ST AS prevedeni na diagonalni tvar.
Pak pocet jednicek / minus jednic¢ek / nul na diagonéle odpovida
poctu kladnych / zapornych / nulovych vlastnich cisel matice A.

Dukaz.

Staci uvazovat kvadratickou formu f(x) = x T Ax.

Z ditkazu véty o Sylvestriv zakonu (“existence”) vime, ze jednu
diagonalizaci ziskame ze spektralniho rozkladu a pro ni tvrzeni plati.
Z jednoznacnosti musi pocty souhlasit i pro jinou diagonalizaci. [

Poznamka
» Diagonalizaci matice A tedy nenajdeme vlastni Cisla, ale
urime kolik jich je kladnych a kolik zapornych.

» Aplikaci na matici A — al, zjistime, kolik vlastnich Cisel matice
A je vétsich / mensich / rovno Eislu a.
Takto Ize aproximovat vlastni Cisla a odhad dal zpfesiovat.



Sylvestriv zakon setrvacnosti — diisledky

Dasledek
Bud A € R"™ " symetricka a ST AS jeji diagonalni tvar. Pak:

1. A je positivné definitni pravé tehdy, kdyz ST AS ma kladnou
diagonalu,

2. A je positivné semidefinitni pravé tehdy, kdyZ ST AS ma
nezapornou diagonalu.

Diikaz.
Ze vztahu mezi positivni (semi-)definitnosti a vlastnimi Cisly. O

Poznamka
» Sylvestrilv zakon tedy dava navod, jak jednou metodou
rozhodnout o positivni definitnosti resp. positivni
semidefinitnosti resp. negativni (semi-)definitnosti v jednom.



Diagonalizace matice pomoci elementarnich tprav

» Jak diagonalizovat matici A (resp. kvadratickou formu)?

» Jedna moznost: z ditkazu véty pres spektralni rozklad.

Diagonalizace pomoci elementarnich Gprav

» Co se stane, kdyz matici A transformujeme na EAET kde E
je matice elementarni fadkové Gpravy?

> Soucinem EA se provede fadkova Gprava a vynasobenim ET
zprava se provede i analogicka sloupcova aprava.

» Zakladni myslenka metody je tedy aplikovat na matici fadkové
Gpravy a odpovidajici sloupcové Gpravy.

» Tim budeme nulovat prvky pod i nad diagonalou, az matici
pfevedeme na diagonalni tvar.



Diagonalizace matice pomoci elementarnich tprav

Priklad
1 2 -1 1 2 -1 1 0 -1
2 5 3| ~ o0 1 -1)]~1 0 1 -1
-1 -3 2 -1 -3 2 -1 -1 2
1 0 -1 1 0 O
~10 1 —-1|~{(0 1 -1
0 -1 1 0 -1 1
1 00
~ (0 1 0
0 00

Zavér: matice je positivné semidefinitni.



Diagonalizace matice pomoci elementarnich tprav

Priklad

Diagonalizujte matici
01
A= (1 o)
» Nestaci prohodit oba fadky, protoze musime prohodit i sloupce

a dostaneme opét matici A.

» Mizeme ale k prvnimu fadku pficist druhy fadek a analogicky
pro sloupce, coz vede na matici s nenulovym pivotem

2 1
1 0)°
» Tento postup lze aplikovat obecné.

» Tudiz pomoci elementarnich tuprav dokazeme diagonalizovat
kazdou matici kvadratické formy.



Nalezeni polarni baze

> Uvaz kvadratickou formu f(x) = x " Ax, kde A je symetricka.

> Je-li STAS je diagonalni, pak je polarni baze obsazena ve
sloupcich matice S, protoze S = | [id]g .

» Jak oviem matici S nalézt?

Metoda
» Upravujeme dvojmatici (A | I,) tak, ze na matici A aplikujeme
radkové a sloupcové Gpravy, ale na /, pouze sloupcové Gpravy.

» Polarni bazi pak vyéteme ve sloupcich matice napravo:
(Al 1)~ (STAS|S)

» Analogie invertovani matice (A | I,) ~ (I, | A71).



Nalezeni polarni baze — priklad

Priklad

1 2 -1]100

(Al k) = 2 5 -3[(0 10
1 -3 2|00 1

1 0 -1]1 -20

~ 0 1 -1/0 10
1 -1 2|0 01

1 0 0|1 —21

~ o 1 -1]0 10

0 -1 1[0 01
1001 —2 -1

~ (o100 1 1
0000 0 1

Pfislusna polarni baze: (1,0,0)7, (-2,1,0)7, (-1,1,1)7.



Soucet ¢tverct linearnich forem

» Pokud f(x) = xT Ax dokazeme vyjadFit jako soucet Etverci,
potom f(x) > 0 ¥x € R" a matice A je positivné semidefinitni.

> Zajimavé je, ze plati i opany smér!

Postup
» Najdeme matici S, pro kterou je STAS = D diagonalni.

» Pak A= S"TDS™! a substituci y := S~1x dostavame

xTAx=xTS"TDS'x =y Dy =) "diy? =) di(S;,'x).
i=1 i=1



Soucet ¢tvercl linearnich forem — priklad

Priklad
1 2 -1
f(x) =x"Ax, kdeA=| 2 5 -3,
-1 -3 2
Spocitame
1 -2 -1 1 00 1 2 -1
s=|o 1 1], b=(0o 1 0], st=(0 1 -1].
0 0 1 0 0O 0 0 1
Nyni

Z C/,','(S,-;lx)2 = (X1 + 2x0 — X3)2 + (X2 — X3)2.
i=1
Dokazali jsme tedy vyjadrit
xT Ax = x12 4+ dxy1x0 — 2x1x3 + 5><22 — bxox3 + 2><32 =

= (x1 + 2x0 — x3)° + (x2 — x3)%.



Nasledujici téma

© Kvadratické formy

o Kuzelosecky a kvadriky



Kuzelosecky a kvadriky

Kvadriky

» Pavodni cil: zkoumat funkci f(x) = xT Ax.

» Podobny cil: Co popisuje rovnice x" Ax + bTx + ¢ = 0?
(Zde A € R™" je symetricka, b € R", ¢ € R)

» Pomoci signatury matice A aj. miizeme klasifikovat jednotlivé
geometrické tvary kvadrik.
Témito tvary jsou elipsoidy, paraboloidy, hyperboloidy atp.

Kuzelosecky
» Specialni ptipad kvadrik v prostoru R?.

> Mezi né patfi elipsy, paraboly ¢&i hyperboly.



Elipsoidy

Priklad (Elipsa a elipsoid)

Rovnice a—llez + %xzz =1

> popisuje v roviné R? elipsu se stfedem v pocatku, poloosy jsou
ve sméru soufadnych os xi, xo a maji délky a resp. b.

—

> Podobné pro vy3si dimenze: Y7, 5x7 = 1.

To je vlastné rovnice x” Ax = 1, kde A = diag(a;?, ..., a,?).



Elipsoidy
Obecny tvar xT Ax = 1, kde A € R™" je positivné definitni
» Bud A= QAQT spektralni rozklad. Substituuj y = QT x:
1=x"Ax=x"QANQ " x =y Ay = i \iy? = i %yﬁ.
i=1 - (A7)
> To je elipsoid se stfedem v pocatku, poloosy jsou ve sméru
soufadnic a maji délky )\1_1/2, .. ,)\;1/2
> Vratime zpét transformaci x = Qy, tvar se zachova.

» Poloosy elipsoidu jsou ve smérech vlastnich vektorti A.
(kan se zobrazi na sloupce matice Q)

X2

G




Kvadriky v R (nékterg)

2 2 2 2 2 2

X X X X X X
4,2, %8 _ e

a2 b2 2 a2 b2 2
elipsoid dvojdilny hyperboloid

x2 X2 1 x2 N x2 X2 1 x2 X3 X2
a2 b2 a2 b2 2 a2 b2 2

hyperbol. valcova plocha jednodilny hyperboloid kuzelova plocha
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@ Maticové rozklady
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Maticové rozklady - avod

» LU rozklad ¢tvercové matice A= LU

» spektralni rozklad diagonalizovatelné matice A = SAS™!
> spektralni rozklad symetrické matice A = QAQT

» Choleského rozklad positivné definitni matice A = LLT
>

diagonalizace matice kvadratické formy A = SDST



Top 1

0 algoritmy 20. stoleti

[J. Dongarra a F. Sullivan, The Top Ten Algorithms of the Century, 2000.]

1

© 0N o o R

10.

. Metoda Monte Carlo
(1946, J. von Neumann, S. Ulam, and N. Metropolis)

Simplexova metoda pro linearni programovani
(1946, G. Dantzig)

Iteracni metody Krylovovych podprostori

(1950, M. Hestenes, E. Stiefel, C. Lanczos)
Dekompozice matic (1951, A. Householder)
Preklada¢ Fortranu (1957, J. Backus)
QR algoritmus pro vypocet vlastnich Cisel (1961, J. Francis)
Quicksort (1962, A. Hoare)
Rychla Fourierova transformace (1965, J. Cooley, J. Tukey)

Integer relation detection algorithm
(1977, H. Ferguson, R. Forcade)

Fast multipole algorithm (1987, L. Greengard, V. Rokhlin)
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QR rozklad

Véta (QR rozklad)
Pro kazdou matici A € R™*" existuje ortogonalni @ € R™*™M 4
horni trojahelnikova R € R™*" s nezapornou diagonalou tak, ze

A= QR.

Poznamka

» Alternativa k LU rozkladu, ale lepsi numerické vlastnosti.

QR rozklad pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace

» Ortogonalizace sloupcii matice A vede na Q = AR



Nasledujici téma

@ Maticové rozklady

@ SVD rozklad



SVD rozklad (singular value decomposition)

Véta (SVD rozklad)

Bud A € R™*" q:= min{m, n}. Pak existuje diagonalni matice
Y e R™" s prvky o011 > ... > 049 > 0 a ortogonalni matice

U e RM*m \/ ¢ R takové, Ze

A=UzV'.

» Singularni ¢isla o1, ..., 0, jsou (kladné) diagonalni prvky X.
» Zjevné r = rank(A).

» Singularni Cisla jsou jednoznacna, ale matice U, V ne.

» Pro¢ VT, ane V?

Redukovany SVD rozklad (ekvivalentni vyjadrent)

S 0\ /v
T T
A=UzV' = (U, Us) <0 0) <V;T> = U,SV,".

kde S := diag(o1,...,0,) je regularni.



SVD rozklad a spektralni rozklad

Véta (Vztah singularnich a vlastnich &isel)
Bud A € R™*" r = rank(A), a necht AT A ma vlastni &isla
A1 > ... > A,. Pak singularni ¢isla matice A jsou

o=\, Ii=1...,r
Diikaz.
Necht A= UX VT je SVD rozklad A. Pak
ATA=VYTUTULVT = vETYVT = Vdiag(o?,...,02,0,...,0)VT,
coz je spektralni rozklad positivné semidefinitni matice AT A. O
Priklad
Singularni Cisla ortogonalni matice.
Navod na konstrukci SVD

> Matice X, V ze spektralniho rozkladu matice ATA.
> Matice ¥, U ze spektralniho rozkladu AAT pouzit nelze!



Konstrukce SVD rozkladu

Algoritmus (SVD rozklad)
Vstup: matice A € R™*",

1: Sestroj VAV'T spektralni rozklad matice ATA;
r = rank(A);
o=V, i=1...,r
S :=diag(o1,...,0,), L = (88);
bud V4 matice tvofena prvnimi r sloupci V;
U = Av;S— 1

7: dopln U; na ortogonalni matici U = (U; | Us);
Vystup: SVD rozklad A= UZVT = U, SV/".

o g R~ whn

Poznamka
» Odvozeni kroku 6 z rovnice A = U15V1T



SVD rozklad — priklad
Priklad

Spektralni rozklad matice AT A:

2 2\ (6 0) (L2
ATA=|"2 2 2
V2 V2 <O 4) V2
2 2 2
< (V6 0
UrcemS_(O N .
o0
Uréeni Uy = AV;S1 = @ 4
_V3 2
3 2
Vysledny SVD rozklad:
? 0 _% V6 0 Ne)
a| 22 (0 o) (3
_V3 V2 _ A6 0 0 2
3 2 6



SVD rozklad symetrické matice

Bud A= QAQT spektralni rozklad symetrické A € R™",

» Je-li navic matice A positivné definitni, pak
e spektralni rozklad je zaroven jejim SVD rozkladem
A=QANQT =ULVT,
protoze lze volit U=Q, X =Aa V = Q.
e pak jen setfidit vlastni Cisla a sloupce matice U

» Obecné:
singularni cisla jsou absolutni hodnoty z vlastnich cisel.
e SVD rozklad miize byt tvaru A= UX VT,
ezde U=Q,Z=|A, V=Q
e matice Q' vznikne z @ prenasobenim —1 téch sloupcil, které
odpovidaji zdpornym vlastnim Cislim.



Nasledujici téma
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SVD a ortogonalizace
» SVD rozklad Ize pouzit k ortogonalizaci (nejen) prostoru S(A).
» Nemusime predpokladat linearni nezavislost sloupcti matice A.
Véta
Necht A = U, SV, je redukovany SVD rozklad matice A € R™*".
1. Sloupce U; tvori ortonormalni bazi prostoru S(A).
2. Sloupce V4 tvori ortonormalni bazi prostoru R(A).

3. Sloupce V> tvori ortonormalni bazi prostoru Ker(A).

Dikaz.
1. Z rovnice A= U; SV odvod AV; = U;S.
Nyni S(A) 3 S(AV1) = S(U1S) = S(Us1) diky regularité S.
Protoze rank(A) = rank(U1), mame rovnost S(A) = S(Uy).
2. AT = V,SU je redukovany SVD rozklad matice AT.
3. Sloupce V; tvoti ortonormalni bazi prostoru R(A) = Ker(A)*.

Proto sloupce V5, které doplhuji sloupce Vi na ortonormalni
bazi R", predstavuji ortonormalni bazi Ker(A). O



SVD a projekce do podprostoru

» Nemusime predpokladat linearni nezavislost sloupcti matice A.

Véta
Necht A = U, SV, je redukovany SVD rozklad matice A € R™*".
Pak matice projekce do

1. sloupcového prostoru S(A) je U, U[T,
2. radkového prostoru R(A) je V, V.

Dikaz.

1. Vime S(A) = S(U;). Sloupce U; tvori ortonormalni systém, a
proto matice projekce ma tvar U UlT.

2. Plyne z predchoziho diky R(A) = S(AT). O



SVD a geometrie linearniho zobrazeni

Uvazujme linearni zobrazeni x — Ax, kde A € R™" je regularni.
> Méjme SVD rozklad A= UL VT
» Zobrazeni Ize rozlozit na slozeni tfi zakladnich zobrazeni:
e ortogonalni zobrazeni s matici vT,
e skalovani podle X
e ortogonalni zobrazeni s matici U.
Zobrazujme jednotkovou kouli:
» zobrazeni s matici V7 zobrazi kouli na sebe sama

> 3 ji zdeformuje na elipsoid
» U ji otoci/prevrati

» Obrazem je elipsoid se stfedem v pocatku, poloosy jsou ve
smérech sloupcii U a délky maji velikost o1, ..., 0p.



SVD a ¢islo podminénosti

o1

Cislo podminénosti matice A je hodnota x = a2>1

Cislo podminénosti geometricky:
» udava, jak moc zobrazeni deformuje geometrické atvary
> pro x = 1 ma elipsoid tvar koule

> &im vétsi bude k, tim protahlejsi bude elipsoid

Cislo podminénosti v numerice:
» Empirické pravidlo: je-li k ~ 10X, pak pfi vypoctech ztracime
pfesnost o k desetinnych mist.
» Ortogonalni matice maji k = 1
» Hilbertovy matice maji Cislo podminénosti s velmi vysoké:

n Cislo podminénosti matice H,

3 ~ 500
5 ~ 10°
10 ~ 103

15 ~ 107




SVD a numericky rank

Hodnost matice A teoreticky:

» rovna poctu (kladnych) singularnich Cisel

Hodnost matice A prakticky:
» hodné malé kladné Cislo se povazuje za praktickou nulu
» Bud ¢ > 0, pak numericky rank matice A je
max {s; os > ¢},
tedy pocet singularnich Cisel vétsich nez e.
» Napriklad Matlab / Octave definuje
e == max{m, n} - o1 - eps,

kde eps ~ 2 - 1071° je presnost pocitacové aritmetiky.



SVD a low-rank aproximace

Bud Ac R™"a A= UXVT jeji SVD rozklad.

» ponechame k nejvétsich singularnich ¢isel a ostatni vynulujeme:
ok+1=0,...,0,:=0
» dostaneme matici
A’ = Udiag(oy,...,04,0,...,0)VT
hodnosti k, ktera “nejlépe” aproximuje A.

» V urcité normé je ze vsech matic hodnosti k pravé A’ nejblize
matici A.



SVD a low-rank aproximace — priklad

2 2 1
A= (2 1 —2>
» redukovany SVD rozklad:
A - U15V1T

Priklad

_ [—0,70711 —0,70711) (3,6056 0
= \~o0,70711  o0,70711 ) \0 2,2361

I

—0,78446

0,00000

—0,58835 —0,31623
0,19612 —0,94868

» vynulovanim singularniho isla oo = 2.2361 dostaneme:

A (070711 —0,70711Y (3,6056 0
~\-o,70711  o,70711/\0 0

(2 15 —05
~\2 15 -05

—0,78446
—0,58835

0,19612

0,00000
—0,31623
—0,94868

» ma hodnost 1 a nejlépe aproximuje plivodni matici A.

>T

>T



SVD a komprese dat

» Low-rank aproximace k jednoduché metodé na ztratovou
kompresi dat.

> Matice A € R™*" reprezentuje data.

» Pro redukovany SVD rozklad A = U; SV, tfeba zapamatovat
mr +r+ nr = (m+ n+ 1)r hodnot, kde rank(A) = r.

» Pii low-rank aproximaci A ~ Udiag(oy,...,0%,0,...,0)V 7 si
staCi pamatovat jen (m + n+ 1)k hodnot.

» Tedy kompresni pomér je k : r.

» Cim mensi k, tim mensi objem dat, ale i horsi aproximace.

Priklad
» komprese obrazku

> matice A € R™*" reprezentuje obrazek, ve kterém pixel na
pozici (i,j) ma barvu s Cislem aj;



SVD a komprese obrazku: k = 480 (original)




SVD a komprese obrazku: k = 150




SVD a komprese obrazku: k = 50




SVD a komprese obrazku: k =5




SVD a komprese obrazku

» Foto z konference o numerické algebre v Gatlinburgu, 1964.
> 480 x 640 pixeld.
» SVD rozklad za cca 0.04 sec (19.5.2025).

» Zleva: James H. Wilkinson, Wallace Givens, George Forsythe,
Alston Householder, Peter Henrici, and Fritz Bauer.

( )

load gatlin,

[X,8,Y] = svd(X);

figure(2), clf,

k = 150;

Xk = X(:,1:k)*S(1:k,1:k)*Y(:,1:k)’*;
image (Xk) ,

colormap (map) ,

axis equal, axis off,




SVD a mira regularity

Bud A € R™",
» Pak o, udava vzdalenost (v jisté normé) k nejblizsi singularni
matici.
» Ortogonalni matice maji o, = 1.

» Hilbertovy matice maji malou miru regularity, tj. jsou témér

singularni:
n on(Hn)
3 ~ 0,0027
5 ~10°°
10 ~10713

15 =~ 10718




SVD a pseudoinverzni matice

Motivace
» Je-li A regularni a ma SVD rozklad A= UX VT, pak

A"l = vye-1yT

» Pro singularni matici: prevratime v & nenulové hodnoty

Definice (Mooreova—Penroseova pseudoinverze)
Bud A € R™*" s redukovanym SVD rozkladem A = U, SV, .
Je-li A #£0, pak jeji pseudoinverze je

Al = v, STty e R™™,

Vlastnosti
> Plati (AT)T = A, (AT)T = (AT, A= AATA, ...
> Pozor: nemusi AAT #£ ATA a (AB)F # BTAT.



SVD a pseudoinverzni matice — geometrie

» Uvazujme linearni zobrazeni f(x) = Ax, kde A € R™*".

» Pokud defini¢ni obor f(x) omezime pouze na prostor R(A),
tak dostaneme isomorfismus mezi R(A) a f(R") = S(A).

> Inverzni zobrazeni k tomuto isomorfismu ma tvar y — Afy.



SVD a pseudoinverzni matice — nejmensi Ctverce

Véta (Pseudoinverzni matice a feSeni soustav rovnic)
Bud X mnozina feseni soustavy Ax = b. Je-li X # 0, pak

X = ATb + Ker(A).

Ze viech vektorii z X ma Atb nejmensi eukleidovskou normu.

0| >~ x

Véta (Pseudoinverzni matice a metoda nejmensich ctverci)
Mnozina feseni Ax = b metodou nejmensich Ctvercii ma tvar

X = ATh + Ker(A).

Ze viech vektorii z X ma Atb nejmensi eukleidovskou normu.



SVD a maticova norma

Norma matice

» norma na vektorovém prostoru matic

» plus navic chceme: ||AB]| < ||Al - || B]|

Definice (Spektralni norma)
Spektralni norma matice A € R™*" je definovana

lAll2 = 01(A) (nejvétsi singularni €islo).

Poznamky

» Ekvivalentné:

[All2 = oM [[Ax]|2

Tedy jak moc natahne kouli na elipsoid pfi zobrazeni x — Ax

» defaultni maticova norma v Matlabu (zavolej norm(4))



/avérem
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