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1. Skalarni soucin, norma

Standardni a nestandardni skaldrni souéin

Cv. 1.1 Pii pouziti standardniho skalarniho sou¢inu v R* spoéitejte pro vektory z =
(1,1,1,1)T ay=1(1,2,4,2)T:

(a) skalarni soucin (x,y),
(b) normy [[z|, [lyl],

(c) vzdalenost = od y.

Cv. 1.2 Pii pouziti standardniho skalarniho sou¢inu v C3 spoéitejte pro vektory z =
(1,3i,1+5i)T ay=(1—1i,1,1)T:

(a) skalarni soucin (z,y),
(b) normy [z, [lyll,

(c) vzdalenost x od y.

Cv. 1.3 Jak vypada mnozina viech vektorti, které jsou kolmé na vektor y = (1,5,2)7?
Dokazete zavér zobecnit?

Cv. 1.4 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni predstavuji skalarni sou¢in na prostoru R?:

(a) (z,y) = 2191 + 221y2 — 2T2y1 + 522y,
(b) (z,y) = —z1y1 + T1Y2 + T2y1 + 42270,
(c) (z,y) = T1Y2 + Tay1 + 4T2Ya,

(A) (z,y) = T1y1 + 20110 + 2T9Y1 + STays.

Norma indukovana skaldrnim souc¢inem

Cv. 1.5 Pythagorova véta.

(a) Nad R dokazte: z L y plati pravé tehdy, kdyz ||z + y||*> = ||z]|* + ||y||*.

(b) Najdéte protipiiklad nad C, kdy predchozi ekvivalence neplati, tj. z,y
nejsou kolmé a presto ||z + y||* = ||z]|* + ||y||*.

Cv. 1.6 Pripomenme, Ze stopa matice je definovana jako soucet prvki na diagonéle:
n
trace(A) = Z Qi
i=1

(a) Ukazte, Ze (A, B) = trace(AT B) definuje skalarni soucin na prostoru R™*",
(b) Pro tento skalarni souc¢in zformulujete Cauchyho—Schwarzovu nerovnost.
(c) Dokazte trace(A)? < n - trace(AT A).

Cv. 1.7 Dokazte, ze pro kazdé aq, ..., a, > 0 plati:

n? <(ay+...4+ap)(a;t +... +ab).
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Norma obecné
Cv. 1.8 Ovétte, ze ||z]| = |1 — 2x2| + |321 — 42| + |521 — 622 je normou na prostoru R,

Cv. 1.9 Bud || - || libovolné realnd norma na prostoru R™ a bud A € R™*" regularni
matice. Dokazte, ze ||z||4 == ||Az|| je také norma.

Cv. 1.10 Dokazte ekvivalenci norem

z]l1 = 2?21 |,
Izl = /Dy 77,

=1,..

na prostoru R". Konkrétné ukazte, ze plati nasledujici vztahy:

2]l < [l < nfl2llo,

12llo < llzll2 < v/nll#[lo,
lzll2 < flzlly < Vnlll2.

Cv. 1.11 Jednotkova koule v prostoru R pii dané normé je definovand jako mmnozina
vektort, jejichz norma je nanejvys jedna, tedy {z € R™; ||z|| < 1}. Nakreslete
jednotkovou kouli pro nésledujici normy v R?:

(a) maximova norma |||, = max{|z|,|z2|},
(b) souc¢tova norma ||z||; = |z1| + |22,

(¢) norma ||z|| = max{|z1|, |z2|, |1 — 22|}
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2.

Ortonormalni systém a Gramova—Schmidtova
ortogonalizace

Cv. 2.1 Urcete koeficienty linearni kombinace vektoru (3,2,1)7 vii¢i ortonormalni bazi

Cv.

Cv.
Cv.

2.2

. 2.3

.24

. 2.5

2.6

2.7

. 2.8

%(1, 1,0)7, %(—1, 1,0)T, (0,0, 1),
V prostoru R* se standardnim skalarnim sou¢inem naleznéte pomoci Gramovy—
Schmidtovy ortogonalizace ortonormalni bazi B = {z,..., 2.} fadkového pro-
storu matice

I
Il
— N =
DO = =
W = =
[N —

Rozsifte ortonormélni bazi z piedchoziho pifkladu na ortonormélni bazi R*.
Bud z; = (1,1,0)%, zo = (1,1, 1)T:

(a) ortogonalizujte vektory v pofadi xy, xs,

(b) ortogonalizujte vektory v potadi zo, x1.
Co se stane, kdyz Gramova—Schmidtova ortogonalizace

(
(

a) dostane na vstup linedrné zavislé vektory?
b

)

) dostane na vstup ortogonalni vektory?
(c) dostane na vstup ortonormélni vektory?

)

(d) dostane na vstup —z; namisto z;? Jak se zméni vystup?
V prostoru C? ortogonalizujte x1 = (4,1,4)%, 2o = (0,4,4)T, 23 = (0,0,4)7.
Najdéte ortonormalni bazi podprostoru R? popsaného rovnici z —y + z = 0.

Pro skalarni soucin (z,y) = 2x1y1 + x1y2 + 2241 + T2y zortogonalizujte vektory
Ir = (1,O)T, To = (1, 1)T
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3. Ortogonalni doplnék a projekce

Ortogonalni doplnék
Cv. 3.1 Pro vektorovy prostor V uréete V+, {0}*, {}+.
Cv. 3.2 Bud M, N C V. Ukazte

(a) M C N = Nt C M* ale ne naopak,
(b) (M UN)*+ = M+tn N

Cv. 3.3 Najdéte podprostor U @ R® takovy, Ze dim U = dim U~.

Cv. 3.4 Spocitejte ortogonélni doplnek vektoru u = (1,0,0, —2)T do podprostoru V =
Span{va w} = Span{(]w 27 47 0)T7 (07 ]-7 27 ]-)T}

(12,

Najdéte R(A), Ker(A) a nakreslete je do obrazku.

Cv. 3.5 Bud

Cv. 3.6 Najdéte bazi ortogonalntho dopliiku k prostoru

V= {(f['l,l’g,l‘?,) € Rg, 1+ 2o+ 2[['3 = O}

Ortogonalni projekce

Cv. 3.7 Uvazujme standardni skaldrni soucin v R" a pfimku p = span{y}.
(a) Najdéte bod x’ na ptimce p, ktery je nejblizsi bodu = € R™.

(b) Porovnejte velikost projekce z” a vektoru z.

(c) Sestavte matici kolmé projekce na primku p.

)

(d) Najdéte projekci vektoru x = (3, —2,5)T na primku se smérnici y = (2, 1,1)7.

Cv. 3.8 Urcete ortogonélni projekci p vektoru a = (2,2, 1,5)T do podprostoru generova-
ného ortonormélnimi vektory

B A 30T b b Ch bbb
Déle urcete soufadnice této projekee [p|p vzhledem k béazi B.

Cv. 3.9 Urcete vzdalenost bodu A = [5,5, 3, 3] od roviny p prochéazejici poc¢atkem a body
B=10,1,-1,0 a C = [4,-2,2,—1].

Cv. 3.10 Pii standardnim skaldrnim soudinu urcete vzdalenost ¢ € R™ od

(a) podprostoru a’z = 0, kde 0 # a € R,
(b) podprostoru a’z = b, kde 0 # a € R", b € R.

Cv. 3.11 Rozlozte u = (3,2,6)” nasoucet u = v+w, kdev € V = span{(1,0,0)7, (0,1,1)"}
awe VL,
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Metoda nejmensich ¢tverci

Cv. 3.12 Pomoci projekce najdéte nejlepsi piiblizné FeSeni x’ soustavy Az = b, kde

2 1 0 10
4 2 0 5
A= 2 -4 -1’ b= 13
1 -2 2 9

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzajemné kolmé.
Urcete také velikost chyby ||Az" — b||.
Dostanete stejna feSeni jako feseni soustavy AT Az = ATbH?

Cv. 3.13 Metodou nejmensich ¢tverct spocitejte priblizné feSeni soustavy Ax = b, kde
A= (1,...,1)7 se sklada ze sloupce jednicek a b € R".

Cv. 3.14 Hookuv zakon vyjadiuje linearni imérnost pruzné deformace materidlu na po-
uzité sile. Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty pratahu pruziny (v palcich)
v zévislosti na sile/hmotnosti (v librach). Odhadnéte koeficient timérnosti.

slla ' | 5 7 8 10 12
pritah ¢ | 11,1 154 17,5 22 26,3
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4. Ortogonalni matice

Cv. 4.1 Rozhodnéte, zda néasledujici matice jsou ortogonalni:

1 1 — sin 1 2 1 -2
A= , B= (SR T o=2 1 2 2
1 -1 sin  cos« 3 9 9 _1

Cv. 4.2 Bud H(u) = I,, — #-uu”, u # o, Houscholderova matice.

(a) Dokazte, ze H(u) je symetricka.
(b) Dokazte, ze H(u) je ortogonalni.

(¢) Rozhodnéte, zda I,, je Householderovou matici pro ur¢ité u # o.

Cv. 4.3 Necht P € R™™ @ € R™"™ jsou ortogonalni. Je blokova matice

P 0
)
ortogonélni?

Cv. 4.4 Najdéte vSechny

(a) diagonalni ortogonalni matice fadu n,
(b) diagonalni unitarni matice radu n.
Kolik jich je?
Cv. 4.5 Které z matic elementérnich uprav jsou ortogonalni?
Cv. 4.6 Bud p € S, permutace a P € R"*" permuta¢ni matice definovana tak, ze P;; = 1
pokud i = p(j) a nula jinak.

(a) Jakou tpravu na matici A € R"*" vykona operace PA?

(b) Nahlédnéte, ze P vznikne z jednotkové matice zpermutovanim jejich rfadkua
podle p.

(c) Dokazte, ze P je ortogonalni matice.

(d) Necht @ je permutacni matice odpovidajici permutaci ¢. Jakd matice od-
povida permutaci p o ¢7

(e) Jaka permutac¢ni matice odpovida permutaci p=1?

(f) Jakou upravu na matici A € R™*" vykoné operace AP?
Cv. 4.7 Rozhodnéte o platnosti vyroki:

(a) Mé&-li regularni matice A € R™*" navzajem kolmé radky, pak ma i navzajem
kolmé sloupce.

(b) Mé&-li matice A € R™*" navzajem kolmé fadky velikosti 1, pak mé i navza-
jem kolmé sloupce.
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5. Determinanty — vypocet

Cv. 5.1 Spocitejte determinanty nésledujicich realnych matic. Pouzijte vypocet z defi-
nice, pomoci Gaussovy eliminace a pomoci Laplaceova rozvoje podle néjakého

radku.
4 1 2 3 2 -1
A=fo -11], B=[-2 2 4
1 2 1 2 -1 3

Cv. 5.2 Spoctéte determinant matice

1 2 3 4

2 3 45

A= 3450

4 5 5 0

Cv. 5.3 Spoctéte determinant nasledujicich matic:

1 2 3 4 5 n
-1 0 2 3 4 n—1
-1 -2 0 3 4 n—1
(a) A= -1 -2 -3 0 4 n—1
-1 -2 -3 -4 0 n—1

-1 -2 -3 —4 . 1—-n 0

a +x a9 as Qp,

a as + as an,

(b) B = a az  az+x a,
ay Qo as .o aptx

Cv. 5.4 Bud A € R™*™ B e R"™" (C € R™". Rozhodnéte, zda nasledujici vztahy pro
blokové matice plati ¢i ne:

(a) det (fg g) — det(A) det(B),

(b) det (ﬁ g) — det(A) det(B).

Cv. 5.5 Rozhodnéte, zda plati det(AB) = det(BA).

Cv. 5.6 Zjednoduste vyraz det(SAS™1) pro matice A, S € T™*™.
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Cv. 5.7 Spocitejte determinanty matic nad prislusnymi télesy

S S

A= nad Zs, B = 1 7 2 nad C.
21 4 1 9 1 id4i
0323 e
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6. Determinanty — pouziti

Aplikace determinantu

Cv. 6.1 Vyfteste nasledujici soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla.

2 1 3|7
A= -1 1 —2|-6
3 -1 3|10

Cv. 6.2 Vyfteste nasledujici soustavu rovnic s parametrem a € R pomoci Cramerova

pravidla.
3
e

Cv. 6.3 Pomoci determinantu urcete obsah trojihelniku s vrcholy

(a) a=(1,1)T, b= (2,57, c=(3,2)7T,
(b) a=(1,3,1)7, b=(3,3,3)7, c = (3,1,2)".

a 1

=5

Cv. 6.4 Urcete objem elipsoidu, ktery vznikne obrazem jednotkové koule pii zobrazeni

x +— Az, kde

A=

B~ Ot N
W DN W
— =N

Adjungovani matice

Cv. 6.5 Spocitejte adjungovanou matici k matici A a ovéite vztah Aadj(A) = det(A)1,
1 2
@ a=(5 1)
1 0 2
b) A=[1 2 0
011
Cv. 6.6 Vyjadiete adj(2}).

Cv. 6.7 Spocitejte adjungovanou matici k néasledujicim maticim:

(a) In,
d 0 ... O
(b) D = 0 do
) SO
0 0 d,

Cv. 6.8 Vyjadiete det(adj(A)) vzoreckem pomoci det(A).
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7. Vlastni cisla — zaklady

Cv. 7.1 Vlastni vektor matice A € R"*" reprezentuje smér, ktery se pii linearnim zob-
razeni f(x) = Az zobrazi opét na ten samy smér (méni se tedy pouze velikost
nebo orientace vektoru). Pro vlastni vektor v matice A tedy plati, ze piimka
span{v} se pii zobrazeni f zobrazi do sebe sama. Pfislusné vlastni ¢islo matice
pak predstavuje skdlovani v tomto invariantnim sméru.

Nésledujici matice reprezentuji geometrickd zobrazeni v roviné. Naleznéte jejich
vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory a pokuste se je geometricky vy-
svétlit:

(a) A:(ﬁ g),

(d) D:%G 1)

Cv. 7.2 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nésledujicich matic nad télesem C. Jsou vlastni vektory jednoznacné?

@a=(5 %),

Cv. 7.3 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla matice

3201 =2
0200 0
A=12 01 0 3
0501 0
4 8 07 =3
Cv. 7.4 Zname tii vlastni ¢isla matice
10 0 7 -7
4 5 2 =2
4 = 16 4 15 -8 |’
30 4 26 —19

ato A\ =3, Ay = —4 a A3 = 5. Dopocitejte zbylé vlastni ¢islo.
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Cv. 7.5

Cv. 7.6

Cv. 7.7
Cv. 7.8

Cv. 7.10

Matice A mé vlastni ¢isla Ay, ..., A\, a jim odpovidajici vlastni vektory x4, ..., z,.
Urcete, jak vypadaji vlastni ¢isla a vlastni vektory:

(a) matice A?,

(b)

(c) matice A+ al,,
(d) matice AT.

matice oA,

Ukazte, ze jeden vlastni vektor matice A € R™"*" nemuze piisluset riznym vlast-
nim ¢isliam.

Najdéte nejmensi ¢islo o € R tak, ze A + 1, je regularni pro v8echny 5 > «.

Znéame-li vlastni ¢isla a vektory matic A € R™*", B € R™*™_ jak je spocitat pro

matici
A 0
— ?
M <O B).

Bud P € R™" matice projekce. Jakd mé vlastni ¢isla a vlastni vektory?

(12
BudA_<3 4>.

(a) Ovérte Cayleyho-Hamiltonovu vétu,
(b) Vyjadiete A* jako linearni kombinaci I, a A,
(c) Vyjadiete A~! jako linearni kombinace I, a A.
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8. Vlastni cisla — diagonalizovatelnost

Cv. 8.1 Vysetiete vlastnost podobnosti jako relace.
Cv. 8.2 Rozhodnéte o platnosti A ~ B = A% ~ B2, Jak to bude s opa¢nou implikaci?

Cv. 8.3 Urcete, zda jsou nésledujici matice diagonalizovatelné:

4 -2 0
(a) A=(0 2 o,
6 —5 1

(b) B = (_02 ;)

3
7
0

N O W

Cv. 8.4 Rozlozte nasledujici matice na soucin SDS™!, kde matice S je regularni a matice
D je diagonalni:

2 00
(a) | -4 1 3],
—4 0 4
2 0 0\
(by 1 -4 1 3] ,
—4 0 4
0 2 =2
(¢c) |1 -1 5
2 —4 8

Cv. 8.5 Najdéte chybu v nésledujici tvaze: Vyjdéme z rovnice Az = Ax. Je-li vlastni
¢islo A = 0, pak x € Ker(A). Je-li vlastni ¢islo A # 0, pak x € S(A). Protoze
dim Ker(A)+dim S(A) = n, ma matice A plny pocet vlastnich vektort a je tudiz
diagonalizovatelna.

Cv. 8.6 Dokazte primo Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.
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9. Vlastni Cisla — Jordanova normalni forma a
symetrické matice

Jordanova normalni forma

Cv. 9.1 Najdéte

(a) matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem (libovolnym),

(b) matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem v = (1,1, 1),

Cv. 9.2 V kolika Jordanovych buiitkidch matice A € R6*16 je vlastni &islo 8, pokud vime,
ze rank(A — 8115) = 97

Cv. 9.3 Najdéte Jordanovu normalni formu matic

1 01 111 1288
0 0 2 0 0 2 1230
1 2 11

Cv. 9.4 Urcete, kolik je tiid ekvivalence podobnosti pro:

(a) matice fadu 4, které maji pouze vlastni ¢islo 7,

(b) matice fadu 3 s vlastnimi ¢isly 5 a 7.
Cv. 9.5 Najdéte Jordanovu normélni formu matice J,(\)7.

Cv. 9.6 O kolik se maximalné zmensi hodnost matice A € R™*" kdy# ji umocnime A??

Symetrické matice

Cv. 9.7 Ukazte, 7e spektralni rozklad A = QAQT, kde A je diagonalni a @ ortogonalni,
existuje pouze pro symetrické matice.

Cv. 9.8 Najdéte spektralni rozklad matice
1 11
A=11 11
1 11

Cv. 9.9 Vime, Ze symetrickd matice A € R?*? m4 vlastn{ vektor v = (1,2)7. Dopoéitejte
druhy vlastni vektor.

Cv. 9.10 Dokazte, Ze pro libovolnou matici A € R™*™ m4 matice AT A vSechna vlastni
¢isla nezaporna. Kdy budou kladna?

Cv. 9.11 (a) Dokazte z definice, zZe vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islam
symetrické matice jsou na sebe kolmé.

(b) S pomoci pfedchoziho bodu dokazte vétu o spektralnim rozkladu pfimo pro
symetrické matice s riznymi vlastnimi ¢isly.
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10. Vlastni ¢isla — metody vypoctu, odhady,
Markovovy fetézce

Markovovy fetézce a nezaporné matice

Cv. 10.1 Ve mésts Zebracka Lhota funguji tii lokalni politické strany, a to Moderni éechy
(MC), Mir pro Lidi (ML) a Malé Hnuti (MH). Volby se Fidi néasledujicim pra-
vidlem: Z voli¢i strany MC volf opét tuto stranu 75% jejich volica, ale k ML
prejde 5% a k MH dokonce 20 %. Z volictt ML prejde k MC rovnych 20 % a k MH
také 20 %. Nakonec, z volici MH ztistane jen 80 %, zbytek se rovhomérné rozdéli
mezi MC a ML. Jaké bude rozdélent podpory stran v mistnim zastupitelstvu za
delsi ¢asovy horizont?

Cv. 10.2 Difuze lééebné latky mezi dvéma bunkami probiha podle pravidla: 50 % latky
z prvni bunky piejde do druhé, ale jen 25% latky z druhé buiiky piejde do
prvni. V jakém poméru se mnozstvi latky ustali?

Cv. 10.3 Ukazte, ze vlastnosti kladné matice z Perronovy véty obecné neplati pro neza-
pornou matici. Konkrétné, najdéte postupné takové matice A > 0, aby platily
vlastnosti

(a) p(A) =0,
(b) p(A) je vicenasobné vlastni ¢islo,
(c) existuje vlastni ¢islo A # p(A) takové, ze |A| = p(A).

Odhady a techniky z vypocetnich metod
Cv. 10.4 Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

1 0 =2 0
0 12 0 -4
4= -1 0 -1 O
0 5 0 O

a pomoci nich rozhodnéte, zda ma matice A aspon dvé reilna vlastni ¢isla.

Cv. 10.5 Pomoci Gerschgorinovych diskii rozhodnéte, zda je néasledujici matice regularni:

10 -1 5 2
2 =7 1 2
0 3 -5 1
2 -1 3 7
Cv. 10.6 Bud

46 1 1 2
1 3 01
A=11 064
2 1 48

Rozhodnéte, zda (I; — A~1)* — 0 pro k — oo.
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Cv. 10.7 Nejprve spocitejte vlastni ¢isla matice

2

I
N = N =
)
N = N =
— N = N

a potom aplikujte vétu o deflaci vlastniho ¢isla na to nejvétsi vlastni ¢islo.
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11. Positivné (semi-)definitni matice

Positivné definitni matice

Cv. 11.1 Otestujte positivni definitnost matic

4 -2 4 1 2 -3
A=|-2 10 1], B=[2 4 1
4 1 6 —3 1 2

pomoci:

(a) rekuretniho vzorce,
(b) Sylvestrova pravidla,

(c) Gaussovy eliminace.

Cv. 11.2 Otestujte positivni semidefinitnost resp. positivni definitnost nasledujicich matic
pomoci vlastnich ¢isel:

@ (1 1):
o (3 1)
0 (7 )

Cv. 11.3 Bud A blokové diagonalni symetricka matice. Ukazte, Ze A je positivné definitni

pravé tehdy, kdyz vSechny bloky jsou positivné definitni.

Jak to bude s positivni semidefinitnosti?

Cv. 11.4 Najdéte priklad matice ilustrujici, Ze nefunguje piimocaré zobecnéni na testovani
positivni semidefinitnosti pomoci rekurentniho vzorecku, Sylvestrova kritéria pro
positivni definitnost a Choleského rozkladu.

Positivné semidefinitni matice

Cv. 11.5 Oveérte positivni semidefinitnost matice

11
=)
a to vSemi tfemi zpisoby (na zékladé ti1 ekvivalentnich definic).

Cv. 11.6 Necht A, B € R™" jsou positivné definitni.

(a) Ukazte, ze A+ B jsou také positivné definitni.
(b) Jak to bude se souc¢tem positivné semidefinitnich matic?

(c) Jak to bude se sou¢tem positivné semidefinitni a positivné definitni matice?
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(d) Jak to bude s nasobkem positivné definitnich matic?

Cv. 11.7 Najdéte regularni matici, ktera je positivné semidefinitni, ale ne positivné defi-
nitni.
Cv. 11.8 Ukazte, zZe libovolnd mocnina positivné semidefinitni matice je positivné semi-

definitni matice.

Cv. 11.9 Nad symetrickymi maticemi z R™*" definujme relaci < predpisem A < B pokud
B — A je positivné semidefinitni. Ukazte, ze < je relace ¢astecného uspoiadani.

Cv. 11.10 Bud A positivné semidefinitni. Ukazte, Ze pokud 7 Az = 0 plati pro néjaké
x # o, potom Ax = o.
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12. Positivné definitni matice — Choleského rozklad

Cv. 12.1 Otestujte positivni definitnost matice A pomoci Choleského rozkladu.

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

Cv. 12.2 Naleznéte Choleského rozklad nasledujicich matic, nebo zduvodnéte, Ze nejsou
positivné definitni.

1 -3 2 o 1 2
A=[-3 13 2 ,B:(" ”) c=12 4 1
2 2 21 1

Cv. 12.3 Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici

1 2 -1
A=[2 5 =2
-1 -2 2

Cv. 12.4 Pomoci Choleského rozkladu vyteste soustavu Ax = b, kde

4 =2 2 2
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13. Bilinearni a kvadratické formy

Cv. 13.1 Jsou nésledujici zobrazeni bilinearni formou? Pokud ano, jde o symetrickou
formu?
(a) a: R? x R? — R definované a(z,y) = x1y2 + a2y1,
(b) b: R? x R? — R definované b(z,y) = x1ys + T2,
(c) c: R* x R? = R definované c(z,y) = 23 + y7 + 229y,
(d) d: R? x R? — R definované d(z,y) = x1y1 + 11y2 + 222%o,
)

(e) e: R x R™"™ — R™ ™ definované e(A, B) = AB.
Cv. 13.2 Najdéte matici bilinearnich forem vzhledem ke kanonické bazi.
(a) b(z,y) = 2191 — T1Y2 + 3221 + 222Y2 — 223y
(b) b(z,y) = z1y1 — T1y2 — T2Y1 + 222y2 + 5T2y3 + HT3Y2
Cv. 13.3 Pro nasledujici kvadratickou formu
f(x) = 327 + bxy9 + 523

naleznéte symetrickou bilinearni formu b(z, y), ktera ji indukuje a uved'te b(x, y)
v maticové reprezentaci.

Cv. 13.4 Najdéte matici kvadratické formy
f(x) = 227 + 21129 — 22123 — 22923 + 75
vzhledem ke kanonické bazi a vzhledem k bazi B = {(1,1,1)%, (1,1,0), (1,0,0)"}.
Pouzijte dva rtzné postupy: z definice a pomoci matice pfechodu.

Cv. 13.5 Pro zobrazeni b: P? x P? — R definované b(p, q¢) = p(0)q(2) ukazte:

(a) b je bilinearni forma,

(b) najdéte matici formy vzhledem k bézi B = {1, 1+, (1 — x)?},
(c) vycislete b(1 — z, 22 — 22 + 2) dvéma riznymi postupy,
)

(d) najdéte matici formy vzhledem k bazi B’ = {1, x, 2?} s vyuZitim té staré.

Cv. 13.6 Jednoznacnost kvadratické formy.
(a) Necht A, B € T"" jsou symetrické a necht 27 Az = 27 Bz plati pro vechna
x € T". Rozhodnéte, zda potom A = B.
(b) Rozhodnéte, zda matice kvadratické formy vzhledem k dané bézi je jedno-

znacna.

Cv. 13.7 Bud V vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a necht charakteristika té-
lesa T neni 2.

(a) Ukazte, ze bilinearni formy a symetrické bilinearni formy na prostoru V'
tvori vektorové prostory a urcete jejich dimenze.

b []kaZte, ze kvadratické formy na pI‘()St()I'll V' tvori vektorovy’ pI‘()St()I' a urcete
jeho dimenzi.
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14. Kvadratické formy a Sylvestriiv ziakon setrvacnosti

Cv. 14.1 Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi
2 -1 1 01 2 01
A=|-1 1 1|, B=[11 1], C:(l 0)'
1 1 5 210

Cv. 14.2 Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi

10 1 10
A=lo2 1], B=[02 1
11 -1 11

a urcete polarni bazi, tj. bazi, vudi niz je matice formy diagonalni.

Cv. 14.3 Uvaizte relaci kongruence, kdy A, B € R™"*" jsou v relaci, pokud existuje regularni
S takova, ze B = STAS.

(a) Dokazte, ze se jedna o relaci ekvivalence.

(b) Kolik ma t¥id ekvivalenci?

Cv. 14.4 Vyjadfete kvadratickou formu f(z) = 27 Ax jako soudet étverct linearnich forem,
kde
1

A = 1

_ o
_ N O

Cv. 14.5 Ukaite, Ze rovnice 5x? + 8xy + 5y?> = 1 popisuje elipsu v R? a zjistéte jeji
charakteristiky (postupem z prednasky).
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