Priklad zpracovani tématu Linedrni zdvislost a nezdvislost

Zakladni definice. Musime nejprve definovat zakladni pojmy. Bud V' vektorovy
prostor nad T. Vektory vy,...,v, € V se nazyvaji linedrné nezavislé, pokud rovnost
n ~_ 2 ~z N
> v; = o nastane pouze pro a; = ... = «, = 0. V opatném piipadé jsou
vektory linedrné zdavislé. Tedy vektory wvy,...,v, jsou linedrné zavislé, pokud existuji

v 2 2 ~ n
ai,...,o0, € T, ne véechna nulova a takova, ze )" | o;v; = o.

Priklady.
e Radky regularni matice jsou linedrné nezavislé.
e Sloupce regularni matice jsou linearné nezavislé.

e Radky singulédrni matice jsou linearné zéavislé.

e Sloupce singularni matice jsou linearné zévislé.
e Nenulové fadky matice v RREF tvaru jsou linedrné nezavislé.

Ekvivalentni charakterizace. Linearni zavislost a nezavislost lze charakterizovat
néekolika ekvivalntnimi podminkami. Uvedeme je i s dikazem.

Véta. Bud V wvektorovy prostor nad T, a méjme vy, ...,v, € V. Pak vektory v, ..., v,
jsou linedrné zdavislé prave tehdy, kdyz existuje k € {1,...,n} takové, Ze vy = Zi#k Q;0;
pro néjaké oy, ...,a, € T, to jest

U € Span{uvL, ..., Vk—1, Vkg1, - - UnJ-
Diikaz. Implikace ,,=*. Jsou-li vektory wvy,...,v, linedrné zéavislé, pak existuje jejich
netrivialni linedrni kombinace rovna nule, tj. > " Biv; = o pro py,...,0, € T a
Br # 0 pro n&jaké k € {1,...,n}. Zde mizeme zvolit libovolné k takové, ze 5y # 0.
Vyjadiime k-ty ¢len Srvp = — ) . 2 Pivi a po zkréceni dostavame pozadovany predpis
Uk = Z#k(_ﬁk_lﬁi)vi-

Implikace <. Je-li v, = Z#k a;v;, pak v — E#k a;v; = 0, coz je pozadovana

netrividlni kombinace rovna nule, nebot koeficient u vy je 1 # 0. O
Véta. Bud V wvektorovyj prostor nad T, a méjme vy, ...,v, € V. Pak vektory vy, ..., v,
jsou linedrné zdvislé pravé tehdy, kdyz existuje k € {1,...,n} takové, Ze
span{vy,...,v,} = span{vy, ..., Vg1, Vks1,---,Un}- (1)

Diikaz. Implikace ,,=“. Jsou-li vektory wvy,...,v, linearné zéavislé, potom podle pied-
chozi véty existuje k € {1,...,n} takové, ze vy = Zi#k a;v; pro n&jaké aq, ..., a, € T.
Inkluze O v (1) je splnéna trividlné, zaméfime se na tu opacnou. Libovolny vektor
u € spanf{vy, ..., v,} se da vyjadfit jako linedrni kombinace

n

u = Z Bivi = Brug + Z Biv; = @C(Z Oéﬂfz) + Z Biv; = Z(ﬁk% + Bi)vi.

i=1 itk itk i#k itk

Tedy u € span{vy,..., V5 1, Vkt1, - - ., Un} @ mame dokazanou inkluzi ,C“ v (1).

Implikace ,,<=“. Pokud plati rovnost (1), tak

vk € span{vy, ..., v,} =span{vy, ..., Ug_1, Vks1,---,Un}

a podle predchozi véty jsou vektory vy, ..., v, linedrné zavislé. O



Pouziti a souvislosti. Uk4Zeme néekolik vyuziti a souvislost s pribuznymi tématy.
e Baze.
Baze vektorového prostoru je jeho linearné nezavisly systém generatori. V piipadé
potfeby mizeme o béazi fici vice. Zminime dulezitou Steinitzovu véta o vymené (bez
dikazu, ktery muzeme dodat) a jeji dusledky.
Véta (Steinitzova véta o vyméné). Bud V' vektorovy prostor, bud 1, . ..,z line-
arné nezavisly systém ve V', a necht yy, ...,y je systém generatori V. Pak plati:
1. m < n,
2. existugi navzdjem rizné indexy ky, ..., kn_m takové, Ze soubor vektori
T1yevos Ty Ykys - - -3 Yk, LVOTT SYystém generdtori V.

Véta. Necht xy,...,x,, € V jsou linedrné nezdvislé. Pak m < dimV. Pokud
m =dimV, potom x1,...,x, je baze.

Véta. KazZdy linedrné nezdavisly systém v prostoru V' lze rozsirit na baz V.

e Sloupce matice.

Pokud matici A nasobime zleva jinou matici (), linearni zavislosti mezi sloupci se
zachovaji. Pokud je @) regularni, zachovaji se i linearni nezéavislosti. Formalnéji (na
zadost muzeme tvrzeni dokazat):

Véta. Bud A € T™", Q € TP, Pokud A., = Y, jAs pro néjaké k €
{1,...,n} anéjakd oy € T, j # k, pak (QA)w, = D, 4, i (QA)s5.

Véta. Bud @Q € T"™ ™ requldrni a A € T™ ™. Rovnost A, = Z#k a;A.; plati
prave tehdy, kdyZ plati rovnost (QA)w = 254, @j(QA)«, kde k € {1,....n} a
Q; € T, j 7£ k.

e Linedrni zobrazend.
Z definice linearniho zobrazeni (kterou muzeme dodat) plyne, Ze pokud jsou vek-
tory i, ..., T, linedrné zavislé, potom jsou jejich obrazy f(z1),..., f(z,) rovnéz
linedrné zavislé. Pozor, pro linearni nezéavislost to jiz neplati, tam je potieba pted-
pokladat, ze zobrazeni je prosté. Konkrétné plati:
Véta (Prosté linearni zobrazeni). Bud f: U — V' linedrni zobrazeni. Pak ndsle-
dugict jsou ekvivalentni:

1. f je prosté,
2. Ker(f) = {o},
3. obraz libovolné linedrne nezdvislé mnoZiny je linedrné nezdvisld mnoZina.

Véta. Bud f: U — V linedrni zobrazeni, By bdze prostoru U a By bdze pro-
storu V. Pak:
1. f je prosté prave tehdy, kdyz p [f]BU md linedrné nezdvislé sloupce,

s v -

2. f je yna* prave tehdy, kdyZ g [flp, md linedrné nezdvislé rdadky.

o Afinni podprostory.
Analogie linearni nezévislosti u afinnich podprostori je pojem afinni nezdvislost.

Vektory xg,x1,...,2, vektorového prostoru jsou afinné nezdvislé, pokud x; —
Xg, - - ., Tn—=To jsou linearné nezavislé. V opacném pripadé vektory nazyvame afinné
zawislé.

Napriklad vektory (1,1)7,(2,2)7, (1,2)" € R? jsou sice linedrné zavislé, ale afinng
nezavislé.



