Priklad zpracovani tématu Jddro matice

Zakladni definice. Musime nejprve definovat zakladni pojmy. Jddro matice A €
T™ ™ je mnozina TeSeni soustavy Az = o s nulovou pravou stranou. Jadro znacime
Ker(A). Formalne,

Ker(A) = {z € T"; Az = o}.

Zde T je libovolné téleso.

Zakladni vlastnosti.

e Jadro matice A € T™*" je podprostor prostoru T". Muzeme nahlédnout dikaz
(obsahuje o a je uzaviené na souéty a nasobky; v pfipadé potfeby muZeme rozepsat
podrobné).

e Vipocet jadra. Protoze je jadro matice vektorovy prostor, zajimé nés typicky jeho
baze. K tomu stac¢i vyjit z definice jadra a vyfesit soustavu Az = o pomoci Gaus-
sovy nebo Gaussovy-Jordanovy eliminace. Mnozinu feseni popiSeme pomoci pa-
rametri (nebazickych proménnych). Protoze soustava Ax = o ma nulovou pravou
stranu, tak v parametrickém popisu nejsou absolutni ¢leny a ten tak vyjadruje
linedrni kombinace béazickych vektor.

e Protoze jadro matice je definovano jako mmnozina feSeni soustavy Az = o, tak se
jadro neméni, pokud na matici A aplikujeme elementarni radkové tpravy. Tudiz
se neméni ani kdyz matici pfenasobime zleva jakoukoli regularni matici. Odvodili
jsme tak: Ker(A) = Ker(QA) pro libovolnou regularni ¢ € T"*".

Pro obecnou matici Q € T"™*" pak plati Ker(A) C Ker(QA), protoze pokud x
spliiuje Az = o, potom (QA)r = Q(Azx) = Qo = o.
Priklady.
e Je-li A € T™" regularni, pak Ker(A) = {o}.
e Obecndji, pokud matice A € T™ " ma hodnost n, pak Ker(A) = {o}.

e Pro nulovou matici fadu n x n naopak mame Ker(0) = T".

Véta o dimenzi jadra i s diikazem. Jadro matice je vektorovy prostor, proto nas
prirozené zajima jeho dimenze. Pro dimenzi mame hezky vzorecek. Je-li A € T™*™, pak

dim Ker(A) 4 rank(A) = n.

Dimenze jadra je tedy rovna poctu sloupcii minus hodnost matice. Tato hodnota je
stejnd, jako pocet nebazickych sloupci pti upravé matice na REF tvar. Opét muzeme
nahlédnout souvislost s feSenim soustav rovnic.

Protoze pan profesor chce vidét i néjaky diukaz, uvedeme dikaz tohoto vzorecku.



Diikaz. Oznacme k = n — rank(A). Pokud soustavu Az = o vyfesime Gaussovou—
Jordanovou eliminaci, tak jeji mnozinu feSeni (tj. Ker(A)) popiSeme pomoci nebézic-
kych proménnych. Téch je pfesné k a necht jsou to proménné z;,,...,z;, . Tim padem
dostaneme k generatoru jadra Ker(A), ozna¢me je i, . .., yx. Zbyva nahlédnout, Ze tyto
vektory jsou linearné nezavislé. Béazické sloupce matice RREF(A) jsou tvofeny jednotko-
vymi vektory, proto i;-t4 slozka vektoru y; je rovna jedné a i;-t4 slozka ostatnich vektort
Yty Yj—1:Yj+1s - - - Yk je nulova. Proto jsou vektory yi, ...,y linedrné nezavislé. Tim
padem tvoii bazi jadra Ker(A) a dim Ker(A) = k = n — rank(A). O

Souvislosti. Jadro matice se objevuje v souvislosti s dalsimi tématy. Uvedeme dvé.

e Jddro zobrazent.

Bud f: U — V linearni zobrazeni. Jadro zobrazeni f je definovéano jako mnozina
vektort z prostoru U, které se zobrazi na nulovy vektor ve V', tedy Ker(f) = {x €
Us; f(x) = o}

Jadro Ker(f) je podprostorem prostoru U. Pokud U = T", V' = T™, pak se zob-
razeni da vyjadiit jako f(x) = Az pro ur¢itou matici A € T™*". V tomto pripadé
Ker(A) = Ker(f), tedy jadro zobrazeni splyva s jadrem pfislusné matice. V obec-
ném piipadé to pravda neni, protoze se jedna o rizné vektorové prostory. Presto
maji hodné spole¢ného. Je-li A= 5 [f]p ~matice linedrniho zobrazeni f viici ba-
zim By, By, potom dim Ker(f) = dim Ker(A). Tudiz prostory Ker(A), Ker(f) jsou
isomorfni. Pfislusnym isomorfismem je napiiklad zobrazeni z € Ker(f) — [z]p, .
Tento isomorfismus nam umozni efektivné najit bazi Ker(f) tak, Ze nejprve na-
jdeme bézi Ker(A) a tyto vektory pak predstavuji souradnice hledané baze Ker(f).

Jadro Ker( f) vyjadiuje razné vlastnosti zobrazeni. Napiiklad f je prosté zobrazeni
pravé tehdy, kdyz Ker(f) = {o}. Vzorecek dim Ker(A) + rank(A) = n, ktery jsme
uvadéli na zac¢atku tohoto tématu pak v jazyku linedrnich zobrazeni nabyde tvaru
dim U = dim Ker(f) + dim f(U).

o Afinni podprostory.

Jadro matice se objevuje i v oblasti afinnich prostori. Pripomenme, ze afinni
podprostor v prostoru V' je mnozina vektortu tvaru U + a, kde U je podprostor
prostoru V aa € V.

Bud A € T"™*™ a b € T™. Mnozina FeSeni soustavy rovnic Ax = b je prazdnéa nebo
afinni. Je-li neprazdné, miZeme tuto mnoZinu feSeni vyjadiit ve tvaru Ker(A) +
Zo, kde zq je jedno libovolné feSeni soustavy. To je tedy souvislost jadra matice
s afinnimi prostory. Mnozina feSeni soustavy Azx = o je jadro Ker(A), mnozina
feseni soustavy Az = b je jen posunuté jadro Ker(A) + xy (pokud to neni prazdna
mnozina). Dimenze mnoziny feseni soustavy rovnic Ax = b (pokud je fesitelna) je
pak dimenze jadra A, tedy n — rank(A).



