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Nasledujici téma

@ Soustavy linearnich rovnic
o Zakladni pojmy



[ntro

Nejstarsi zaznamenana aloha na soustavy rovnic: Cinska kniha
Chiu-chang Suan-shu (ca 200 pf.n.l.)

TFi snopy dobrého obili, dva snopy priimérného a jeden
podradného se prodavaji celkem za 39 dou. Dva snopy dob-
rého obili, tri priimérného a jeden podradného se prodavaji
za 34 dou. Jeden snop dobrého obili, dva primérného a tri
podradného se prodavaji za 26 dou. Jaka je cena za jeden
snop dobrého / priimérného / podradného obili?

Dnesni matematikou:
3x+2y+z=239

2x+3y+z=34
xX+2y +3z=26



Matice

Definice (Matice)
Realna matice typu m x n je obdélnikové schema (tabulka)

realnych Cisel
all di2 . din

A—

dml dm2 --- Amn

» Prvek na pozici (i,j) matice A (tj. v i-tém fadku a j-tém
sloupci) znacime aj; nebo Aj;.

» Mnozinu vsech realnych matic typu m x n znacime R™*",
podobné pro komplexni matice, racionalni matice, atd.

» Je-li m = n, potom matici nazyvame ctvercovou.



Vektor

Definice (Vektor)

Realny n-rozmérny aritmeticky sloupcovy vektor je matice typu

nxl
X1

Xn
a rfadkovy vektor je matice typu 1 x n

X = (X1, Xn)-

» Standardné uvazujeme vektory sloupcové.
» Mnozina n-rozmérnych vektorii se znaéi R” (misto R"*1).
» Obecnéjsi pojem vektoru zavedeme pozdéji.

» Pro odliseni zna¢ime obecné matice velkymi pismeny a vektory
malymi pismeny.



* notace

Definice (* notace)
» j-ty fadek matice A se znaéi: Aj. = (ai1, ai2, - - -, ain)-

alj

. . 8 2/
> j-ty sloupec matice A se znaci: A,j =

a,,j

Matici A € R™*" tudiz mizeme rozepsat po sloupcich a po fadcich
takto
| | — An —
— Ay —
A=1Aa Ao ... Ag| = .

] | AL —



Soustava linearnich rovnic

Definice (Soustava linearnich rovnic)

Mé&jme soustavu m linearnich rovnic o n neznamych
ai1x1 + axe + ... + aipxy, = by,
ar1X1 + axnxe + ...+ axpxy, = by,

am1x1 + amaXo + ... 4 amnXn = bm,

kde ajj, b; jsou dané koeficienty a xi, ..., X, jsou neznamé.

> Resenim rozumime kazdy vektor x = (xq,...,x,) € R”
vyhovujici vdem rovnicim.

> Zapis v zasadé obsahuje nadbyteéné opakovani symboli. To
nas vede na maticovou formu zapisu soustavy.



Matice soustavy

Definice (Matice soustavy)
Matice soustavy je matice
411 d12 ... din
A= :

dml dm2 --- Amn

a rozsirend matice soustavy je

all d12 ... din b1

dn1 ano e aon b2
(Alb)=

aml am2 --- amn | bm

Svisla ¢ara v rozsifené matici soustavy symbolizuje rovnost mezi
levou a pravou stranou soustavy.



Matice soustavy

a1 4a12

... dln b1
dni ano ... d2p b2

Alp)=| T .
aml @m2 --- amn | bm

Rozsifena matice soustavy plné popisuje soustavu rovnic:
» radky odpovidaji rovnicim,

> sloupce nalevo postupné proménnym xi, ..., X,
» posledni sloupec hodnotam na pravé strané soustavy.

Tudiz mGzeme soustavu rovnic zadavat i v maticovém tvaru

Soustava z prikladu by se maticové zapsala jako
3x+2y+z=239
2x+3y +z=34
xX+2y+3z=26

3 2 11|39
~ 2 3 1] 34
1 2 31|26



Geometricky vyznam soustavy rovnic
Nejprve pfipad m = n = 2, tedy dvé rovnice o dvou neznamych:

aiixi + apxe = by,
ar1X1 + axnxs = bo.

Za obecnych predpokladd (a11 # 0 nebo ajp # 0) popisuje prvni
rovnice pfimku v roviné R?, a analogicky druha rovnice.

Reseni soustavy lezi tedy v praniku obou pfimek.

X2 aiixi + aexe = by

az1x1 + axnxe = by

/|
7 %




Geometricky vyznam soustavy rovnic pro m=n =3

Kazda rovnice s alespon jednim nenulovym koeficientem popisuje
rovinu v prostoru R3 a feseni predstavuje priinik téchto rovin.

Pokud jsou roviny v obecné poloze, priinikem je jediny bod:




Geometricky vyznam soustavy rovnic pro m=n =3

Ve specialnim pfipadé mohou vsechny roviny obsahovat jednu
primku:




Geometricky vyznam soustavy rovnic pro m=n =3

Priinik rovin maze byt i prazdna mnozina:

<

-

Obecné, pro libovolné n, rovnice urcuji tzv. nadroviny a feSeni
soustavy hledame v jejich priniku.



Elementarni radkové tpravy

Definice (Elementarni radkové apravy)
Elementarni radkové Gpravy matice jsou
1. vynasobeni i-tého fadku realnym Cislem v # 0 (tj. vynasobi se
vsechny prvky fadku),
2. pricteni a-nasobku j-tého fadku k i-tému, pficemz i # j a
a e R,

3. vyména j-tého a j-tého radku.

Tvrzeni
Elementarni rFadkové operace zachovavaji mnozZinu Feseni soustavy.

|dea diikazu.

Zakladni myslenkou je ukazat, ze elementarni Gpravou se mnozina
feSeni neméni. Elementarni Gpravou neztratime zadné feseni,
protoze pokud je x FeSenim pred Gpravou, je i po Gpravé. A naopak,
Gpravou zadné FeSeni nepfibude. O



Vyména radkid pomoci ostatnich Gprav



Nasledujici téma

@ Soustavy linearnich rovnic

@ Gaussova eliminace



Motivacni priklad ke Gaussové eliminaci (1/2)

Uvazujme soustavu linearnich rovnic

x1 + 2x + 3x3 = 32,
X1 4+ x2 + 2x3 = 21,
3X1 + X2 + 3X3 = 35.

Chceme ji upravit na tvar

x1 + 2x0 4+ 3x3 = 32,
— X2 — X3 = —11,
— X3 = —6.

Pro¢? Dopocitame snadno feseni (xi, x2, x3) = (4,5,6).



Motivacni priklad ke Gaussové eliminaci (2/2)

Upravy:
x1 + 2x 4+ 3x3 = 32,
X1 + Xy + 2X3 = 21,
3xq + x» + 3x3 = 35.
x1 + 2x0 4+ 3x3 = 32,
— X2 — X3 = — 1 1,
3X1 + X2 + 3X3 = 35,
x1 + 2x 4+ 3x3 = 32,
— X2 — X3 = — 1 1,
— Bxy — 6x3 = —61.
x1 + 2x 4+ 3x3 = 32,
— X2 — X3 = — 1 1,

— X3 = —6.



Odstuphovany tvar matice (REF)

» Pozice 1
(Lpl)?"'?(rapr) %
Jsou pivoty,

» sloupce p1,...,pr ,
jsou bazické,
ostatni nebazické m

Definice (Odstuphovany tvar matice)

Matice A € R™*" je v fadkové odstupiovaném tvaru, pokud
existuje r takové, ze plati

> radky 1,...,r jsou nenulové
(tj. kazdy obsahuje alespon jednu nenulovou hodnotu),
» fadky r +1,..., m jsou nulové,
a navic oznacime-li jako p; = min{j; a;; # 0} pozici prvniho
nenulového prvku v j-tém fadku, tak plati
> pr<p2<--<pr.



Hodnost matice

Definice (Hodnost matice)

Hodnosti matice A rozumime pocet nenulovych fadki po prevodu
do odstupnovaného tvaru a znaéime rank(A).

» Pojem je dobre definovan. | kdyz odstupihovany tvar neni
jednoznaény, pozice pivotii jednoznacné jsou.

> Priklady.



tvar (REF)

novany

Prevod matice na odstup
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Algoritmus REF prJ J

1([e
[
i .
Algoritmus REF(A) 0
Bud A € R™*".
m
1.i=1j=1,

2: if a = 0 pro viechna k > i a | > j then konec,
3: j=min{l; £ >j, aks # 0 pro n&jaké k > i},
//pfesko¢ime nulové podsloupecky
4: urci jedno ayj # 0, k > i a vymén radky A;, a Ay,
//nyni je na pozici pivota hodnota aj; # 0
5: pro véechna k > i poloz Ay, = Ak, — Z—Z{'A,-*,
//2. elementarni aprava
6: poloz i:=i+1,j:=j-+1, ajdinakrok 2.



Gaussova eliminace (1/4)

Algoritmus (Gaussova eliminace)
» Bud dana soustava rovnic (A | b), kde A€ R™*" b e R™.

> Prevedeme rozsifenou matici soustavy (A | b) na
odstupnovany tvar (A’ | b’) a oznaCime r = rank(A | b).

Nyni nastala pravé jedina z nasledujicich tfi situaci:

(A) Soustava nemé reseni.
Tato situace nastane v pfipadé, Ze posledni sloupec je bazicky,
Cili v poslednim sloupci je pivot (tj. rank(A) < rank(A | b)).

ay, ... ajy, | b}
0 ... 0|0
o ... 0O

Dikaz.
r-ty fadek soustavy ma tvar Ox; + Oxx + ... + Ox, = b.. O



Gaussova eliminace (2/4)

(B) Soustava ma alespon jedno fesent.
Tato situace naopak nastane, pokud posledni sloupec je
nebazicky, Cili neobsahuje pivota (tj. rank (A) = rank(A | b)).

(B1) Soustava ma jediné reseni.
Jediné Feseni existuje, pokud r = n.

Soustava v odstuphovaném tvaru ma podobu

/ / /
aj; ... ay, | by
/ /

0 an, | by




Gaussova eliminace (3/4)

V rovnicové podobé ma soustava tvar
/ / / /
/ / /
322X2 + e + aann = bz,

/ / /
akak + ...+ aann = bk7

/ Y
apnXn = b,

Reseni nyni najdeme tzv. zpétnou substituci: Postupné pro
k=nn—1,...,1vtomto poradi dosadime

/ n /.
by — Zj:k+1 AgiXj

/
Ak

X =



Gaussova eliminace (4/4)

(B2) Soustava ma nekonecné mnoho reseni.
Tento pripad nastane, pokud r < n. To znamena, ze kromé
nejpravéjsiho sloupecku je v matici alespon jeden dalsi
nebazicky sloupec.

Mnozinu viech nekonecné mnoho feSeni popiseme
parametricky:
» Bazické proménné jsou ty, které odpovidaji bazickym
sloupctim, tj. Xp,, Xp,, - .., Xp,
» Nebazické proménné jsou ty zbyvajici. Reprezentuji parametry,
pomoci nichz dopocitame bazické proménné opét zpétnou
substituci:

Postupné pro k = r,r —1,...,1 v tomto poradi dosadime

’ n /.
by, — Z_j:pk-‘,-l i %j

!
akPk

Xpi =



Gaussova eliminace — priklad

» Odstuphovany tvar rozsifené matice

2 2 -1 5|1 2 2 -1 5
4 5 0 9|3| rerF |01 2 -1
01 2 2/4] T loo o 3
2 4 3 7|7 00 0 O
> Zpétna substituce
1. X4:1

2. x3 je volna (nebazicka) proménna
4. x1 = 3(1—5x4+ x3 — 2x2) = —4 + 3x3

» Vsechna FeSeni jsou tvaru
(—4+ 2x3,2 — 2x3,%3,1), kde x3 € R,

resp.
(—4,2,0,1) + x3(3,—2,1,0), kde x3 € R.

O W~



Resitelnost soustavy a hodnost matice

» Z algoritmu vidime, Ze FeSitelnost soustavy linearnich rovnic
souvisi nejenom s velikosti soustavy, ale predevsim s hodnosti
matice.

» Hodnost matice (A | b) také udava pocet vyznamnych rovnic
Vv soustavé.

Véta (Frobeniova véta)
Soustava (A | b) ma alespor jedno Feseni praveé tehdy, kdyz
rank(A) = rank(A | b).



Nasledujici téma

@ Soustavy linearnich rovnic

@ Gaussova—Jordanova eliminace



Schematické znazornéni REF a RREF

p1 p2 P3 .-

pr

p1 p2 P3 cee Pr




Redukovany odstuphovany tvar matice (RREF)

Definice (Redukovany odstupiovany tvar matice)
Matice A € R™*" je v redukovaném fadkové odstupnovaném tvaru,
pokud je v REF tvaru a navic plati
> dlp; = A2py = .- = arp, = 1,
(tedy na pozicich pivotd jsou jednicky),
» pro kazdé i =2,...,rje aip, = azp, = ... = aj_1,p, =0
(tedy nad kazdym pivotem jsou samé nuly).

p1 P2 p3 cee P




Algoritmus REF a RREF

Algoritmus RREF(A)

Bud A e R™*".
1.i=1j=1,
2: if a = 0 pro viechna k > i a | > j then konec,
3: j=min{l; £ >j, aks # 0 pro néjaké k > i},
//pfesko¢ime nulové podsloupecky
4: urci jedno ayj # 0, k > i a vymén radky A;, a Ag.,
//nyni je na pozici pivota hodnota aj; # 0
LA,

5: poloz Aj. =
//nyni je na pozici pivota hodnota a;; = 1
6: pro vsechna k # i poloz Ak = Aks — Z—Z{'A,-*,
//2. elementarni aprava
7: poloz i:=i+1,j:=j+1, ajdi na krok 2.



Prevod matice na redukovany odstupnovany tvar (RREF)

@ 2 —1 5 @ 1 —05 25 @ 1 —05 25
2 5 0 9|l [4 5 o of_ [0 1 2 -1
01 2 2 01 2 2 01 2 2
2 4 3 7 2 4 3 7 2 4 3 7
1 1 —05 25 1 0 -25 35
oo Sl o 2 o
0 1 2 2 0 1 2 2
0 2 4 2 0 2 4 2
1 0 -25 35 1 0 —25 35
0 @ 2 -1 0 1 2 -1
o 0 0 3 00 0 @
0 2 4 2 00 0 4
1 0 —-25 35 1 0 =25 0
0 1 2 -1 01 2 0
“lo o o @ “loo o0 1
00 O 4 00 0 O




Gaussova—Jordanova eliminace (1/4)

Algoritmus (Gaussova—Jordanova eliminace)
» Bud dana soustava rovnic (A | b), kde A€ R™*" b e R™.
» Prevedeme rozsifenou matici soustavy (A | b) na redukovany
odstupiovany tvar (A’ | b’) a oznaCime r = rank(A | b).

Nyni nastala pravé jedina z nasledujicich tfi situaci:

(A) Soustava nema reseni.
Tato situace nastane v pfipadé, ze posledni sloupec je bazicky,
Cili v poslednim sloupci je pivot (tj. rank(A) < rank(A | b)).

1 ... 4&,10
0 ... 0|1
0 ... 010



Gaussova—Jordanova eliminace (2/4)

(B) Soustava ma alespon jedno resent.
Tato situace naopak nastane, pokud posledni sloupec je
nebazicky, Cili neobsahuje pivota (tj. rank (A) = rank(A | b)).

(B1) Soustava ma jediné reseni.
Jediné Feseni existuje, pokud r = n.

Soustava v odstuphovaném tvaru ma podobu

1 0 ... 0|5,
0 1 " 1|b
ol
0 ... 0 1|8,
0 ... 0 0|0




Gaussova—Jordanova eliminace (3/4)

V rovnicové podobé ma soustava tvar
/
X1 = b]_,

/
X2 = b2’

X, = b



Gaussova—Jordanova eliminace (4/4)

(B2) Soustava ma nekonecné mnoho reseni.
Tento pripad nastane, pokud r < n. Rovnice maji tvar

/ R _
Xp, E axj =by, k=1,...,r.
JEN, j>pk

Mnozinu viech FeSeni popiseme parametricky:

» Bazické proménné jsou ty, které odpovidaji bazickym
sloupciim, tj. Xpy, Xp,, - - - 1 Xp,

» Nebazické proménné jsou ty zbyvajici. Reprezentuji parametry,
pomoci nichz dopocitame bazické proménné opét zpétnou
substituci:

Postupné pro k =r,r—1,...,1 v tomto poradi dosadime

! ro
Xp = by — E kX

JEN, j>px



Gaussova—Jordanova eliminace — priklad

» Odstuphovany tvar rozsifené matice

2 2 -1 5|1 10 -25 0
4 5 0 9|3| rrer [0 1 2 0
01 2 24/ 7 foo0o 01
2 4 3 7|7 0 0 00
> Zpétna substituce
1. X4:1,
2. x3 je volna (nebazicka) proménna,

3.
4.

X = 2 — 2X3,
x1=—4+ gX3.

» Vsechna FeSeni jsou tvaru

resp.

(—4 + gX3, 2 — 2X3,X3, 1), kde X3 € R,

(—4,2,0,1) + x3(3,—2,1,0), kde x3 € R.

o~ N



Gaussova versus Gaussova—Jordanova eliminace

» Gaussova eliminace je radové o tretinu rychlejsi

» Gaussova—Jordanova eliminace bude potfeba pro inverzi matic



Nasledujici téma

© Matice

o Zakladni operace s maticemi



Zakladni operace s maticemi

Definice (Rovnost)

Dvé matice se rovnaji, A = B, pokud maji stejné rozméry m x n a
Aj=Bjproi=1,....,m j=1,...,n

Definice (Soucet)
Bud A, B € R™*" Pak A + B je matice typu m x n s prvky
(A—I-B),'j:Aij—i-B,'j, i=1,...,mj=1...,n

Priklad

G i>+<? g)=<18 12)



Zakladni operace s maticemi

Definice (Nasobek)
Bud o € R a Ae R™*" Pak A je matice typu m X n's prvky
(@A) =adj, i=1,....mj=1,.n

Priklad

(1 2)_(5 10
3 4/ \15 20)°
» odéitani: A— B:=A+(—1)B.

» nulovd matice: 0 & Opxn.



Nasobek matic
Obrazek je reprezentovan matici A € R™*" tak, ze pixel obrazku na
pozici (i, ) ma barvu s Cislem aj;. Nasobeni matice A skalarem pak
méni odstiny barev.

original (a =1) ztmaveni (o = 0.5)

S

original (a =1) zesvétleni (o = 1.5)



Vlastnosti souctu a nasobkd matic

Tvrzeni (Vlastnosti souctu a nasobki matic)

Pro reélna cisla o, 8 a matice A, B, C € R™*" plati:

1. A+ B=B+A (komutativita),
2. (A+B)+ C=A+(B+0O) (asociativita),

3. a(A+B)=aA+aB (distributivita),
4. (a+ B)A=aA+ BA (distributivita).

Dalsi vlastnosti
A+0=A A+ (-1)A=0, a(BA)=(aB)A, 1A=A



Vlastnosti souctu a nasobkd matic

Dukaz.
1. Dokaz komutativity: A+ B=B+ A
Nejprve ovérime, ze A+ B i B 4+ A maji stejny typ.
Pak ukazeme, ze odpovidajici si prvky jsou shodné.
Prvek na pozici (i,j) matice A+ B:
(A+ B)j = Aj + Bjj
Prvek na pozici (i,j) matice B + A:
(B+A)j = Bj+ Aj

Oba se rovnaji pfi vyuziti komutativity s¢itani realnych Cisel.



Soucin matic

Definice (Soucin matic)
Bud A € R™P a B € RP*" . Pak AB je matice typu m x n s prvky

p
(AB); = ZAikBkj = AinBij + AiBaj + ... + AjppBy;
k=1

Poznamka
(AB);j je tedy skalarni soucin fadku A;, a sloupce B,;.



Nasobeni matic

123 4 X (1) -
A=10 1 0 1], B=
5 9 9 9 1 2 1 3
1 210
Mnemotechnicky:
1 1 1 1
1 0 2 2
1 2 1 3
1 2 1 0
1 2 3 4 10 15 12 14
(o 10 1 2 2 (3) 2
2 2 22 8 10 10 12
Matlab & Octave:
A=[1 23 4;010 1;2 2 2 2];
B=[1111;1 02 2;1213;1210];

AxB




Vlastnosti sou¢inu matic

Tvrzeni (Vlastnosti sou€inu matic)

Plati nasledujici viastnosti; « je &islo a A, B, C matice vhodnych

rozmeérii.
1. obecné AB # BA (komutativita neplati),
2. (AB)C = A(BC) (asociativita),
3. ABB+ C)=AB+ AC (distributivita zleva),
4. (A+B)C=AC+ BC (distributivita zprava),

Ditkaz prvnich dvou vlastnosti, ostatni za cviceni.



Vlastnosti sou¢inu matic

Dikaz.

1. Nekomutativita souc¢inu matic (AB # BA)
Napfiklad pro matice

0 1 10
=0 0) 5= o)

0 0 0 1
A3_<0 O), BA_<O O).

je

Navic, miize se stat, ze soucin AB méa smysl, a pfitom nasobit

matice v poradi BA nelze.

Nebo matice AB a BA existuji, ale maji riizné rozméry.

O



Vlastnosti sou¢inu matic

Dukaz.
2. Asociativita soucinu matic: (AB)C = A(BC)
Bud Ae R™P, Be RP*"a C € R™". Pak AB je mx r, BC
je px naobé (AB)C, A(BC) jsou m x n.

Shodnost odpovidajicich si prvki. Na pozici (i, f) je

r

((AB)C)jj=> (AB)ikCij = Z<ZA,esz> Gy = ZzAlzBekaj,

k=1 k=1(=1
A(BC) )U—ZA:e BC)@—ZAM <ZBekaJ> ZZZAieBekaj~
=1 (=1k=1

Vidime, ze oba vyrazy jsou shodné az na poradi s¢itanci. [



Jednotkova matice

Definice
» jednotkova matice fadu n:
1 0 0
Ih = 0
0
0 0 1

Je to matice radu nx ns prvky /j =1 pro i = j a [; = 0 jinak.
(Ptikladem diagonalni matice.)

» Souvisejici pojem jednotkovy vektor e; je pak i-ty sloupec

jednotkové matice, tj. e; = I,;.

Tvrzeni
Pro matici A € R™*" plati:

InA=Al, =A.



Transpozice matice

Definice (Transpozice matice)
Bud A € R™*". Pak transponovand matice ma typ n X m, znadi se
AT a je definovana (AT); == aj;.

Priklad
Transpozice vlastné znamena preklopeni dle hlavni diagonaly, napf.
1 4
A:G‘ 12; 2) AT=[2 5
3 6

» Diky transpozici mizeme sloupcové vektory x € R" zapisovat
do fadkir takto: x = (x1,...,xn)".



Vlastnosti transpozice matice

Tvrzeni (Vlastnosti transpozice)
Plati nésleduj/’ci vlastnosti; o € R a A, B matice vhodnych rozméri.

1. (AT)T

2. (A+B)T AT+BT,
3. (aA)T = AT,

4. (AB)T = BTAT,
Dukaz.

Pro ilustraci dokazeme jen vlastnost 1, zbytek za cviceni.

1. Bud A€ R™<" Pak AT ma rozmér n x ma (A7) ma tedy
rozmér m X n, shodny s A.
Porovnanim odpovidajicich si prvki:

(A1) = (AT)i = Ay 0



Symetricka matice

Definice (Symetricka matice)
Matice A € R"™*" je symetricka, pokud A= AT.

Napriklad
1 2 3
I, nebo |2 4 5
356

» Jsou symetrické matice uzavrené na soucet?

» Jsou symetrické matice uzavfené na souéin?

Priklad (Vyskyt symetrickych matic)
» V dopravnich ¢i geometrickych alohach. Hodnota aj; udava
vzdalenost mezi i-tym a j-tym objektem.

» Kovarianéni matice ve statistice.

» Hessian (matice druhych parcialnich derivaci) pro dvakrat
spojité diferencovatelné funkce f: R" — R.



Souciny vektord
Dva mozné souciny vektortl x,y € R":

1. Standardni skalarni soucin:
n
-
XY= in)/i
i=1

(formalné je to matice 1 x 1, ale ztotoznime ji s Cislem).
2. Vnégjsi soucin vektortl x, y je Etvercova matice fadu n

X1yr X1y2 ... Xiyn - leT -
X2y1 X2Y2 X2¥n —_— XzyT —_—
Xy = . . . = .
XoY1 XnY2 .- XnYn — Xy —
| | |
— Xyl Xy2 Xyn

» Napriklad e,-Tej =7, e,-eJ-T =7



Vnéjsi soucin vektord

X1Y1 X1Y2 ... X1Yn — xy! —

roen ey o ey — xyl —
xyT =17 . = .
: : : .

XnY1 XnyY2 ... XnYn — XnYy -

Protoze v matici xy T jsou véechny fadky nasobkem vektoru y T,
tak ma matice xy’ hodnost nanejvys 1.

Tvrzeni
Matice A € R™*" ma hodnost 1 pravé tehdy, kdyz je tvaru
A=xy" pro néjaké nenulové vektory x € R™, y € R".



Vlastnosti soucinu matice a vektoru (1/3)

Tvrzeni
Bud A € R™*" Pak plati:

1. Aej = A*j,
2. el A=A,

Schematické vyjadreni prvni vlastnosti:

A= |Aq - Ay - Aanl| |1



Vlastnosti soucinu matice a vektoru (2/3)

Tvrzeni
Bud A € R™" a B € R"™P. Pak plati:

1. (AB),; = AB,j,
2. (AB);, = AiB,

Dikaz.

1. S vyuzitim pfedchozi vlastnosti,

(AB)*J' = (AB)ej = A(Bej) = AB*J'.

Schematické vyjadreni prvni vlastnosti:

|
B*l

|
A AB.1




Vlastnosti soucinu matice a vektoru (3/3)

Tvrzeni
Bud A R™" x € R" ay € R™. Pak plati:

1. Ax = Z;’:I XjAsj,
2. yTA=3"" yiAi..

Schematické vyjadreni prvni vlastnosti:

| | | x | |
A*l A*2 e A*n . — A*l X]_ + A*2

I I A UV A N A W

|
X2++ A*n
|

Xn



Soustava rovnic: fadkova interpretace

aiixi + apxe + ... + aipxp = b1,

az1x1 + axxo + ...+ axpxnp = by,

amiX1 + ameXo + ...+ amnXn = bm-

Maticové Ax = b, nebot

all di2 din bl

ami am2 --- amn ' bm



Soustava rovnic: sloupcova interpretace

a11x1 + aexe + ...+ aipXn =
— b2’

az1x1 + axnxe + ...+ apXxp

blv

amiX1 + ameXo + ...+ amnXn = bm-

Sloupcova interpretace:
| | |
Aaqdlxi+ Ao | x+...+ | A

Xp =

b



Matice a linearni zobrazeni f: x — Ax

Je uzitecné se na matici A € R™*" divat jako na urcité zobrazeni
z R" do R™ definované predpisem x — Ax.

G- (o ) G)=(2)

X2
Iﬂ B
f

X1



Matice a linearni zobrazeni f: x — Ax

Je uzitecné se na matici A € R™*" divat jako na urcité zobrazeni
z R" do R™ definované predpisem x — Ax.

() D)= C2)

—
l —

X2

X1



Matice a linearni zobrazeni f: x — Ax

Je uzitecné se na matici A € R™*" divat jako na urcité zobrazeni
z R" do R™ definované predpisem x — Ax.

X1 . cosa —sina X1\ _ [X1cosa — xpsina
X sina¢  cos« X X1 Sin a + Xxo COS &

X2

T




Matice a linearni zobrazeni f: x — Ax

Je uzitecné se na matici A € R™*" divat jako na urcité zobrazeni
z R" do R™ definované predpisem x — Ax.

()= (o o) (2) = (5)

X2

X1



Matice a linearni zobrazeni f: x — Ax
Je uzitecné se na matici A € R™*" divat jako na urcité zobrazeni
z R" do R™ definované predpisem x — Ax.

> Resit soustavu rovnic Ax = b znamena najit viechny
vektory x, které se zobrazi na vektor b.




Matice a linearni zobrazeni f: x — Ax
Je uzitecné se na matici A € R™*" divat jako na urcité zobrazeni
z R" do R™ definované predpisem x — Ax.
» Slozeni dvou zobrazeni x — Ax, y — By, kde
A€ RPX" B € RM™*P,
» prvni zobrazeni x — Ax = y
» druhé zobrazeni y — By = B(Ax) = (BA)x
SlozZené zobrazeni x — (BA)x ma matici BA.
Skladani zobrazeni tudiz odpovida nasobeni matic!

R" RP R™
A B

NS

BA




Nasledujici téma

© Matice

@ Regularni matice



Regularni matice

Definice (Regularni matice)
Bud A € R™". Matice A je regulirni, pokud soustava Ax = 0 ma
jediné feseni x = 0.
V opaéném pfipadé se matice A nazyva singularni.

> A je regularni pravé tehdy, kdyz Ax # 0 pro viechna x # 0

> A je singularni pravé tehdy, kdyz Ax = 0 pro n&jaké x #£ 0
Priklad:

> regularni matice: /,

» singularni matice: 0,



Regularni matice

Tvrzeni
Bud" A € R"™". Pak nasledujici jsou ekvivalentni:

1. A je regulérni,
RREF(A) = I,,
rank(A) = n,

pro néjaké b € R"™ ma soustava Ax = b jediné resent,

AR

pro kazdé b € R" ma soustava Ax = b jediné reseni.

» Jsou regularni matice uzaviené na soucet?

» Jsou regularni matice uzaviené na soucin?



Regularni matice a soucin

Tvrzeni
Bud'te A, B € R™" regulirni matice. Pak AB je také regularni.

Dikaz.

Bud x Feseni soustavy ABx = 0. Chceme ukazat, ze x musi byt
nulovy vektor.

Oznaéme y := Bx. Pak soustava lze pfepsat na novou soustavu
Ay = 0 s proménnymi y.

Z regularity matice A je jediné reseni y = 0, coz dava rovnost
Bx = 0. Z regularity matice B je pak x = 0.



Regularni matice a soucin

Tvrzeni
Je-li alespon jedna z matic A, B € R"*" singularni, pak AB je také
singularni.

Diikaz.

Uvazme dva pripady: B je ¢i neni singularni.

Je-li matice B singularni, pak Bx = 0 pro n&jaké x # 0. Z toho ale
plyne (AB)x = A(Bx) = A0 = 0, tedy i AB je singularni.

Nyni predpokladejme, ze matice B je regularni, tedy matice A je
singularni a existuje y # 0 takové, ze Ay = 0. Z regularity matice
B existuje x # 0 takové, ze Bx = y. Celkem dostavame

(AB)x = A(Bx) = Ay = 0, tedy AB je singularni. O



Matice elementarnich aprav (jsou regularni)

Elementarni Gpravy jdou reprezentovat nasobenim tzv. elementarni
matici zleva

1. Vynasobeni i-tého radku cislem « # 0:

1 0 0
0
Ei(a) = «
0
0 0 1

Uprava na matici A se provede vynasobenim E;(a)A.

Poznimka. Ei(a) = I + (o — 1)eje]



Matice elementarnich aprav (jsou regularni)

Elementarni Gpravy jdou reprezentovat nasobenim tzv. elementarni
matici zleva

2. Pricteni a-nasobku j-tého fadku k i-tému (i # j):

1 0 ... ... 0

Ej(a) = 1
i o 0
1

Uprava na matici A se provede vynasobenim Eji(a)A.

Poznamka. Ej(a) =1 + ae,-ejT



Matice elementarnich aprav (jsou regularni)

Elementarni Gpravy jdou reprezentovat nasobenim tzv. elementarni
matici zleva

3. Vyména i-tého a j-tého fadku:

] 0 1

Ej =
J 1 0
o

Uprava na matici A se provede vynasobenim Ej;A.

Poznamka. Ejj = | + (ej — ;)(ei — &) T



Matice elementarnich Gprav

Tvrzeni
Bud" A € R™*". Pak RREF(A) = QA pro néjakou regularni matici
Qe RmM*xm .

Dukaz.
RREF(A) ziskame aplikaci kone¢né mnoha elementarnich radkovych
tprav. Necht jdou reprezentovat maticemi Eq, Ep, ..., Ex. Pak

RREF(A) = E¢ ... ELA = QA,

kde Q = Ei ... ExE;. Protoze matice Eq, E;, ..., Ex jsou regularni,
i jejich soucin Q je regularni. O



Matice elementarnich Gprav

Tvrzeni
Kazda regularni matice A € R"*" se da vyjadrit jako soucin
koneéné mnoha elementarnich matic.

Dukaz.

Pokud k elementarnimi apravami dokazu dovést matici A na
jednotkovou I, pak jistymi k elementarnimi dpravami mohu prevést
naopak /, na A. Je to tim, ze kazda elementarni Gprava ma svoji
inverzni, ktera vykonava opacnou tpravu.

Tudiz existuji matice Eq, ..., Ex elementarnich aprav tak, ze
A=E.. EEl,=E, ... EE. 0



Nasledujici téma
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[nverzni matice

Maticové séitani ma inverzni operaci odéitani:
» Od matice A + B tak prejdu zpét k matici A pfi¢tenim —B,
i A+ B+ (—B) = A.
(mohu pricist zleva &i zprava)
Existuje néco podobného i pro soucin matic?

» Mohu od matice AB prejit zpét k matici A prenasobenim B~1,
aby ABB™1 = A?
Zfejmé se mi to podafi, pokud BB~1 = I,.

Definice
Bud A € R™". Pak A~! je inverzni matici k A, pokud spliuje

AAL = ATtA= |,

» Jaka je inverzni matice k /,7

» Jaka je inverzni matice k 0,7



[nverzni matice

Véta (O existenci inverzni matice)
Bud A € R"™". Je-li A regularni, pak k ni existuje inverzni matice a
je uréena jednoznacné. Naopak, existuje-li A=, pak A je regularni.
Dukaz existence.
A je regularni, tedy soustava Ax = e; ma reSeni x; pro kazdé j.
Ukazeme, ze A™1 = (xq|x2|...|xn) je to hledana inverze.
1. Rovnost AA~! = | ukazeme po sloupcich. Pro kazdé j je
(AATH)y = A(ATY)y = Ax = ¢ = L.
2. Rovnost A~'A = | dokazeme trikem. Uvazme vyraz
AATTA- ) =AATA-A=IA-A=0.
Tedy pro kazdé j plati: A(A~*A—1),; =0.
Z regularity A je (A"A—1),; =0. Tudiz A~tA=1. O



[nverzni matice

Véta (O existenci inverzni matice)

Bud A € R"™". Je-li A regularni, pak k ni existuje inverzni matice a
je uréena jednoznacné. Naopak, existuje-li A=, pak A je regularni.
Dutkaz jednoznacnosti a druhé implikace.

1. “Jednoznaénost.” Necht pro n&jakou matici B plati
AB = BA = |. Pak

B=Bl=B(AA ) =(BAAl=/A"1=A"1

2. “Naopak.” Necht pro A existuje inverzni matice. Bud' x Feseni
soustavy Ax = 0. Pak

x=Ix=(ATTA)x = A"} (Ax) = A7l0 = 0.
Tedy A je regularni.



Inverzni matice — vlastnosti

Tvrzeni
Je-li A regularni, pak AT je regularni.

Dukaz.
Je-li A regularni, pak existuje inverze a plati AA™! = A71A = |,
Po transponovani viech stran rovnosti dostaneme
(AT = (AT =1,

neboli

(AHTAT = AT(A 1T = .
Matice AT ma inverzi a je tudiz regularni.
Dasledek:

(A1) =T

Zkracene: A~ T



Inverzni matice — vlastnosti

Ukazeme, ze dvé rovnosti AA~1 = [,, A=A = I, nejsou nutné,
stadi jen jedna.
Véta (Jedna rovnost staci)
Budte A, B € R™". Je-li BA = I,,, pak obé matice A, B jsou
regularni a navzajem k sobé inverzni, to jest B=A"1a A= B~
Dukaz.
Regularita vyplyva z dFfivéjsiho tvrzeni vzhledem k regularité /,,.
Tudiz existuji inverze A~1, B~!. Odvodime
B=Bl,=B(AA™) = (BAA = ,A7t = A7
a podobné
A=Al,=ABBY)=(AB) B! =1,B71=B71



Inverzni matice — vypocet

Diikaz véty ukazal navod:
j-ty sloupec A™1 je resenim soustavy Ax = €.

Tvrzeni (Vypocet inverzni matice)
Bud A € R"™".

» Je-li RREF(A|I,) = (I, | B), pak B = A7

» Jinak A je singularni.
Dakaz.
Je-li RREF(A|1,) = (I, | B), potom existuje regularni Q tak, ze

(In ‘ B) = Q(A‘ /n)'

Po roztrzeni na dvé ¢asti [, = QA a B = Ql,.
Prvni rovnost fikia Q = Al adruha B=Q = A1

Je-li RREF(A| 1) # (I | B), pak RREF(A) # I, a tudiz A je
singularni.



Inverzni matice — vypocet

Priklad
11 3
Bud A= [0 2 —1]. Inverzni matici spocitame takto:
3 5 7
11 311 0 0 11 3 1 00
(Alk)={0 2 -1]0 1 0|~[0 2 -1 0 1 0}~
3 5 710 0 1 0 2 -2|-3 01
11 3 10 0 10 35| 1 —05 0
~lo 1 —05| 0 05 0|~(0 1 —05| 0 05 0
0 2 =2 -3 0 1 o0 -1(-3 -1 1
10 0|-95 -4 35
~[0 1 0| 15 1 —05]=(hK|A1).
0 0 1 3 1 -1

—-95 -4 3,5
Tedy mame A~1 = 1,5 1 —05].

3 1 -1



Inverzni matice — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti inverzni matice)
Budte A, B € R™" regularni. Pak:

L (A H) 1 =4,

2. (AT =(AT),

3. (@A)t =2A"1 proa #0,
4. (AB) "1 = B1A°T,
Dikaz.

1. Z rovnosti A~1A = I, plyne, Ze inverzni matice k A™! je A.
2. Bylo ukazano.
3. Plyne z (aA)(éA H=2AA"1 =,
4. (AB)(BIA ) =ABB WA =ALA T =AA =, O

Pro (A + B)~! zadny jednoduchy vzorecek neni! (jako pro a+b)



[nverzni matice a soustava rovnic

Bud @ regularni. Pak
soustava Ax = b je ekvivalentni s (QA)x = (Qb)

Diikaz.

Zadné reSeni neztratime.

Zpét se dostaneme prenasobenim Q! zleva.

Disledek pro A regularni:
soustava Ax = b je ekvivalentni s (A"1A)x = (A~1b)

Tvrzeni (Soustava rovnic a inverzni matice)

Bud" A € R"™ " regularni. Pak feseni soustavy Ax = b je dano

vzorcem
x=A"1b.



Inverzni matice — geometrie

Bud A € R™" regularni a uvazujme zobrazeni x — Ax.
» pro kazdé y € R" existuje pravé jedno x € R" takové, ze
Ax =y
> zobrazeni je tedy bijekci
» inverzni zobrazeni ma predpis y — A1y
(ditkaz: x — Ax > A"1Ax = x)

P zavér: inverzni matice odpovida inverznimu zobrazeni!

Resit soustavu Ax = b znamena hledat vzor vektoru b pfi zobrazeni
X — Ax.



Inverzni matice — geometrie

Budte A, B € R"™*" regularni.
Uvazujme dvé zobrazeni f: x — Ax, g: y — By.
» Slozené zobrazeni g o f ma predpis x — B(Ax) = (BA)x.

R" RP R™
A B
BA

» Inverzni zobrazeni tedy ma predpis z — (BA)™1z.
» Jiny pohled: z — A"Y(B~1z) = (A"1B71)z.

Tim jsme geometricky ukazali identitu (BA)~! = A=1B~1.



Nasledujici téma
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Numericka stabilita pfi feSeni soustav

Dvé soustavy, které se lisi v zaokrouhleni Cisla % nahoru ¢i dold

Soustava 1 Soustava 2
0.835x7 + 0.667x, = 0.168 0.835x1; + 0.667x, = 0.168
0.333x7 + 0.266x, = 0.067 0.333x7 + 0.266x, = 0.066
Feseni (xi,x2) = (1,—1)7. Feseni (x1,x) = (—666,834) 7.
X2 \
N 5




Hilbertovy matice a numericka stabilita
1

» Hilbertova matice H, fadu n: (H,);; = Y Vi, j.
11
13 3
napf. Hz = % % %
1 1 1
3 4 5

» Uvazujme soustavu H,x = b, kde b = H,e.
H, je regularni, soustava ma jediné feseni x = e = (1,...,1)7.

> Vypocty v Matlabu (R2008b), double precision 52 bitii ~ 1071°:

n ‘ reseni

8
10
12
14

Xi

Xj
Xi

Xj

=1
€ [0.9995, 1.0003]
€ [0.8246, 1.1500]
€ [-45.4628, 53.3428]

~

n=_;
A=hilb(n);
b=A*ones(n,1);
A\b




Parcialni pivotizace
Vyfesme soustavu (aritmetika s pfesnosti na 3 Cislice):

1073x —x =1

2x1+x =0
1. Tradi¢nim zplsobem:
1072 —1|1 1 —1000 | 1000 N 1 —1000 | 1000
2 1|0 2 1 0 0 2000 | —2000
1 —1000 | 1000 N 1 0|0
0 1 -1 0 1]-1
2. Parcialni pivotizace (na misté pivota nejvétsi hodnotu v podsloupci):

107% -1]1 2 1oy (1 0|3
2 10 1073 —1]1 0 1]-1

Skutecné Feseni: (1390 2000)T



Interpolace polynomem

Dany body (x0, y0), (X1, ¥1), -, (Xn, ¥n), kde x; # X; pro i # j.

Cilem je najit polynom p(x) = apx” + ... + a1x + ag, ktery
prochazi témito body.

(Xz, )/2)

(0, ¥0)
(X1 ) Y1)

0 (X37)/3)\/ X

(xa, ya)




Interpolace polynomem

Dany body (x0, y0), (X1, ¥1), -, (Xn, ¥n), kde x; # X; pro i # j.

Cilem je najit polynom p(x) = apx” + ... + a1x + ag, ktery
prochazi témito body.

Dosadime-li dané body, dostavame soustavu rovnic

anxg + ...+ aixg + ao = yo,
aan+...—|—a1x1—|—aozy1,

anX) 4+ ...+ aix, + ao = yn.

Rovnic je n+ 1 a proménnych také, jsou to koeficienty ap, ..., ao.

> Matice je regularni, takze FeSeni je jednoznacné
(a tim i interpolacni polynom)



Interpolace polynomem — regularita Vandermondovy matice

2 n—1
X ... X% xo 1 (X0 — xn)xg X (X0 — Xn)Xo Xo— Xn 1
-
X ..oxt o ox 1 (x1 — xn)xq{ (x1 = Xxa)x1 x1—Xxp, 1
~J
n 2 -1
X1 ooxp xa 1 (X0 — Xxn)X? coe (= Xn)Xn Xp—Xp 1
n—1 1
XO ) . X0 l XD—IXn
T
Xq X1 1 o
~J
n—1
Xn—1 Xn-1 1 Xn—1—Xn
0 0 O 1
1
0
~ e~



Aplikace soustav rovnic — metoda konecnych prvki

» Fyzikalni alohy vedou Easto soustavu diferencialnich rovnic.

» strukturalni analyza (elasticita téles, stabilita konstrukei, .. .)
» proudéni tekutin a plynd (meteorologie, ...)
> ...

» Diskretizace po castech linearni funkci.

I
| |
| | ooe
I I
/\/\\ \
/ — ey —_—
|X0 X1 X2 X3 X4 Xsp X0 X1 X2 X3 X4 Xs

Aproximace linearni lomenou funkci.  Baze linearnich lomenek.

» Vede na obrovskou (ale fidkou) soustavu linearnich rovnic.



Velké ridké soustavy rovnic

[zdroj: https://stormvirux.github.io/project/spmv/]



Iterativni metody pro feseni soustav linearnich rovnic

> Neékteré praktické alohy vedou na velké, fidké soustavy Ax = b.

» Necht ze v kazdém fadku je nanejvys k nenulovych hodnot,
pficemz k je vyrazné mensi nez n (napf. n = 107, k = 10).
Otazky: Jak uchovavat matici A v paméti pocitace, abychom mohli
efektivné vykonavat bézné maticové operace?

» Gaussova eliminace neni vhodnou metodou.

Elementarnimi Gpravami se matice A zahusti: z kn hodnot na n?.

> Vyhodnéjsi jsou iterativni metody.
» mensi Casové a pamétové naroky pro velké, ridké soustavy
» mensi citlivost k zaokrouhlovacim chybam
> ale ne vzdy viechny metody konverguji



Iterativni metody pro feseni soustav linearnich rovnic

Gaussova—Seidelova metoda. UvaZujme soustavu

6x+2y —z=4 x=2(4—-2y+2)
x+5y+z=3 y=3:B-x-2)
2x+y+4z=27 z=1027-2x—y)

lterace (pocatecni hodnoty x(V) = y(1) = 2(1) — 1):

) —

(3 —_ X(i) —_ z(’.fl))

A= Gl Ol

y =
Z() — (27 — 2x () — y(i))
Prabéh
iterace X y z
0 1 1 1
0.5 0.3 6.425
1.6375 -1.0125 6.184375

SO W

2.034896 -1.043854 5.993516
2.013537 -1.001411 5.993584
1.999401 -0.998597  5.999949
1.999624 -0.999895 6.000212



LU rozklad

Definice
LU rozklad matice A € R™" je rozklad na sou¢in A = LU, kde

» L je dolni trojahelnikova matice s jednickami na diagonale,

» U horni trojahelnikova matice.

Priklad

2 1 3 1 0 O 2 1 3
A= 4 1 7 =1 2 1 0 0 -1 1 |=LU
-6 -2 -12 -3 -1 1 0 0 =2

» LU rozklad Gzce souvisi s odstupnovanym tvarem matice:

» matice U odpovida odstupnovanému tvaru matice A
» matice L predstavuje akumulované elementarni Gpravy

» LU rozklad je v zasadé maticova verze Gaussovy eliminace
P stejnd asymptoticka slozitost
» vyhodnéjsi pro teoretickou analyzu, prakticky pfi zméné b



LU rozklad — postup

» Predpoklad: V Gaussové eliminaci neprohazujeme radky.

» Pouzivame tedy matice

1 0 0 1 0
Eij(a) = 1 . Ej(a)™t = 1
« 0 -«
1

1. Pfevedeme A na odstuphovany tvar:

Ex...ELA =RREF(A) = U.

2. Nyni vyjadfime (dolni trojahelnikové matice jsou uzaviené na
inverze i souciny)
A=E'.ETU

L



LU rozklad — efektivni implementace

» Obé matice L a U miizeme udrzovat v jedné matici.

» Staci pfi Gpravé matice A misto nul pod diagonalou zapisovat
koeficienty (—c«) z elementarnich Gprav s matici Ejj(«).

Priklad
2 1 3 2 1 3
SEEAR ORI
2 1 3 2 1
<@ 11|
@ 1 -3 @@—2



LU rozklad — pouziti pro FeSeni soustav rovnic
Pouziti LU rozkladu pro feseni Ax = b (tedy LUx = b):
1. Najdi LU rozklad matice A, tj. A= LU,
2. vyres soustavu Ly = b dopfednou substituci,

3. vyres soustavu Ux = y zpétnou substituci.

Priklad
2 1 3]-1
(A|b)_(4 1 7 5)
-6 -2 —12| -2
2
1 0 0]-1
(L|b)—< 2 10 5) - y=(-1,7,2)T
-3 -1 1|-2
3
2 1 3|-1
(U|y)—(0 -1 1 7) - x=(5-8,-1)"
0 2| 2



LU rozklad — co prohazovani radka?

» LU rozklad neexistuje pro kazdou matici, napfiklad pro

01
A= o)
» Musime umoznit prohazovat fadky.
Tvrzeni

Pro kazdou matici A € R™" existuje LU rozklad matice PA = LU,
kde P € R"™" je vhodna permutacni matice.

» permutacéni matice P € R™" odpovidajici permutaci p € S, je
definovana
1 pokud i = p(j)
Pij = )
0 jinak

» permutacni matice zpiisobuje permutaci Fadkd matice A
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Grupy

Snaha sjednotit strukturalni vlastnosti riiznych matematic-
kych objektii (Cisla, polynomy, geometrické datvary, ...) a
pracovat s nimi jednotnym zpiisobem.

Definice (Grupa)

Bud o: G2 — G binarni operace na mnoziné G. Pak grupa je
dvojice (G, o) splaujici:

(1) Va,b,c€ G:ao(boc)=(aob)oc (asociativita)
(2) dee GVae G:eoca=aoe=a (existence neutralniho prvku)
(3) Vae Gdbe G:aob=boa=e (existence inverzniho prvku)

Abelova (komutativni) grupa je takova grupa, ktera navic splauje:
(4) YVa,be G:aob=boa (komutativita).

Implicitné je tam schovana podminka:
> VabeG:aobeG (uzavfenost).



Priklady grup

Abelovy grupy

» cels ¢isla (Z,+), racionalni ¢isla (Q, +), realna ¢isla (R, +) a
komplexni &isla (C, +).
Neutralnim prvkem je 0, inverznim prvkem k prvku a je —a.

» Grupy matic (R™*", +).

» Konecna grupa (Zp, +), kde mnozina Z, .= {0,1,...,n—1} a
s¢itani modulo n.

» Ciselné obory s nasobenim, napt. (Q\ {0},-), (R\ {0},-).
Nulu musime vynechat, protoze nema inverzni prvek.
Neutralnim prvkem je 1, inverznim prvkem k prvku a je a=!.

» Mnozina realnych polynomi proménné x se s€itanim.



Priklady grup

Neabelovské grupy

> Vzijemné jednoznacna zobrazeni na mnoziné s operaci
skladani (rotace atp.)
Neutralnim prvkem je identita (otoceni o nulovy thel),
inverznim prvkem je inverzni zobrazeni (otoceni zpét).

» Regularni matice pevného fadu n s nasobenim (tzv. maticova
grupa).
Neutralnim prvkem je /,, inverznim prvkem k matici A je
inverzni matice AL,

Negrupy
> (N, 4), (Z,—), R\ {0},:), ...



Vlastnosti grup

Tvrzeni (Zakladni vlastnosti v grupé)
Pro prvky grupy (G, o) plati nasledujici vlastnosti.

1. aoc = boc implikuje a= b (tzv. kréaceni),
2. neutralni prvek e je uréen jednoznacné,
3. pro kazdé a € G je jeho inverzni prvek urcen jednoznacné,
4. rovnice ao x = b ma pravé jedno feSeni pro kazdé a,b € G,
5. (a71) 1 =4,
6. (aob)t=b"loal
Dakaz.
L aoc=boc /oc ! zprava

ao(coc)=bo(coc™?)
aoe=boe
a=»b g



Podgrupy

Definice (Podgrupa)
Podgrupa grupy (G, o) je grupa (H, <) takova, ze H C G a pro
vsechna a, b € H plati ao b = a< b. Znaceni: (H,¢) < (G, o).

» Ekvivalentné musi platit vlastnosti uzavienost a existence
neutralniho a inverzniho prvku

Priklad
> Kazda grupa (G, o) ma dvé trivialni podgrupy:
sama sebe (G,0) a ({e},0).
> (N, +) £ (Z,+) < (Q.+) < (R, +) < (C, +).

Otazka

» Jsou podgrupy uzaviené na priinik? Na sjednoceni?



Evariste Galois (1811-1832)

Posledni dopis od Galoise

b ”"n- '-,f . . e
E"h gt e = )i ) rs)'
W e f(fﬂ" /.— Lya

o Petisbe’ - &y,

» Zakladatel teorie grup.

» Pro kofeny polynomi
stupné > 5 neexistuje
vzoreCek (Abel, 1824).

» Galoisova teorie dava : / ;
navod, jak to otestovat pro e ) i \(ﬁ” ’ @&mﬁﬁ% :
konkrétni polynom. v - 3 ;T_{hi o )
Nelze napf. pro polynom R ‘{g Far 7__/'

x> —2x — 1.
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Permutace

Definice (Permutace)

Permutace na kone¢né mnoziné X je vzajemné jednoznacné
zobrazeni p: X — X.

» Vétsinou budeme uvazovat X = {1,...,n}
» Mnozina vsech permutaci na mnoziné {1,...,n} se znaéi S,

Zadani permutace je mozné naptiklad:
» Tabulkou » Grafem
6 6.#—\.5
> le \:\o 4

NgFe

» Rozlozenim na cykly: p = (1,2)(3)(4,5,6)
nebo zkracené p = (1,2)(4,5,6) vynechanim cykli délky 1.



Operace s permutacemi
Priklady
» identita id

» transpozice t = (i,j), prohazujici dva prvky

Definice (Inverzni permutace)
Bud p € S,. Inverzni permutace k p je permutace p~! definovana
p~ (i) =j, pokud p(j) = i.

> (i)"Y = (i,)), (i, k)"t = (k,j, i), ...

Definice (Skladani permutaci)

Budte p,q € S,,. SloZzena permutace p o q je permutace definovana

(poq)(i) = p(a(i)).

> idop=poid=p, popt=plop=id, ...
» Skladani permutaci je asociativni, ale ne komutativni.
Napriklad p = (1,2), ¢ = (1,3,2)



Znaménko permutace

Definice (Znaménko permutace)

Necht se permutace p € S,, sklada z k cykla. Pak znaménko
permutace je cislo sgn(p) = (—1)".

» sgn(id) =1, sgn((i,j)) = -1, ...
» permutace sudé (znaménko 1) a liché (znaménko —1).

Véta (O znaménku slozeni permutace a transpozice)
Bud p € S, a bud' t = (i,j) transpozice. Pak

sgn(p) = — sgn(t o p) = — sgn(p o t).

Ditkaz. Dokazeme sgn(p) = — sgn(t o p), zbytek analogicky.
1. i,j jsou Casti stejného cyklu (i, u1, ... ur,j,va,. .., Vs).
Pak pocet cyklil se zvysi o jedna.

2. i,j nalezi do dvou raznych cykld (i, u1,...,u)(j,va,-..,Vs).
Pak pocet cykli se snizi o jedna. O



Znaménko permutace

Tvrzeni
Kazdou permutaci Ize rozlozit na sloZeni transpozic.

Diikaz.

Rozlozime na transpozice postupné viechny cykly permutace.

(U - ur) = (1, u2) o (12, us) o (3, ua) o .. o (ty_1, ).
Dasledek
Plati sgn(p) = (—1)", kde r je pocet transpozic pfi rozkladu p.
Disledek

Bud' p,q € Sp. Pak sgn(p o q) = sgn(p) sgn(q).
Ditkaz. sgn(p) sgn(q) = (—1)"(=1)? = (—1)"""2 = sgn(poq).

Diisledek
Bud p € S,. Pak sgn(p) = sgn(p™1).

Dtikaz. Plyne z 1 = sgn(id) = sgn(p o p~!) = sgn(p) sgn(p~1).



Symetricka grupa

» (S, 0) tvofi nekomutativni grupu (tzv. symetrickou grupu)

» kazda koneéna grupa je isomorfni néjaké podgrupé (S,, o)

Grupa (Sp,0) a jeji podgrupy popisuji symetrie riznych objekta:

1
» symetrie podle svislé osy . ..permutace (2,3)

podobnost se sebou samym ... permutace id

» Symetrie jsou rotace o 0°, 120° a o 240°.

Odpovidaji permutacim
id, (1,2,3) a (1,3,2). 3



Symetricka grupa a aplikace

> Ve fyzice dokazaly symetrie predpovédét existenci nékolika
elementarnich castic.

Napf. baryon Q~ fyzikem Murray Gell-Mannem v roce 1962.
» Analyza hlavolama.

1 2| 3| 4

DL INEL II7 (IS

S |10 (11 |12

13|14 | 15
| ——

Rubikova kostka Loydova patnactka.

[bttps://commons.wikimedia.org/ [https://commons.wikimedia.org/
w/index.php?curid=4771790] w/index.php?curid=103351]
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Té&lesa

Definice (Téleso)
Téleso je mnozina T spolu se dvéma komutativnimi binarnimi
operacemi + a - splaujici
(1) (T,+) je Abelova grupa,
neutralni prvek zna¢ime 0 a inverzni k a pak —a,

(2) (T\ {0},-) je Abelova grupa,
neutralni prvek zna¢ime 1 a inverzni k a pak a~ 1,

(3) Va,b,ceT:a-(b+c)=a-b+a-c (distributivita).

Napfiklad Q, R nebo C

Télesem neni Z nebo floating-point &isla v pocitadi.

Kazdé téleso méa alespon dva prvky, 0 # 1.

od¢itani: a — b= a+ (—b), déleni: a/b= ab~L.

Proc jsme v definici télesa pozadovali komutativitu operaci?

vVvyYvyyvy



Vlastnosti téles

Tvrzeni (Zakladni vlastnosti v télese)

Pro prvky télesa plati nasledujici vlastnosti:

1. 0a=0,

2. ab =0 implikuje, Ze a =0 nebo b =0,

3. —a=(-1a.
Dukaz.

1. Odvodime

0a=0+0a= —(0a)+ 0a+ 0a
= —(0a) + (0+0)a= —(0a) + 0a = 0.

Poznamka

Nad télesem pracujeme tedy podobné jako nad R.
(Ax=b, A71, ..))



Konecna télesa

Mnozina Z, = {0,1,...,n— 1} s operacemi +, - modulo n
> Je to téleso?
» Vime, ze (Zn, +) je Abelova grupa.
» (Za,+,-) je téleso.

» 0,1 odpovida bitam,
> scitani odpovida operaci XOR,
» nasobeni operaci AND.

(Z3,+,-) je téleso.
(Z4, +, ) neni téleso, neexistuje 27 1.
(Zs, +,-) je téleso.
Je obecné pravidlo?

vvyyy



Téleso Zs

Operace nad Zs:

SO 0 N
NoOoO M H < N
NOAN < — M
—lOoO— N M <
OO0 O O O o
O AN M <
< |ItTF O H AN ™M
NMm T O - N
NN < O
= NN < O
OO AN M <
o AN ™ <

Inverzni prvky:

1 2 3 4
x—l‘—1324

0

x |01 2 3 4

—x |0 4 3 21




Konecna télesa

Lemma
Bud' n prvocislo a 0 # a € Z,. Pri nasobeni modulo n plati

{0,1,...,n—1} ={0a,1a,...,(n— 1)a}.

» V mnoziné {0a,1a,...,(n— 1)a} se objevi vsechna &isla
0,1,...,n— 1 (zprehazené) a kazdé z nich pravé jednou.
Dukaz.

Sporem predpokladejme, ze ak = al pro néjaké k, £ € Z,,, k # £.
Pak dostavame a(k — ¢) = 0, tudiz bud a nebo k — ¢ je délitelné n.
To znamena bud a = 0 nebo kK — ¢ = 0. Spor. O

Tvrzeni
Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

Dukaz.
Je-li n slozené, pak n = pg, p,q > 1. Proto p~! neexistuje.
Je-li n prvoéislo, a # 0, pak inverze a=! existuji dle lemmatu. O



Matice nad télesy

Matice nad télesy
» Tm>" . mnozina matic m x n nad télesem T

» operace s maticemi, soustavy rovnic jako nad R

Inverze matice nad Zs

123100 12 3|1

(Alk)=(2 0 4|0 1 0]~ [0 1 3|3
334001 02 0]2
102030 1020
~10 133 10]~(013]|3
004|131 00 1[4
100[2 42
~10 101 0 3|=(klA)
00 14 2 4

Nk, W O+ O

) OO — OO



Konecna télesa

» Zp je téleso pro p prvocislo. Existuji jina konecna télesa?

Tvrzeni (O velikosti konecnych téles)

Existuji konecna télesa pravé o velikostech p", kde p je prvoéislo a
n> 1.

Jak sestrojit téleso o velikosti p"?
» Znacime GF(p") ... Galois field
» Prvky jsou polynomy stupné nanejvys n — 1 s koeficienty
v télese Zp,
GF(p") = {a,,_lx"_1 +...+aix +ao; @, ..., an-1 € Zp}.
» Scitani klasicky.
Nasobeni modulo pevny ireducibilni polynom stupné n.

> Kazdé konecné téleso velikosti p” je isomorfni s GF(p").



Téleso GF(8)

» Mnozina:
GF(8)={0,1, x,x+1, x*, x>+ 1, x>+ x, x> + x + 1}
» Scitani:
(a2x? + a1x + ag) + (bax? + bix + by)
= (a2 + b2)x* + (a1 + b1)x + (ag + bo)
pro (x + 1)+ (x> +x) =x2 + 1.
» Nasobeni: modulo ireducibilni polynom, napt. x3 + x + 1
prox? - x=—-x—1=x+1

prox? - (x> +1) = —x = x



Mala Fermatova véta

Véta (Mald Fermatova véta)
Bud' p prvocislo a bud 0 # a € Zp. Pak v télese Zp:

aP 1l =1.

Dakaz.
Podle lemmatu je {0,1,...,p— 1} = {0a,1a,...,(p — 1)a}.
Protoze 0 = 0a, plati {1,...,p—1} ={1a,...,(p — 1)a}.
Tudiz1-2-3-...-(p—1)=(1la)-(2a)-(3a)-...- (p—1)a.
Nyni zkrat obé strany ¢isly 1,2,...,p — 1.

Priklad

Jaka je hodnota

Podle Malé Fermatovy véty je 219 = 1, tudiz i 2119 = 1. Proto
2111 — 2110+1 — 211021 —9.

2111y t&lese Z117?

» Aplikace: Pravdépodobnostni test prvociselnosti.



Charakteristika télesa
Definice (Charakteristika télesa)

Charakteristika télesa T je nejmensi n takové, ze

1+14+...+1=0.
—_———
n

Pokud takové n neexistuje, pak ji definujeme jako 0.
> télesa Q, R & C maji charakteristiku O, téleso Zj ji ma p

Tvrzeni
Charakteristika télesa je bud nula, nebo prvocislo.

Ditkaz. Pokud by byla charakteristika n = pq, pak

0=1+14...+1=0+...+D)1+...+1),
n=pq p q

Poznamka (primér, neni-li charakteristika 2)

» Oznatme 2:=1+1. Pro a,b € T Ize zavést p = z(a+ b).
» Priklad: primér 0 a 1 nad Z, resp. Zs.



Samoopravné kédy

Doktor Doktor

ohledal
mrtvolu.

ohlodal
mrtvolu.

pfenosovy kanal




Samoopravné kody
Hammingiv kéd (7,4,3): detekce a oprava jedné prenosové chyby

Vstupni 4 bity zakédujeme na 7 vynasobenim generujici matici H € ZZ“.

el

=

I

[ 5}

Il
[eNeoNoNel
OO HHKFEFOOR
O OF,OKFO
HOOKOR K

(=N )

Il
OHHOOHKRK
Il
o

Kontrola po pfijeti: Db = 0 v poradku, jinak pfenosova chyba.

0
= (0] ...v poradku.
0

1
= <1> ...chyba na posici 110> = 6.
0

©

¢

—
= O O
o = O
)
O O
N
oOr K
=
SN—

©
=<
Too
o =0
== O
O O
= O~
O =
el
N——
corooOorRH ORROOKRHR
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Motivace

Aritmetické vektory
» v =(v1,...,v,)", dvé& interpretace: bod nebo smérovy vektor

» S vektory umime nasledujici operace:

Séitani. Nasobeni &islem.
A = A »
y u—+v vV+u - v
7
/ v
/
u ,ru
/
/
/ - 7
~> <
_--"" v —v




Vektorovy prostor

Definice (Vektorovy prostor)

Bud T téleso s neutralnimi prvky O pro séitani a 1 pro nasobeni.
Vektorovym prostorem nad télesem T rozumime mnozinu V
s operacemi s¢itani vektorii +: V2 — V/, a nasobeni vektoru
skalarem -: T x V — V spliujici pro kazdé o, 8 € T, u,v € V:
(1) (V,+) je Abelova grupa.

Neutralni prvek znaéime o a inverzni k v pak —v,

(2) a(Bv) = (aB)v (asociativita),

(3) lv=y,

(4) (o +B)v=av+ PBv (distributivita),

(5) a(u+v)=au+av (distributivita).
» Prvky vektorového prostoru V jsou vektory, znaCime latinkou.
» Prvky télesa T jsou skalary, znaime feckymi pismeny.
» Vektory piseme bez Sipek, tedy v a ne V.



Vektorovy prostor — priklady

Priklady vektorovych prostorii:

>
>

v

vVvyYVvyyvy

Aritmeticky prostor R” nad R.

Obecnéji T" nad T, kde T je libovolné téleso.

Axiomy vektorového prostoru pak vyplyvaji z vlastnosti télesa.
Prostor matic R™*" nad R, &i obecnéji T™*" nad T.

Axiomy vektorového prostoru plynou z vlastnosti matic a téles.
Prostor P reélnych polynomi proménné x.

Prostor P" polynom z P stupné nanejvys n.

Prostor realnych funkci f: R — R, ktery znacime F.

Prostor C spojitych funkci 7: R — R.

Prostor Cp, 5 spojitych funkci f: [a, b] — R na intervalu [a, b].



Vektorovy prostor T™*"

Prvky:

Séitani:

a1 a2 ... A bi1 b1z
D S Bl I
ami 4m2 ... dmn bmi  bm2
Nasobeni skalarem o € T:

a1l d12 ... Qdin

a,-,,l a,-,,z e a,;,n
Nulovy vektor a opacny vektor:
00 ... 0

00 ... 0

, kde aj; € T.

((311+b11) (aln+b1n)>
- (aml';‘bml) (amn‘;‘bmn)

(04311) (01812) . (aal,,)

(aam) (Qame) .. (amn)

—ai12 e —ain

—am2 . —3dmn



Vektorovy prostor P”
Prvky: realné polynomy a,x" + a,—1x" 1 + ... 4 aix + ag, kde a; € R.
Scitani:
(anx" 4+ ap—1x""1 + ...+ a1x + ao)
+(baxX" + by 1x" L+ 4+ bix + bg) =
= (an + bn)x" + (an—1 4 bo—1)x" " + ... 4 (a1 + b1)x + (a0 + bo)

Nasobeni skalarem o € R:

a(apx" 4+ ap_1x" 1+ Faix+ag) =

= (an)x" + (@a,_1)x" ' + ...+ (aa1)x + (cao)
Nulovy vektor: 0
Opacny vektor:

—(anX" 4 ap_1x"L 4+ Fax 4 ag) =

= (=ap)X" 4+ (—an_1)x" 14 ...+ (=a1)x + (—a0)



Vektorovy prostor F

Prvky: realné funkce f: R — R.

g(x)

=

=
x
x

Soucet vektord. Vynasobeni vektoru skalarem.



Vektorové prostory — vlastnosti

Tvrzeni (Zakladni vlastnosti vektorovych prostorii)

Ve vektorovém prostoru V' nad télesem T plati pro kazdy skalar
a €T avektorv e V:

1. Ov=o,

2. ao = o,

3. av = o implikuje, Ze o = 0 nebo v = o,
4. (-1)v = —v.

Dikaz.

Analogicky jako u vlastnosti v télese.



Vektorové podprostory

Definice (Podprostor)

Bud V vektorovy prostor nad T. Pak U C V je podprostorem
prostoru V/, pokud tvofi vektorovy prostor nad T se stejné
definovanymi operacemi.

Znaceni: U € V.
Tvrzeni

Bud U podmnozina vektorového prostoru V nad T. Pak U je
podprostorem V' pravé tehdy, kdyz plati:

1. o€ U,
2. VYu,ve U :u+veuU,
3. Vo e TVue U:auel.

Diikaz.

Uzavfenost na opaéné vektory: —v = (—1)v.



Vektorové podprostory — priklady

Priklady vektorovych podprostorii:
» Dva trivialni podprostory prostoru V jsou: V a {o}.

» Libovolna pfimka v roviné prochazejici pocatkem je
podprostorem R?, jina ne.

> PrePeCelF.

» Mnozina symetrickych realnych matic fadu n je podprostorem
prostoru R"*",

» Q" nad Q neni podprostorem prostoru R” nad R.

Nékteré vlastnosti vektorovych podprostorii:
>» (U,LVeW AUCV) = UeV.
> “Byti podprostorem” je transitivni: Ue Ve W = Ue W.



Vektorové podprostory a jejich vlastnosti

Tvrzeni (Priinik podprostorti)
Bud' V vektorovy prostor nad T, a méjme V;, i € I, libovolny
systém podprostorii V. Pak (;c; Vi je opét podprostor V.
Diikaz.
Staci ovéFit tfi vlastnosti:
» Protoze o € V; pro kazdé i € I, musi byt i v jejich priniku.
» Uzavfenost na scitani: Bud v, v € (;; V;, tj. pro kazdé i € |
jeu,ve Vi tedyiu+ve Vi Protou+ve()gV

» Analogicky uzavfenost na nasobky. O

» Otazka: Jsou podprostory uzaviené na sjednoceni?



Linearni obal
» Predchozi vlastnost opraviuje k nasledujici definici.

Definice (Linearni obal)
Bud V vektorovy prostor nad T. Pak linearni obal mnoziny W C V
je pranik vsech podprostorti V' obsahujicich W/,

span(W) = m U.
U:-wcCcueVv

» Linearni obal mnoziny W je nejmensi prostor obsahujici W.

» Pokud W je podprostorem prostoru V, pak W = span(W).

Priklady linearnich obalti v prostoru R?
» span{(1,0)7},
> span{(1,0)7,(2,0)7},
> span{(1,1)7,(1,2)7},
» span{}.



Generatory prostoru

Definice (Generatory a konecné generovany prostor)
Necht vektorovy prostor U je linearnim obalem mnoziny
vektorti W, tedy U = span(W).

Pak fikame, ze W generuje prostor U, a prvky mnoziny W jsou
generéatory prostoru U.

Prostor U se nazyva konecné generovany, jestlize je generovany
néjakou konecnou mnozinou vektort.

Priklad
» R2 = span{(1,0)7,(0,1)7} je konecné generovany
> span{(1,0)7} = span{(2,0)7} = span{(1,0)7,(2,0)7}
» P nebo F nejsou konecné generované

» snaha o minimalni reprezentaci (povede pozdéji k pojmu baze)



Linearni kombinace

> Vektory umime scitat a nasobit skalarem.
Iterujme tyto operace.
Definice (Linearni kombinace)
Bud V vektorovy prostor nad T a vq,...,v, € V. Pak linedrni

kombinaci vektoril vq, ..., v, rozumime libovolny vyraz typu

Srjaivi=aivi+ ...+ apvy, kde ag,...,a, € T.

» Linearni kombinace kone¢né mnoha vektord.
» Linearni kombinace je vyraz i vysledny vektor.
» Co znamena vy,...,v,?

Bud'to n vektoril, anebo slozky aritmetického vektoru
v={(Vi,...,Vp).



Linearni kombinace

» Pomoci linearnich kombinaci mizeme vygenerovat cely linearni
obal kone¢né mnoziny vektord.

Tvrzeni

Bud' V vektorovy prostor nad T, a méme vq,...,v, € V. Pak
span{vi,...,va} = {> .11 ajvj; a1,...,a, € T}.

Diikaz.

Inkluze “2". span{vi,...,v,} je podprostor, musi byt uzavieny na

soucty a nasobky.

Inkluze “C". Staci ukazat, Zze mnozina M je podprostor V, kde
M = {Z?:lalvlv a1,...,0p S ’]T}

Obsahuje o a je uzavienad na soucty a nasobky. O

» Dvoji pohled na linearni obal.



Linearni kombinace — ilustrace

Linearni obal jednoho vektoru v. Linearni obal dvou vektord u,v
Dan mnozinou véech jeho linear- (s riiznymi sméry) v prostoru R3
nich kombinaci, tedy nasobki. predstavuje rovinu.

span{v} span{u, v}
2v

|
Nlw
<




Linearni kombinace a soustava Ax = b

Uvazujme soustavu Ax = b, kde A € T™*" b e T™.

Horizontalni pohled na soustavu
» kazda rovnice popisuje nadrovinu v R”,

» cilem je najit prinik nadrovin.

Vertikalni pohled na soustavu
> Ax = ZJ'-’:I xjAj je linearni kombinace sloupcti matice

P resit soustavu Ax = b znamena hledat linearni kombinaci
sloupct, ktera se rovna b

> Reseni existuje < b € span{A.1,...,Aw}.



Linearni kombinace a sou¢in matic AB

Vime (AB)*J = AB*J = Ei:l bij*k.

Aa Aa ... Ao ... (AB),j
. | |

» Kazdy sloupec matice AB je linedrni kombinaci sloupciti A.

» Kazdy fadek matice AB je linearni kombinaci radka B.



Nasledujici téma

@ Vektorové prostory

@ Linearni nezavislost, baze, dimenze



Linearni nezavislost

Definice (Linearni nezavislost)
Vektory vi,...,v, € V jsou linedrné nezavislé, pokud rovnost
> i, @jvi = o0 nastane pouze pro oy = ... = &, = 0.

V opacéném pripadé jsou vektory linedrné zavislé.

Priklady linearné (ne)zavislych vektorti v R?:
> (1,0)7 je linearné nezavisly,
> (1,0)7, (2,0)7 jsou linearné zavislé,
> (1,1)7, (1,2)7 jsou linearné nezavisle,
> (1,0)7, (0,1)7, (1,1)7 jsou linearné zavislé,
> (0,0)7 je linearné zavisly,

P prazdna mnozina je linearné nezavisla.

Priklad
» Sloupce regularni matice (Ax =0 = x =0).



Linearni nezavislost

Tvrzeni
Vektory vi,...,v, € V jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz
existuje k € {1,...,n} takové, zZe
VK = Z ;v
ik
pro néjaké o, ...,a, € T.

» Jinymi slovy, linearni zavislost znamena, ze pro urcité k plati
Vk € span{Vvi, ..., Vk—1,Vkils---,Vn}-
Dakaz.
Implikace “=". Bud Y 7, Bivi = o, kde Bk # 0 pro n&jaké k.
Pak Biv, = — Zi;ﬁk Bivi.
Po zkraceni vy = Zi#k(—,ﬁk_lﬂ;)v,-.
Implikace “<". Je-li v = Zi?ﬁk a;vi, pak v, — Zi?ﬁk ajvi=o0. O



Linearni nezavislost

Diisledek
Vektory vi,...,v, € V jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz
existuje k € {1,...,n} takové, zZe

span{vi, ..., Vp} = span{vi, ..., Vk_1,Vkt1l,---,Vn}-

» Vektory jsou linedrné nezavislé < odebranim libovolného z nich
se linearni obal zmensi (neni mezi nimi zadny nadbytecny).

Diikaz.
Implikace “=". Necht v, = Z#k a;v; a dokazeme inkluzi “C":

u= 11 Bivi = Brvik + ik Bivi = Br(Xizx ivi) + sk Bivi
= > izk(Brai + Bi)vi € span{va, ..., Vk—1, Vit1, .- -, Vn}.
Implikace “<". Z predchozi véty, nebot

vk € span{vi,...,Va} = span{vi, ..., Vk_1, Vktls---,Vn} O

> Vektory (2,3)7,(2,1)7,(4,2)" € R? a volba k



Baze
Definice (Baze)
Bazi prostoru V je linearné nezavisly systém generatort V.

» Baze je tedy minimalni systém generatori prostoru V.

» Systémem vektorl rozumime uspofadanou mnozinu vektord,

ale budeme psat {v1,...,v,}.
Priklady bazi
» V R? napt. e; = (1,0)7, & = (0,1)". Nebo (7,5)7, (2,3)".
> V R" napf. kanonicka baze ey,...,e,, znadi se kan.

> V P" napt. 1,x,x%,...,x", nebot kazdy p € P" je tvaru
p(x) = apx" 4+ ...+ a1x + ap.
Bernsteinova baze: (7)x'(1—x)"", i=0,1,...,n.
» V P je bazi napf. nekonecny systém polynomi 1, x,x2,. ..

> V prostoru C[, ) také existuje baze, ale t&zké vyjadrit.



Baze a souradnice

Tvrzeni

Bud' vy, ..., v, baze prostoru V. Pro kazdy vektor u € V existuji
Jjednoznacné koeficienty av, ..., a, € T takové, ze u = 7 _; a;v;.
Diikaz.

“Existence.” Diky tomu, ze vektory v, ..., v, tvofi bazi prostoru V.

“Jednoznaénost.” Sporem necht u= "7, ajv; = > 7 ; Bivi.
Potom > ;(aj — Bi)vi = o.
Z linearni nezavislosti musi a; = 3; pro kazdé i =1,...,n. O
Definice (Souradnice)
Bud B = {vi,..., vy} baze prostoru V a necht u =31, ajv;.
Pak souradnicemi vektoru u vzhledem k bazi B rozumime
koeficienty s, ..., «, a znaime
. T
[U]B = (Oél, e ,oz,,) .

» Umoznuje reprezentovat obecné vektory pomoci souradnic,
tedy aritmetickych vektord.



Souradnice vektoru vzhledem k bazi — priklady

(727 3) (727 3)
€ (_31 1) (17 1)
|—761 X1 X1
Soufadnice vektoru (—2,3) vzhle- Soufadnice vektoru ( ,3) vzhle-
dem ke kanonické bazi: dem k bazi B = 1),(1,1)):

[(_27 3)]kan = (—27 3)

[(_273)18 = (%’ %)



Souradnice vektoru vzhledem k bazi — priklady
» Pro kazdé v € R" je [V]kan = V.
Dukaz. Vektor v = (vq,...,v,)" ma vyjadieni v = ST viej.

» Uvazujme bazi B = {1, x, x?} prostoru P2.
Pak [3x? — 5]g = (-5,0,3) .
» Obecné p(x) = apx" + ...+ aix + ap € P" ma vici bazi

B ={1,x,x%,...,x"} soutadnice [p(x)]s = (a0, a1,...,an)".
» Bud B ={w,...,v,} baze prostoru V. Potom
[vilg = (1,0,...,0)T =e1, [wg=e..., [valz = én.
Tvrzeni

Pro vektory u,v € V, skalar o € T, bazi B prostoru V' plati
[+ v]g = [u]s + [v]B;
[av]g = alv]s.

» Tedy soufadnice zachovavaji strukturu a vazby mezi vektory
(linearni kombinace, zavislost, nezavislost).



Existence baze

Véta (O existenci baze)

Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

Dukaz. (Jen pro konecné generovany prostor V.)
Bud vi,..., v, systém generatorii prostoru V.
Jsou-li vektory linearné nezavislé, tak uz tvofi bazi.
Jinak existuje index k tak, ze

span{vi,...,Vp} = span{vi, ..., Vk_1,Vkt1l,---,Vn}-

Odstranime v, a opakujeme dokud nenajdeme bazi. O

» Ukazeme, Ze pro konecné generovany prostor jsou viechny jeho
baze stejné velké. To povede k zavedeni pojmu dimenze.



Steinitzova véta o vyméné

Lemma (O vyméné)
Necht y1, ..., yn generuji prostor V a bud x = > ; ajyi € V.
Pokud o # 0, pak y1,...,Yk—1,X, Yk+1,---,Yn generuji V.

Diikaz.
Ze vztahu x = Y7, ajy; vyjadiime y, = aik(x =D ik CiYi)-
Pro kazdé z € V lze psat

z =301 Bivi = Bryk + 2wk Bivi =
= ﬁi (X — D itk ai)/i) + D ik Bivi =

= ﬁkx—l—zl;ék (ﬁ, a— )y,

» Uvazujme vektory y1 = (1,2)7, yo = (3,5)7, x = (2,4)".
Pak R? = span{y1,y»} = SPa”{X,)Q} # span{y1, x}



Steinitzova véta o vyméné

Véta (Steinitzova véta o vymeéné)
Bud' V vektorovy prostor, bud xi,...,xmn linedrné nezavisly systém
ve V, a necht y1,...,y, je systém generatorii V. Pak plati

1. m<n,

2. existuji navzajem riizné indexy ki, ..., kn_m takové, Ze

Span{Xxi, ..., Xm,Ykys---sYkymt = V.

Ditkaz (1.).
Indukci podle m. Pro m = 0 tvrzeni plati trivialné.
Indukéni krok “m <— (m — 1)." Z predpokladu je
m—1<n, span{xy,... . Xm—1,Y01,-- Yt mir} = V-
Kdyby m — 1 = n, pak by span{x1,...,xm-1} = V 2 xp.

To je spor s linearni nezavislosti x, ..., Xy, Tudiz m < n. O



Steinitzova véta o vyméné

Véta (Steinitzova véta o vymeéné)

Bud' V vektorovy prostor, bud xi,...,xmn linedrné nezavisly systém
ve V, a necht y1,...,y, je systém generatorii V. Pak plati

1. m<n,

2. existuji navzajem riizné indexy ki, ..., kn_m takové, Ze

Span{Xxi, ..., Xm,Ykys---sYkymt = V.

Ditkaz (2.).
Uvazujme linearni kombinaci

-1 — 1
Xm = 21 cixi+ 20 By

Kdyby B1 = ... = Bh_ma1 = 0, pak dostavame spor s linearni
nezavislosti vektort xi, ..., xn.

Proto existuje i # 0. Nakonec aplikuj lemma o vyméné. O



Dimenze

Diisledek
Visechny baze koneéné generovaného vektorového prostoru V' jsou
stejné velké.

Dukaz.
Budte x1,...,xm a y1,...,yn dvé baze prostoru V.
> Xi,...,Xm jsou linearné nezavislé a y1, ..., y, generuji V.
Tedy m < n.
» yi1,...,Y¥n jsou linedrné nezavislé a xq, ..., x, generuji V.
Tedy n < m. O

Definice (Dimenze)

Dimenze kone¢né generovaného vektorového prostoru V je velikost
néjaké jeho baze. Znacime dim V.

Dimenze prostoru, ktery neni kone€né generovany, je co.



Dimenze — priklady

Dimenze konecné generovanych vektorovych prostorii:
> dmR" =n
» dimR™*" = mn
» dim{o} =0
» dmP"=n+1

Nekonecné generované vektorové prostory (dim = 00):
» P, F, nebo prostor R nad Q

Nadale uvazujeme pouze konecné generované vektorové prostory.



Vztah poctu prvkd systému k dimenzi

Tvrzeni (Vztah poctu prvkid systému k dimenzi, 1/2)
Necht x1,...,xm € V jsou linedrné nezavislé. Pak m < dim V.

Pokud m = dim V/, potom xi,...,xn, je baze.

Dukaz.
Oznatme d = dimV a necht z;, ..., z4 je baze prostoru V.
> Protoze xi,...,Xm jsou linearné nezavislé a z1, ..., zy
generatory V, tak podle Steinitzovy véty je m < d.
» Pokud m = d, pak dle Steinitzovy véty lze systém xi, ..., xm
doplnit o d — m = 0 vektor(i na generatory prostoru V.
Tedy jsou to nutné generatory a tim i baze. ]

> Baze je tedy maximalni linedrné nezavisly systém
(co do inkluze i co do poctu).



Vztah poctu prvkd systému k dimenzi

Tvrzeni (Vztah poctu prvkid systému k dimenzi, 2/2)
Necht y1, ...y, jsou generdtory V. Pak n > dim V.
Pokud n = dim V/, potom y1,...,y, je baze.

Dukaz.
Oznatme d = dimV a necht z;, ..., z4 je baze prostoru V.
» Protoze y1,..., Y, jsou generatory prostoru V a zj,...,z4

linedrné nezavislé, tak podle Steinitzovy véty je n > d.
» Necht n=d. Jsou-li y1,...,y, linearné nezavislé, tvofi bazi.

Pokud jsou linearné zavislé, pak Ize jeden vynechat a ziskat
systém generatori o velikosti n — 1. Podle Steinitzovy véty pak
d < n-—1, coZ je spor. ]

> Baze je tedy minimalni systém generatorii
(co do inkluze i co do poctu).



Rozsiteni linearné nezavislého systému na bazi

Tvrzeni (Rozsireni linearné nezavislého systému na bazi)

Kazdy linedrné nezavisly systém prostoru V' Ize rozsifit na bazi V.

Diikaz.
Necht xq,...,Xxm jsou linearné nezavislé a z;,...,zy4 je baze V.
Podle Steinitzovy véty existuji indexy ki, ..., kgy_m, takové, ze

Xlyeoos XmyZhkyy v+ 3 Zhy_pm

jsou generatory V. Je jich d, tedy je to baze V.



Dimenze podprostoru

Véta (Dimenze podprostoru)

Je-li W podprostorem prostoru V, pak dimW < dim V.
Pokud navic dimW = dimV, tak W = V.

Dikaz.
Definujme mnozinu M := (). Pokud span(M) = W, jsme hotovi.

Jinak pridame vektor v € W\ span(M) do M a postup opakujeme.
Mnozina M je linearné nezavisla, proto jeji velikost |[M| < dim (V).
Proces je tedy konecny.

Protoze span(M) = W, mnozina M je bazi W a dimW < dimV.

Je-li dimW = dim V, tak mnozina M je bazi V,atak W = V. O

Priklad. Najdéme vsechny podprostory prostoru R?:
» dimenze 2: to je pouze R2?,
» dimenze 1: viechny pfimky prochazejici pocatkem,

» dimenze 0: to je pouze {o}.



Struktura podprostort

Struktura podprostorii prostoru R3

dim3 Rr

dim?
{o}

dim0



Spojeni podprostort
Definice (Spojeni podprostorii)
Budte U,V @ W. Pak spojeni podprostorti U, V je definovano
U+V ={u+v,uelUve V]

Tvrzeni (Spojeni podprostoril)
Budte U,V @ W. Pak plati
U+ V =span(UU V).

Dukaz.
Inkluze “C": Plati, nebot span(U U V) je uzavfeny na soucty.
Inkluze “2": Staci ukazat, ze

» U + V obsahuje prostory U, V,
> U+ V € W (obsahuje o, je uzavfeny na soucty a nasobky) . O

Priklad
» R2 = span{e,} + span{ex} = span{e;} + span{ex} + span{(5,6)"},
» R3 = span{er, ex} + span{es} = span{er, e2} + span{es, e3}.



Dimenze spojeni a priniku

Véta (Dimenze spojeni a priiniku)
Budte U,V &€ W. Pak plati

dm(U+ V)+dim(UNV)=dimU+ dimV.

Diikaz (1/2). Bud z,...,z, baze UN V.
» rozsifime na z1,...,2p, X1, ..., Xm bazi U
» rozsifime na z1,...,2p, Y1, ..,Yn bazi V
Ukazeme, Ze z1,...,2p, X1, -, Xm, Y1,---,Yn tvofi bazi U+ V.

Uu+v




Dimenze spojeni a priniku

Véta (Dimenze spojeni a priiniku)
Budte U,V &€ W. Pak plati

dm(U+ V)+dim(UNV)=dimU+ dimV.
Ditkaz (2/2).
“Generujicnost.” Bud z=u+ve U+ V, kdeue U,veV.
Tedy u =30 cizi + 371 Bjxj, v =320 1 vizi + 3 kg Ok
Potom z = u+v =37 (ai +71)zi + 22701 Bixj + > g1 Ok¥k-
“Linearni nezavislost.”
Bud 37, aizi + 3070 Bjxj + D k—y TkYk = 0 a oznaCme

z:=300 izi+ 301 Bixg = = Dk Yk Yk

Protoze z € UNV, lze psat z = >"F_, 6;z;.
Z rovnice z =Y F_  8izi = — Y p_1 kYK plyne §; = v, = 0 Vi, k.
Z rovnice 3P cizi + > ", Bix; = o plyne o = B; =0 Vi,j. O



Direktni soucet podprostort

Poznamka (Direktni soucet podprostorii)

Je-li UN V = {o}, pak spojeni podprostorii W = U + V se nazyva
direktni soucet podprostorti U, V.

Znaceni: W=Uea V.

» dm(U® V) =dimU+ dimV
» kazdy vektor w € W lze zapsat jedinym zpiisobem ve tvaru
w=u+v, kdeuveUaveyV,

» napf. R? = span{e;} @ span{es},
napf. R3 = span{e;} @ span{e>, e3},
> ale nelze psat R3 = span{er, e} @ span{e>, e3}.

v



Nasledujici téma

@ Vektorové prostory

@ Maticové prostory



Maticové prostory

Definice (Maticové prostory)

Bud A € T™*". Pak definujeme
1. sloupcovy prostor S(A) == span{A.1,..., A}
2. fadkovy prostor R(A) := S(AT),
3. jadro Ker(A) = {x € T"; Ax = o}.

Poznamky
> S(A)={Ax; xe€T"} € T™,
> R(A)={ATy; y € T™} € T".
» jadro Ker(A) je podprostor T":

» obsahuje nulovy vektor: Ao = o,
» je uzavrené na soucty:

Ax=o0, Ay=0 = Alx+y)=Ax+Ay=0+0=o,
» a na nasobky: Ax=0 = A(ax) =a(Ax) =ao = o.

» Je-li V €T" pak V = S(A) pro vhodnou matici A € T"*™.



Maticové prostory

Priklad

Uvazme realnou matici

> sloupcovy prostor je S(A) = R2
» tadkovy prostor je R(A) = span{(1,1,1)7,(0,1,0)7}.
» jadro je mnozina FeSeni soustavy Ax = o, tedy
Ker(A) = {(x3,0,—x3)"; x3 € R} = span{(1,0,—1)"}.

Zajimavost
> Plati R3 = R(A) @ Ker(A)

» Navic jsou oba prostory na sebe kolme.



Prostory a nasobeni matici zleva
Tvrzeni (Prostory a nasobeni matici zleva)
Bud A€ T™*", Q € TP*™. Pak
1. R(QA) je podprostorem R(A),
2. Pokud A*k = Zj;ék ajA*J-, pak (QA)*;( = Zj;ék Oz_i(QA)*j.
Dikaz.
1. Staci ukazat R(QA) C R(A). Bud x € R(QA), pak existuje
y € TP tak, ze x = (QA) Ty = ATQTy = AT(QTy) € R(A).
2. (QA)u=QAL=Q(> ik jAj)=> ik QA*j:Ej;Ak oj(QA).;. O

J J

Kazdy radek matice QA je linearni kombinaci radki matice A

— Al ——
- Az ——

- Ame  ——

(qil g2 --- qim> I ZjnllqijAj*_)




Prostory a nasobeni matici zleva

Priklad

» V matici A je druhy sloupecek dvojnasobkem prvniho.
Toto plati i pro vysledny soucin QA:
(4 8 7
\1 2 4)°

1 2
QA:<_; i _D 2 4
1 2

» V matici A’ je tfeti sloupecek souétem prvnich dvou.
Toto plati i pro vysledny soucin QA':

11 2
, (1 2 <1 (2 2 4
QA_<—2 1 1) igi _<033>‘

~N o



Prostory a nasobeni regularni matici zleva

Tvrzeni (Prostory a nasobeni regularni matici zleva)
Bud Q € T™*™ regularni a A € T™*". Pak
1. R(QA) = R(A),
2. Ak =2k Ay & (QA)k = 2o 2 (QA),
kde k € {1,...,n} aco; €T, j # k.

Dikaz.
1. Z predchoziho tvrzeni: R(QA) C R(A).
Z predchoziho tvrzeni: R(A) = R(Q1QA) C R(QA).
Dohromady mame R(QA) = R(A).
2. Z predchoziho tvrzeni: implikace “=".

Implikace “<" plyne z pfedchoziho tvrzeni, aplikovaného na
matici (QA) nasobenou zleva @ 1. O



Maticové prostory a RREF

Véta (Maticové prostory a RREF)
Bud A € T™" a AR jeji RREF s pivoty (1, p1),...,(r,p;). Pak
1. nenulové radky AR, tedy vektory AR, ... AR tvoii bazi R(A),
2. sloupce Asp,, ..., Axp, tvori bazi S(A),
3. dimR(A) = dimS(A) = rank(A) = r.
Dukaz.
Vime, ze AR = QA pro néjakou regularni matici Q.
1. Plati R(A) = R(QA) = R(AF).
Nenulové Fadky AR tvofi bazi R(AR), tedy i R(A).

2. Sloupce Afpl, e ,Afpr tvori bazi S(AR), nebot jsou jisté

linedrné nezavislé a kazdy nebazicky sloupec se da vyjadrit

Afj =3 aﬁei =i aﬁei =i alf'_;\',AfPi'
Dle predchoziho tvrzeni tvori A,p,, ..., Asp, bazi S(A).
3. Baze R(A) a S(A) maji velikost r. O



Maticové prostory a RREF

Véta (Maticové prostory a RREF)

Bud A € T™" a AR jeji RREF s pivoty (1, p1),...,(r,p;). Pak
1. nenulové radky AR, tedy vektory AR, ... AR tvoii bazi R(A),
2. sloupce Asp,, ..., Axp, tvori bazi S(A),
3. dimR(A) = dimS(A) = rank(A) = r.

Pomni
> bazi fadkového prostoru R(A) najdeme v Fadcich matice AR,

> ale bazi S(A) najdeme ve sloupcich ptivodni matice A.

Diisledek
Pro kazdou matici A € T™ " plati rank(A) = rank(AT).



Maticové prostory a RREF

Priklad
V = span{(1,2,3,4,5)7, (1,1,1,1,1)7, (1,3,5,7,9)7, (2,1,1,0,0)7}.
1

11 1 2 10 2 0

21 3 1 01 -1 0

315 1] " loo o 1

4 17 0 00 0 0

51 9 0 00 0 0

Baze V je napf.: (1,2,3,4,5)7, (1,1,1,1,1)7, (2,1,1,0,0).

) 3 ) 3

2.
1 23 45 100 -1 -1
1 1 1 1 1) wrer |[O 1 0 1 O
13579 7 loo1 1 2
21100 000 0 O

Baze V je napt.: (1,0,0,—1,—-1)7, (0,1,0,1,0)7, (0,0,1,1,2)7.



Frobeniova véta z pohledu prostort

Frobeniova véta (pfipomenuti)
Soustava (A | b) ma alespon jedno feseni pravé tehdy, kdyz

rank(A) = rank(A | b).

Zdavodnéni pomoci maticovych prostori
> Ax = b je fesitelna pravé tehdy, kdyz b se da vyjadfrit jako
linearni kombinace sloupcti matice A.
» Jinymi slovy, b € S(A).
» Jinymi slovy, S(A) = S(A | b).
» Jinymi slovy, rank(A) = rank(A | b).



Dimenze jadra

Véta (O dimenzi jadra a hodnosti matice)
Pro kazdou matici A € T™*" plati

dim Ker(A) + rank(A) = n.

Dukaz.
Oznaéme k := n — rank(A).
Soustavu Ax = o vyfesime Gaussovou—Jordanovou eliminaci.
Reseni popiseme pomoci k nebazickych proménnych x;, ... ) Xi -
Tim dostaneme k generatorii jadra Ker(A), oznacme je y1,. .., yk.
Jsou linearné nezavislé (tedy baze a dim Ker(A) = k):

» bazické sloupce matice RREF(A) tvori jednotkové vektory

> i-ta slozka vektoru y; je rovna jedné

» j-ta slozka ostatnich vektorti y1,...,yj—1,Yj+1,---, Yk €
nulova.



Dimenze jadra — priklad

Priklad
2 4 4 4 10 -6 —4
A=1-3 -4 2 0| ®F (01 4 3
5 7 —2 1 00 0 0

Tedy dim Ker(A) = 4 — 2 = 2 a jadro obsahuje vektory tvaru

(6X3 + 4'X47 _4X3 - 3X47X37X4)T
= X3(6, —4, 17 O)T —+ X4(4, —37 0’ 1)7—’ X3, X4 c R.

» Tudiz vektory (6, —4,1,0)7, (4,—3,0,1)7 tvori bazi Ker(A)
» Tyto vektory nalezneme i dosazenim za nebazické proménné:
> vektor (6, —4,1,0)7 ziskdme dosazenim x3 = 1, x4 = 0
> vektor (4,—3,0,1)7 ziskdme dosazenim x3 =0, x4 = 1.

Tento postup plati obecné:
» pocet nebazickych proménnych je n — rank(A) = dim Ker(A)

» tedy nalezené generatory tvofi vzdy bazi jadra matice A



Maticové prostory — geometricky pohled
Uvazujme zobrazeni f(x) = Ax s matici A € T™*",
» Sloupcovy prostor S(A) je mnozina obrazd.
» Jadro Ker(A) tvori vektory, které se zobrazi na nulovy vektor.
» dim Ker(A) = n — dim S(A) udava miru zmenseni dimenze.
(pro A regularni: 0=n—n, pro A=0: n=n—0)

f T

O] —

Tn



Ekvivalentni podminky regularity pro A € R™"

VV VYV VY VYV VVYyVYYVYY

A je regularni;

soustava Ax = 0 ma reSeni pouze x =0,

pro kazdé b € R" soustava Ax = b ma jediné fe3eni,
pro néjaké b € R" soustava Ax = b ma jediné feseni,
RREF(A) = I,,

rank(A) = n,

existuje A1

fadky A jsou linearné nezavislé,

sloupce A jsou linearné nezavislé,

S(A) = R",
R(A) = R",
Ker(A) = {0},

AT je regularni.



Samoopravné kédy (podruhé)

Hammingiv kéd (7,4,3): detekce a oprava jedné prenosové chyby

Vstupni 4 bity zakédujeme na 7 vynasobenim generujici matici H € Z;X4.

110 1 1
1o 1 1) o 1
1 00 0 0

pf. Ha= |0 1 1 1 1 =|0]| =b te<.jy be S(H),
0o 10 of\; 1 dimS(H) = 4
00 10 1
00 0 1 0

Kontrola po pfijeti: Db = 0 v poradku, jinak pfenosova chyba.

1
0001111\ (g 0
pr. 0110011 of=1{0]...v poradku.
1010101 T 0
0

‘ tedy Ker(D) = S(H)




Interpolace polynomem (podruhé)

» Dany body (x0,¥0), (x1,¥1), -, (Xn,¥n), Xi # Xj pro i # j.
» Cil: proloz polynomem p(x) = apx" + ...+ aix + ao.

y p(x)
(X27 Y2)

(x0,¥0) A
(x1.v1)

0 (X37Y3)\/ X

(xa,ya)

» Vime: jednozna(:né resenti,
vede na soustavu rovnic s Vandermondovou matici

» Nelze snadnéji, kdybychom zvolili jinou bazi prostoru P"?



Interpolace polynomem (podruhé) — Lagrangetiv tvar

» Dany body (x0,¥0), (x1,¥1), -, (Xn,¥n), Xi # Xj pro i # j.
» Cil: proloz polynomem p(x) = apx" + ...+ aix + ao.

Lagrangedv tvar interpolacniho polynomu
Definujme polynomy stupné n:
‘ 1
pi(x)= ]I (x—x), i=0,1,...,n

X —x
j=o.jzi ~

> plati pj(x;) =1, pi(x;) = 0 pro j # i,
po(x), ..., pn(x) tvofi bazi prostoru P”,

vy

hledany polynom je linearni kombinaci
p(x) = 2o ¥ipi(x).
» explicitni vyjadreni interpolacniho polynomu (ne zakladni tvar)

» interpolacni polynom je uréen jednoznacné.



Nasledujici téma

© Linearni zobrazeni
@ Linearni zobrazeni nad obecnymi prostory



Pripomenuti — matice a zobrazeni f: x — Ax
Bud A € R™*" a3 uvazujme zobrazeni x — Ax.

Preklopeni podle osy x»:

()= (o ) G)=(2)

X2
|£| B
f

X1



Pripomenuti — matice a zobrazeni f: x — Ax

Bud A € R™*" a3 uvazujme zobrazeni x — Ax.

() (72 ()= C2)

—
l —

Skalovani:

X2

X1



Pripomenuti — matice a zobrazeni f: x — Ax
Bud A € R™*" a3 uvazujme zobrazeni x — Ax.

Projekce na osu xi:
X1 10 X1\ _ (X1
()= (6 0) ()= ()

X2

X1



Pripomenuti — matice a zobrazeni f: x — Ax
Bud A € R™*" a3 uvazujme zobrazeni x — Ax.

Otoceni o thel « proti sméru hodinovych rucicek:
X1 . cosa —sina X1\ _ [X1cosa — xpsina
X sin¢  cos« X X1 Sin a4+ Xxo COS &

X2

X1



Pripomenuti — matice a zobrazeni f: x — Ax

Bud A € R™*" a3 uvazujme zobrazeni x — Ax.

> Resit soustavu rovnic Ax = b znamena najit vechny
vektory x, které se zobrazi na vektor b.

Rn

Q] ——

» dim Ker(A) 4+ dimS(A) = n



Pripomenuti — matice a zobrazeni f: x — Ax

Dalsi vlastnosti:

» Regularni matice odpovida bijekci.
Bud A € R™". Pak zobrazeni x — Ax je bijekci (vzajemné
jednoznacéné) pravé tehdy, kdyz A je regularni.

» Inverzni matice odpovida inverznimu zobrazeni.
Bud A € R™" regularni. Pak inverzni zobrazeni k zobrazeni
x — Ax je dané predpisem y — A71y.

» Skladani zobrazeni odpovidd maticovému nasobeni.
Bud A € RP*" B € R™*P a uvazujme dvé zobrazeni x — Ax,
y — By. Pak slozené zobrazeni x — Ax — B(Ax) = (BA)x.

Pro linearni zobrazeni x — Ax zfejmé také plati:

(x+y)—= Alx+y)=Ax+ Ay = f(x) + f(y),
(ax) = A(ax) = a(Ax) = af (x).



Linearni zobrazeni — definice

Definice (Linearni zobrazeni)
Budte U, V vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni
f: U— V je linearni, pokud pro kazdé x,y € U a a € T plati:

> fx+y)=flx)+1f(y),
> f(ax) = af(x).

Linearni zobrazeni se téz nazyva homomorfismus.
Dalsi priklady linearnich zobrazeni:
> f(x) = Ax, kde A € R™*" je pevna matice.
(Zadné jiné linearni zobrazeni z R" do R™ neexistuje.)
» Trivialni zobrazeni f: U — V definované f(x) = o.
» ldentita je zobrazeni id: U — U definované id(x) = x.
» Zobrazeni f: T™*" — T"™ dané predpisem f(A) = AT.
» Derivace z prostoru realnych diferencovatelnych funkci do
prostoru realnych funkci F, protoze

(F+e)=f+g. (af) =af



Linearni zobrazeni — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti linearnich zobrazent)

Bud' f: U — V linedrni zobrazeni. Pak
LA aixi) =2 aif(xj) Ya;jeT, x;e U, i=1,...,n,
2. f(o) =o.

Diikaz.

1. Z definice linearniho zobrazeni mame
f(a1x1 + aaxo) = agf(x1) + aaf(x2) a zbytek dostaneme
rozsifenim matematickou indukci pro libovolné pfirozené n.

2. f(o)=f(0-0)=0-f(o) =o. O

» Linearni zobrazeni tudiz zachovava linearni vztahy (zavislost,
ale ne nezavislost).

» Posunuti neni linearni zobrazeni.



Linearni zobrazeni — vlastnosti

Poznamka
Linearni zobrazeni zobrazuji pfimku na pfimku nebo na bod.

Dukaz.
Pfimka uréena dvéma riiznymi vektory vy, vo» je mnozina vektor(
tvaru
Avi+(1=XNw, XeT
neboli

Vo + )\(Vl — V2), AeT.

Obrazem této mnoziny pfi linedrnim zobrazeni f je mnozina
popsana

FOw1 + (1 — Ava) = AF(v1) + (1 — NF(w),
coz je opét primka nebo bod (je-li f(v1) = f(w2)). O

1= Posunuti neni linedrni zobrazeni, ale zobrazuje pfimky na primky.



Obraz a jadro

Definice (Obraz a jadro)

Bud f: U — V linearni zobrazeni. Pak definujeme
» obraz f(U) := {f(x); x € U},
» jadro Ker(f) = {x € U; f(x) = o}.

Pro zobrazeni f(x) = Ax je Ker(f) = Ker(A) a f(U) = S(A).



Obraz a jadro

Tvrzeni
Bud f: U — V linearni zobrazeni. Pak:
1. f(U) je podprostorem V/,

2. Ker(f) je podprostorem U.

Diikaz.
1. Stadi ovéfit, ze f(U) obsahuje o a je uzavfeny na soucty a
nasobky vektord.
» Protoze f(0) = 0, mame 0 € V.
» Pokud vy, va € f(U), tak existuji u1, us € U takove, ze
f(u1) = vi a f(uz) = vo. Potom

f(u1 + Uz) = f(ul) + f(u2) =vi+wE f(U)

» Pokud v € f(U), tak existuje u e U: f(u) =v.
Pak pro libovolné a € T je f(au) = af(u) = av € f(U).

2. Analogicky, ponechavame za cviceni.



Obraz a jadro

Tvrzeni
Bud f: U — V linearni zobrazeni. Pak pro kazdé x1,...,x, € U:

f(span{xi,...,xn}) = span{f(x1),...,f(xn)}.

Dukaz.
Oznaéme W = span{xi,...,xn}. Tedy chceme dokazat:

f(W) = span{f(x1),...,f(xn)}.
o Inkluze “C".
Kazdy vektor w € W lze vyjadrit ve tvaru w = > ; ajx; pro
néjaké azi,...,a, € T. Z linearity zobrazeni f pak

f(w) =31, aif(x;) € span{f(x1),...,f(xa)}.

e Inkluze “D".
Protoze xi,...,x, € W, tak f(x1),...,f(xn) € f(W).
Podprostor (W) s vektory musi obsahovat i jejich linearni obal. [

» Navod jak urcovat obraz podprostoru W prostoru U: uréime
obrazy baze (i generatort W), a ty tvofi generatory f(W).



Zobrazeni prosté (injektivni) a “na” (surjektivni)

Definice
Zobrazeni f: U — V je “na”, pokud f(U) = V.

Jinymi slovy, pro kazdy vektor y € V existuje vektor x € U, ktery
se na néj zobrazi, tj. f(x) =y.

» Jak rozhodnout, zda zobrazeni f je “na"?
Podle predchoziho tvrzeni: Zvol generatory prostoru U a ovér,
jestli jejich obrazy generuji prostor V.

Dasledek
Linearni zobrazeni f: U — V je “na” pravé tehdy, kdyz se néjaké
generéatory prostoru U zobrazi na generatory prostoru V.

Definice
Zobrazeni f: U — V je prosté, pokud f(x) = f(y) jen pro x = y.

Jinymi slovy, pro kazdé vektory x,y € U, x # y, plati f(x) # f(y).



Zobrazeni prosté — pro€ je potfeba?

Snimky dvou raznych mozki davaji stejny obrazek.

[zdroj: H.A. Moon et al. Application-Inspired Linear Algebra, 2022]



Zobrazeni prosté

Véta (Prosté linearni zobrazeni)
Bud' f: U — V linedrni zobrazeni. Nasledujici jsou ekvivalentni:

(1) f je prosté,

(2) Ker(f)={o},

(3) obraz libovolné linearné nezavislé mnoziny je linearné nezavisla
mnozina.

Dukaz.

Dokazeme implikace (1) = (2) = (3) = (1).

> Implikace “(1) = (2)".
Protoze f(0) = o, tak o € Ker(f). Vzhledem k tomu, Ze f je
prosté zobrazeni, tak jadro uz jiny prvek neobsahuje. O



Zobrazeni prosté

Véta (Prosté linearni zobrazeni)

Bud' f: U — V linedrni zobrazeni. Nasledujici jsou ekvivalentni:

(1) f je prosté,

(2) Ker(f) = {o},

(3) obraz libovolné linearné nezavislé mnoziny je linearné nezavisla
mnozina.

Diikaz.
Dokazeme implikace (1) = (2) = (3) = (1).
> Implikace “(2) = (3)".
Budte xi,...,x, € U linearné nezavislé a 37 ; aif(x;) = o.
Pak f( Y7, aixi) = o, &li 3.7 aiix; lezi v Ker(f) = {o}.
Tudiz musi Y ; ajx; = o0 a z linearni nezavislosti vektorii
mame «; = 0 pro vsechna J. O



Zobrazeni prosté

Véta (Prosté linearni zobrazeni)

Bud' f: U — V linedrni zobrazeni. Nasledujici jsou ekvivalentni:

(1) f je prosté,

(2) Ker(f) = {o},

(3) obraz libovolné linearné nezavislé mnoziny je linearné nezavisla
mnozina.

Dukaz.
Dokazeme implikace (1) = (2) = (3) = (1).
> Implikace “(3) = (1)".

Sporem predpokladejme, Ze existuji dva riizné vektory x,y € U
takove, ze f(x) = f(y). Potom o = f(x) — f(y) = f(x — y).
Vektor o predstavuje linearné zavislou mnozinu vektoril, tedy
x — y musi byt podle predpokladu (3) také linearné zavisla
mnozina, a tudiz x — y = o, neboli x = y. To je spor. O



Zobrazeni prosté

Véta (Prosté linearni zobrazeni)

Bud' f: U — V linedrni zobrazeni. Nasledujici jsou ekvivalentni:

(1) f je prosté,

(2) Ker(f) = {o},

(3) obraz libovolné linearné nezavislé mnoziny je linearné nezavisla
mnozina.

» Specialné, bod (3) fika, ze prosté linearni zobrazeni f: U — V
zobrazuje bazi prostoru U na bazi f(U). Tudiz
dimU = dim f(U).
Pozdéji uvidime, Ze tato rovnost plné charakterizuje prosta
zobrazeni.

» Prosté linearni zobrazeni nemusi byt “na”, napfiklad vnoreni R”
do R™1, definované (vi,...,v,)" = (v1,...,v,,0)7.



Reprezentace lineadrniho zobrazeni

Jak linearni zobrazeni representovat? Vzoreckem,. ..
Obrazy baze:
» Uvazujme linearni zobrazeni f: R2 — V.

Pokud zname pouze obraz vektoru x # o, pak mizeme urcit
obrazy vsech jeho nasobka, tj. vektorti na pfimce span{x},
jednoduse ze vztahu f(ax) = af(x).

Nedokazeme vsak zrekonstruovat celé zobrazeni a potfebujeme
znat jesté obraz jiného vektoru y.

Potom umime dopoditat obrazy nejen viech nasobkil vektord x
a y, ale i jejich souctu a vsech linearnich kombinaci ze vztahu

f(ax + By) = af (x) + Bf(y).

Tudiz linearni zobrazeni f je charakterizovano pouze obrazy
dvou linearné nezavislych vektoril, tedy baze.



Reprezentace lineadrniho zobrazeni

Tvrzeni (Linearni zobrazeni a jednoznaénost viici obraziim
baze)

Bud'te U, V prostory nad T a x1,...,x, baze U. Pak pro libovolné
vektory yi,...,y¥n € V existuje pravé jedno linearni zobrazeni
takové, ze f(x;) =y;, i=1,...,n.

Dikaz.

Bud x € U libovolné a vyjadfi x = > 7 aix;.

Z definice linearniho zobrazeni pak hodnota f(x) je jednoznaéné
dana predpisem

f(x) = f<iz;a;X;) = ;aif(xi) = ’z:n;aiy,'-

Linearita zobrazeni se ovéfi snadno (plyne z linearity souradnic). [



Nasledujici téma

© Linearni zobrazeni

@ Maticova reprezentace linearniho zobrazeni



Uvod k matici linearniho zobrazeni

Uvazme opét linearni zobrazeni x — Ax.
» Kam se zobrazi e;? Odpovéd: e; — Ae; = Ay
» Podobné ¢; — Ae; = A, pro viechna j

Priklad

Preklopeni dle osy xo:
> e; = (1,0)7 se zobrazi na (—1,0)"
> e = (0,1)7 se zobrazi na (0,1)7

Tudiz zobrazeni ma tvar x — Ax, kde A = <_01 (1)>



Uvod k matici linearniho zobrazeni

Opacny smér: Uvazujme linearni zobrazeni f: T" — T™.

Potom pro libovolné x € T" plati

f(X) =f (Z x,-e,-) = Zx;f(e;).
i=1 i=1

Oznacime-li matici se sloupci f(e1),...,f(e,) jako

| |

A= |f(er) - flen) |,

| |
pak zfejmé f(x) = Ax.
Disledek

Kazdé linearni zobrazeni f: T" — T™ Ize tedy reprezentovat
maticové jako f(x) = Ax.



Uvod k matici linearniho zobrazeni

Prvni krok ke zobecnéni: Uvazujme linearni zobrazeni f: U — T™ a
bazi B = {v1,...,vs} prostoru U.

Necht vektor x € U ma vyjadieni x = Y7 ; a;v;, tedy

[x]g = (@1,...,an)". Potom
flx)="~ (Z a,-v,-) = Za;f(v,-).
i=1 i=1
Oznacime-li matici se sloupci f(v1),...,f(v,) jako
| |
A=|f(v) - f(va)],

| |
pak zfejmé f(x) = A - [x]s.

» Budeme muset pracovat v soufadnicich!



Matice linearniho zobrazeni

Definice (Matice linearniho zobrazeni)
Bud f: U — V linearni zobrazeni,
» By ={x1,...,x,} baze prostoru U nad T,
» By ={y1,...,Ym} baze prostoru V nad T.
Necht f(X_,) = 27;1 ajjYi-
Potom matice A € T™*" s prvky aj; se nazyva matice linearniho
zobrazeni f vzhledem k bazim By, By a znaci se g [f]g, -

Jinymi slovy,

| |
gy lfle, = [f(X1|)]Bv [f(Xn|)]Bv



Matice linearniho zobrazeni

Priklad (Matice linearniho zobrazen)
Uvazujme zobrazeni f: R? — R? s predpisem f(x) = Ax, kde

1 2

A= <3 ) 4> |
Zvolme baze By = {(1,2)7,(2,1)7}, By = {(1,-1)7,(0,1)"} a
najdéme matici zobrazeni f vzhledem k bazim By, By .
Obraz prvniho vektoru baze By je f(1,2) = (5,—5)7, a jeho
soufadnice vzhledem k bazi By jsou [f(1,2)]g, = (5,0).
Podobné, obraz druhého vektoru baze By je f(2,1) = (4,2)7, a
jeho soufadnice vzhledem k bazi By jsou [f(2,1)]s, = (4,6)7.

Tudiz
5 4
Bv[f]BU = <0 6> .



Matice linearniho zobrazeni

K éemu je mi matice zobrazeni?

Véta (Maticova reprezentace linearniho zobrazeni)
Bud f: U — V linearni zobrazeni, By = {x1,...,xn} baze
prostoru U, a By = {y1,...,Ym} baze prostoru V. Pak Vx € U je

[f()]e, = 8,[fl, - X8y

» mnemotechnika
n

» paralela s f(x) = Ax mezi prostory R™ a R



Matice linearniho zobrazeni

Véta (Maticova reprezentace linearniho zobrazeni)
Bud f: U — V linearni zobrazeni, By = {x1,...,xn} baze
prostoru U, a By = {y1,...,Ym} baze prostoru V. Pak Vx € U je

[f()]e, = 8,[fl, - X8,

Diikaz.
Oznatme A= g [flg, . Bud x € U, tedy x = 37 x;, neboli
[X]g, = (a1,...,a,)T. Pak

X) = f<j:zn;afxf> = zj:ajf(xj) = zj:aj<gaijyi> =

= Zm:aja,-jy,- = Z (Za,a,,)y,

j=1 i=1 i=1 =

Tedy i-ta soufadnice f(x) je ZJ 1ajai = (A [x]g,)i- O



Matice linearniho zobrazeni

Diisledek
Kazdé linearni zobrazeni f: T" — T™ se da vyjadrit jako
f(x) = Ax pro néjakou matici A € T™*".
Diikaz.
Pro kazdé x € T" je

f(X) = [f(X)]kan = kan[f]kan ’ [X]kan = kan[f]kan " X
Tedy f(x) = Ax, kde A= [flian -



Matice linedrniho zobrazeni
Mé&jme linearni zobrazeni f: U — V a baze By, By prostorti U, V.

Vime, Ze matice A= g [f]g, spliuje
(), = A-[xls, ¥x€ U. ()
Ukazeme, Ze zadna jina matice tuto vlastnost nema.

Tvrzeni (Jednoznacénost matice linearniho zobrazeni)

Bud f: U — V linearni zobrazeni, By baze prostoru U a B\ baze
prostoru V. Pak jedind matice A spliujici (x) je A= Bv[f ] By -

Dukaz.
Necht By = {z1,...,zs}. Pro spor predpokladejme, ze f ma dvé
maticové reprezentace pomoci matic A # A’.
Tudiz existuje vektor s € T" takovy, ze As # A’s.
Definujme vektor x := Y"1 ; s;z;. Pak
[F()le, = As # A's = [F()]a

spor. [l



Matice linearniho zobrazeni

> Kazdé linedrni zobrazeni jde reprezentovat maticové.

» Naopak kazda matice predstavuje matici néjakého linearniho
zobrazeni.

Dikaz. Bud'te By, By baze prostorit U, V dimenzi n,m a
méjme A € T™*". Pak existuje jediné linearni zobrazeni

f: U— V takové, ze A= g [f]g ; ve sloupcich matice A
vyCteme soufadnice obrazil vektorll baze By. O

» Tedy existuje vzajemné jednoznacna korespondence mezi
linearnimi zobrazenimi f: U — V a prostorem matic T™*".



Matice prechodu

Definice (Matice prechodu)

Bud V vektorovy prostor a By, B, dvé jeho baze. Pak matici
prechodu od By k B, nazveme matici B, [id]Bl )

» Matice pfechodu ma pak podle maticové reprezentace tento
vyznam: Bud x € V, pak
[Xls, = B,lidlp, - [x]g,
tedy pouhym maticovym nasobenim ziskavame soufadnice
vzhledem k jiné bazi.
> Zrejmé plati glid]g = I, pro libovolnou bazi B.



Matice prechodu — priklad
Priklad: Najdéte matici prechodu v R3 od baze
B ={(1,1,-1)7, (3,-2,0)", (2,-1,1)"}
k bazi
B, ={(8,-4,1)7, (-8,5,-2)7, (3,-2,1)}.

Reseni: Spocitame

[(17 1, _l)T]Bz = (27 3, 3)7—’

[(37 -2, O)T]Bz = (_1’ —4, _7)7_’

[(27 -1, 1)T]Bz = (17 3, 6)T'

2 -1 1
glidlg, =A=(3 -4 3].
3 -7 6

» Napf. vime-li [(4,—1,-1)7]g, = (1,1,0)7, pak
[(4,-1,-1)T]5, = A[(4,-1,-1)T]5, = A(1,1,0)7 =(1,-1,-4)".

Tedy



Matice prechodu

Pro¢ riizné soufadné systémy?

Celestial

North

Celestial

North Pole
Celestial
Equator

Zenith

Celestial
Equator

[zdroj: https://astroedu.iau.org/]



Matice prechodu

Pro¢ riizné soufadné systémy?

MCS:  Machine Coordinate System.

BCS:  Basic Coordinate System

% BOS)

[zdroj: https://forum.deltamotion.com/]



Model chtize [zdroj: KBI FBMI CVUT]




Model chtize [zdroj: KBI FBMI ¢VUT]
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Matice slozeného linearniho zobrazeni

» Podstatnou roli v teorii linearnich zobrazeni hraje skladani.
» Pro zobrazeni f: U — V a g: V — W je slozené zobrazeni
g o f definované predpisem (g o f)(x) = g(f(x)), x € U.

V) 4 w

Tvrzeni (Slozené linearni zobrazen)
Budte f: U — V, g: V — W linearni zobrazeni. Pak sloZzené
zobrazeni g o f je zase linearni zobrazeni.



Matice slozeného linearniho zobrazeni

Tvrzeni (Slozené linearni zobrazen)
Budte f: U — V, g: V — W linearni zobrazeni. Pak sloZzené
zobrazeni g o f je zase linearni zobrazeni.

Dikaz.

Podle definice ovéfime pro libovolné x,y € U a a € T:
(gof)(x+y)=g(f(x+y))=g(f(x)+f(y) =

=8(f(x)) +&(f(y)) = (g o F)(x) + (g o F)(y),
(g o F)(ax) = g(f(ax)) = g(af(x)) = ag(f(x)) = a(g o f)(x). O

Jak vypada matice slozeného zobrazeni?
» Uvazujme dvé linearni zobrazeni f: T" — TP a g: TP — T™:

f(X):AX, g(Y):By

Potom slozené zobrazeni ma predpis

(g 0 F)(x) = &(f(x)) = B(Ax) = (BA)x.



Matice slozeného linearniho zobrazeni

Véta (Matice slozeného linearniho zobrazeni)

Budte f: U — V ag: V — W linearni zobrazeni, bud By
baze U, By baze V a By bize W. Pak

BW[gO f]BU = BW[g]BV ) Bv[f]BU'

Diikaz.
Pro kazdé x € U je

[(g 0 F)(X)ew = [e(F(:)]sw = 8, [8ls, - [F(X)]8,
= sul8ls, - 5lfls, [X]8u-

Zbytek diky jednoznacnosti matice linearniho zobrazeni.

U % w
. Bv[f]BU . Bw [g]BV .
S~ ey,




Matice linedrniho zobrazeni pfi zméné baze

» Dano: p [flp, -
> Cil: g,[f]g, -

> Reseni:

B4[f]B3 = B4[id]Bz ’ Bz[f]Bl ) Bl[id]B3'



Matice rotace v R?

Otoceni v roviné kolem pocatku o thel « proti sméru hodinovych

rucicek:
X2
(—sina, cosa)T 1l

(cosa, sina) T

(@]
sin

«
1 09 cosa 1 X1

Maticovy zapis:

cosa —sina
X — . X
sinae  cosa



Skladani otoceni a souctové vzorce pro sinus a kosinus

cosa —sin a>

Otoceni o thel a: )
sinae  cosa

cos3 —sin ,B>

Otoceni o thel 5: <5in5 cos 3

Otoceni o thel o + g:
cos(a+ ) —sin(a+pB)\  [cosf —sinf) (cosa —sina
sin(a+p) cos(ae+p) ) \sing cosf sina  cosa

__ (cosacos B —sinasin3  —sinacos 8 — sin B cos o
~ \cosasinf+cosfsina  —sinasin3 + cosa cos 3

Tudiz
cos (o + f8) = cos awcos 3 — sin asin f3,

sin (o + ) = cosasin B + cos S sin a.



3D rotace

Rotace v R3, ale v roviné os xi, xo:

cose —sina 0
x+— | sihae cosa 0] x.
0 0 1

http://babylonjs.com/Demos/Decals/
http://www.thingiverse.com/thing: 126286
http://babylonjs.com/Demos/fur/
http://gleborgne.github.io/molvwr/#1GCN

https://sketchfab.com/models/03d7639ecbe943bba20b22balf9746d3


http://babylonjs.com/Demos/Decals/
http://www.thingiverse.com/thing:126286
http://babylonjs.com/Demos/fur/
http://gleborgne.github.io/molvwr/#1GCN
https://sketchfab.com/models/03d7639ecbe943bba20b22ba1f9746d3

Nasledujici téma

© Linearni zobrazeni

@ Isomorfismus



Isomorfismus

Vzajemné jednoznacné zobrazeni (neboli bijekce) f: M — N:

prosté a “na"”.
f
—_—
Tedy existuje inverzni f—1 —
—_—

Definice (Isomorfismus)

Isomorfismus mezi prostory U, V nad télesem T je vzajemné
jednoznacné linearni zobrazeni f: U — V.

Pokud mezi prostory U, V existuje isomorfismus, pak fikame, ze U,
V jsou isomorfni.

» |somorfni prostory se chovaji z pohledu linearni algebry stejné:
> zobrazuje linedrné zavislé vektory na linearné zavislé
(se stejnymi vztahy)
» zobrazuje linearné nezavislé vektory na linearné nezavislé
» zobrazuje bazi na bazi, zachovava dimenzi, ...



Isomorfismus — priklady
Isomorfismy v R?:
> otaceni, skalovani, preklapéni, ... (projekce ne)
Isomorfni prostory:
» P"a R™1 kdy vhodnym (a nikoliv jedinym) isomorfismem je
anx"+...+aix+a — (an,...,a1,a0),
» C a R?, kdy isomorfismem je napt.
at+ibeC — (ab)cR?
> R™*" 3 R™" kdy isomorfismem je napf.
A~ (a11,...,31n,320,---,32ns - 3mls---samn)-

» nekone€né-dimenzionalni prostor P a prostor realnych
posloupnosti s kone¢né mnoha nenulovymi prvky

anx"+...+aix+a — (ap,a1,.--,an0,...).



Isomorfismus — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti isomorfismu)
1. Je-li f: U — V isomorfismus, pak f~1: V — U existuje a je
to také isomorfismus.
2. Jsou-li f: U— V ag:V — W isomorfismy, pak
gof:U— W je také isomorfismus.

Diikaz.
1. Zobrazeni f je vzajemné jednoznacné, tedy f—! existuje a je
také vzajemné jednoznaéné. Zbyva dokazat linearitu:

» Bud vi,va €V, f H(vi) =u; a fFH(vr) = ws.
Pak f(ur + u2) = f(u1) + f(u2) = vi + vo, tedy
fﬁl(Vl + V2) =u1+u = fﬁl(Vl) + fﬁl(V2).
> Podobné pro nasobky: Necht v € V a f~1(v) = u, pak
f(au) = af(u) = av, tedy f}av) = au = af "1(v).
2. Vzajemné jednoznaéné zobrazeni i linearita se zachovava
skladanim.



Isomorfismus — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti isomorfismu)

1. Linedrni zobrazeni f: U — V je isomorfismem pravé tehdy,
kdyz libovolna baze prostoru U se zobrazuje na bazi
prostoru V.

2. Je-li f: U — V isomorfismus, pak dimU = dim V.

Diikaz.
1. "=" Bud xq,...,x, baze U.
> f je prosté, tudiz f(x1),...,f(xn) jsou linearné nezavislé.

> fje"na”, tudiz f(x1),..., f(x,) generuji prostor f(U) = V.
Tim padem vektory f(x1),...,f(x,) tvofi bazi V. O



Isomorfismus — vlastnosti

Tvrzeni (Vlastnosti isomorfismu)
1. Linedrni zobrazeni f: U — V je isomorfismem pravé tehdy,
kdyz libovolna baze prostoru U se zobrazuje na bazi
prostoru V.

2. Je-li f: U — V isomorfismus, pak dimU = dim V.

Dikaz.
1. "<" Bud xi,...,x, baze U a f(x1),...,f(x,) baze V.

> Pak zobrazeni f je zfejmé “na”.

» Prosté: Pro spor predpokladejme, ze jadro Ker(f) obsahuje
vektor x = Y"1, aix; # o.
Tudiz (31, aix;) = o.
Z linearity zobrazeni dostavame > ; «;f(x;) = o, coz je spor
s linearni nezavislosti vektort f(x1), ..., f(xa)-

2. Plyne z pfedchoziho bodu. O



Isomorfismus — matice zobrazeni

Tvrzeni
Bud f: U — V isomorfismus, By bize U a B\, baze V. Pak
_ —1
BU[f 1]BV = Bv[f]BU-
Diikaz.
Protoze f~1 o f = id, dostavame
Bu[f_l]Bv ) Bv[f]BU = Bu[f_IOf]BU = BU[id]BU =1

Jelikoz g [f]g, je Ctvercova, je BU[f_l]BV jeji inverzni matice. [

» Matice isomorfismu ma inverzni, musi tedy byt regularni.
» Naopak: Je-li matice zobrazeni f regularni, pak je f
isomorfismem (inverzni matice dava predpis pro f—1).
Tvrzeni

Linearni zobrazeni f: U — V je isomorfismus pravé tehdy, kdyz
néjaka (libovolna) matice reprezentujici f je regularni.



Isomorfismus — matice prechodu

Disledek pro matici prechodu mezi bazemi By a By
. =1
By [Id]B\/ = By [Id]BU :

Poznamka (Mnemotechnika pocitani matice prechodu v T")
RREF :
(BV | BU) ~ (I" | Bv[ld]BU ) :

Dikaz. Vime By = ,,lidlg, . Bv = |,,lid]g, -

Vime BW[gOf]BU = BW[g]BV ) Bv[f]BU-

Tudiz g, [id]s, = g, [idlan * tanlils, = wanlidl5 - anlid]s, -
Pfevedenim na RREF tvar lze vyjadfit vynasobenim matici By ~*

(By | Bu) RREF (I | Bv~'By).



Isomorfismus — matice prechodu

Priklad
Najdéte matici prechodu v R3 od baze B; k bazi B,
Bl = {(17 17 _1)T7 (37 _27 O)Ta (27 _17 1)T}7
B2 = {(87 _4’7 1)T¢ (_87 5’ _2)T> (37 _27 1)T}
Reseni: spocitame

8 -8 3| 1 3

2 10 0]2
4 5 —2| 1 —2 —1| ®REF 19 1 0|3
1 -2 1]-1 o0 1 00 1|3
Tedy
2 ~1 1
plidlg, = (3 —4 3



Isomorfismus a dimenze

» Vime, ze isomorfni prostory maji stejnou dimenzi.
» Plati to i naopak?
Tvrzeni

Bud' V' vektorovy prostor nad télesem T dimenze n s bazi B. Pak
zobrazeni x — [x]g je isomorfismus mezi prostory V' a T" nad T.

Dikaz.
Necht baze B sestava z vektorl vy, ..., vp.
» Zobrazeni x — [x]g je linearni:
> Bud' X = 217:1 Qjvi, y = 27:1 ﬁ,-v,-. Pak
x+y =2 (ai+ Bi)vi. Tudiz [x +y]s = [x]s + [v]s-
» Analogicky [ax]g = a[x]s.
» Zobrazeni x — [x]|g je prosté: z jednoznacnosti souradnic
» Zobrazeni x — [x]|g je “na":
kazda n-tice (a1, ...,a,) € T" predstavuje soufadnice
néjakého vektoru, konkrétné vektoru > ; avjv;.



Isomorfismus a dimenze

Véta (Isomorfismus n-dimenzionalnich prostorii)

Visechny n-dimenzionalni vektorové prostory nad télesem T jsou
navzéjem isomorfni.

Dikaz.

Vsechny n-dimenzionalni vektorové prostory nad télesem T
isomorfni s T" nad T.

Tim padem jsou isomorfni i navzajem mezi sebou. O
» Vsechny n-dimenzionalni prostory nad stejnym télesem jsou
“stejné” (z pohledu linearni algebry)

» Isomorfismus zachovava linearni zavislost vektoril, zachovava
linearni nezavislost vektortl, a také zachovava dimenzi obrazu
podprostoru.

P Stadi prejit isomorfismem do prostoru T" nad T, kde se
pracuje mnohem lépe.

» Isomorfismus je relace ekvivalence (s reprezentanty T" nad T).



Isomorfismus a dimenze

Priklad
Uvazujme polynomy
23+ x2+x4+3, XX+2x*+3x+1,
x3—x?—2x 42, 43 —x*—3x+7
jako vektory prostoru P3. Jsou linearné nezavislé? Jakou dimenzi
ma prostor jimi generovany? Jaka je jeho baze?
Pouzij isomorfismus a3x> 4 axx? + a1x + ap + (a3, a2, a1, o).
Takto se polynomy zobrazi na vektory
(2,1,1,3)7, (1,2,3,1)7, (1,-1,-2,2)7, (4,-1,-3,7)".
Standardnim zpiisobem zjistime, Ze vektory (a tedy i polynomy)

jsou linearné zavislé, generuji dvoudimenzionalni podprostor a bazi
tvofi napriklad prvni dva.



Obraz a jadro jesté jednou
Vime, Ze pro zobrazeni f: R” — R™ definované f(x) = Ax plati:
Ker(f) = Ker(A), f(R")=S(A).

Véta (O dimenzi jadra a obrazu)

Bud f: U — V linearni zobrazeni, By baze prostoru U a By, baze
prostoru V. Oznacme A= g [f]g . Pak:

1. dim Ker(f) = dim Ker(A),
2. dimf(U) = dimS(A) = rank(A).

Dikaz 1.

Staci: x € Ker(f) — [x]g, je isomorfismem mezi Ker(f) a Ker(A).
> Vime, Ze je linearni a prosté.
> Zbyva ukazat, ze [x]g, € Ker(A) a ze je "na".
» Bud x € Ker(f), pak

o= [o]g, = [f(x)s, = ,[fl5, * [X]g,:

> Také naopak, pro kazdé [x]g, € Ker(A) je f(x) = o. O



Obraz a jadro jesté jednou

Véta (O dimenzi jadra a obrazu)

Bud f: U — V linearni zobrazeni, By baze prostoru U a By, baze
prostoru V. Oznacme A= g [f]g, . Pak:

1. dim Ker(f) = dim Ker(A),
2. dimf(U) = dimS(A) = rank(A).

Diikaz 2.
Oznaime dim U = n, dimV = m. Opét sestrojime isomorfismus,
nyni mezi f(U) a S(A), a to takto y € f(U) — [yls, .
» Pro libovolné y € f(U) existuje x € U takové, ze f(x) = y.
Nyni [yls, = [f(x)]s, = A" [x]B,. tedy [y]g, nalezi do S(A).
» Naopak, pro kazdé b € S(A) existuje a € T" tak, ze b = Aa.
Cili pro vektor x € U takovy, ze [x]g, = a, plati
y = f(x) € f(U) a zaroven
vle, = [f(x)]g, = A" [x]g, = Aa = b € S(A). O



Obraz a jadro jesté jednou

Ditkaz véty je konstruktivni — Fika nejen jak spocitat dimenzi jadra
a obrazu f, ale také jak najit jejich baze.

> Je-li x1,...,xx baze Ker(A), pak tyto vektory tvofi souradnice
(vzhledem k bazi By) baze Ker(f).

» je-li y1,...,y, baze prostoru S(A), pak tyto vektory
predstavuji soufadnice baze prostoru f(U) vzhledem k By .
Z dtkazu také plyne
Ker(A) = {[x]g,; x € Ker(x)},
S(A) ={lyls,: x € f(U)}.



Obraz a jadro jesté jednou

Pfipomenme pro matici A € T™*" plati rovnost

n = dim Ker(A) 4 rank(A).

Speciélng, pro A= g [f]g, dosadme
n=dimU, dimKer(f)= dimKer(A), dimf(U) = rank(A).

Dasledek
Bud f: U — V linearni zobrazeni, pak

dim U = dim Ker(f) + dim f(U).



Obraz a jadro jesté jednou

llustrace identity
dim U = dim Ker(f) + dim f(U).




Obraz a jadro jesté jednou

llustrace identity
dim U = dim Ker(f) + dim f(U).




Obraz a jadro jesté jednou

llustrace identity
dim U = dim Ker(f) + dim f(U).




Kdy je linearni zobrazeni prosté a “na"?

Tvrzeni

Bud f: U — V linearni zobrazeni, By baze prostoru U a By, baze
prostoru V. Pak:

1. f je prosté < p [f]g, ma linedrné nezavislé sloupce,

2. f je'na" <« g [flg, ma linedrné nezavislé radky.

Diikaz.
Oznaéme A = Bv[f]BU e T™" tedy m=dimV, n=dimU.

1. Pripomenme dim U = dim Ker(f) + dim f(U).

f prosté < Ker(f) = {o} < dimU = dimf(U)
< n = rank(A).

2. fje"na" & dimV = dimf(U) < m = rank(A). O



Obraz a jadro — priklad

Méjme linearni zobrazeni f: R3 — P? dané

1 11
B2[f]Bl :A: 3 2 0 5
0 1 3

Bi:(1,2,1)7, (0,1,1)7, (1,2,4)7,
By:x* —2x+3, x -1, 2x* + x.
(1) rank(A) = 2, tedy dim Ker(f) = 1, dim f(R3) = 2.
(2) Takze f neni prosté ani “na"”.
(3) Baze Ker(A) je (2,—3,1)7, tedy baze Ker(f) je
2(1,2,1)7 —3(0,1,1)7T +1(1,2,4)" =(3,3,3)".
(4) Baze S(A) je (1,3,0)7, (1,2,1)7, tedy baze f(R3) je
10 —2x +3) +3(x — 1) = x* + x,
1> = 2x+3) +2(x — 1) + 1(2x* + x) =3x® + x + 1.



Prostor linearnich zobrazeni

Bud U prostor dimenze n a V prostor dimenze m.

>

Mnozina linearnich zobrazeni U — V tvofi vektorovy prostor.

(soucet f + g, nasobek af, nulovy vektor, ...)

» lsomorfni s prostorem matic T™*",

» Isomorfismem napf. f — Bv[f]Bu' kde By, By jsou pevné

baze U, V.

Linearita tohoto zobrazeni plyne jednoduse (diky linearité
soufadnic) z vlastnosti

B\/[f—l_g]BU = B\/[f]BU + B\/[g]BU7

By [af]BU = Bv[f]BU :

Prostor linearnich zobrazeni U — V ma dimenzi mn.



Linearni forma (pfipad prostoru linearnich zobrazeni pro V = T?)

Definice
Bud V vektorovy prostor nad T. Pak linedrni forma (nebo téz
linearni funkcional) je linearni zobrazeni z V do T.

Duélni prostor V* je vektorovy prostor vsech linearnich forem.

Napfriklad
> f(x1,..x0) = 230 x;,
> g(x1,...,Xn) = X1.
Vlastnosti:
» dmV = dimV*
> Je-li vi,...,v, baze V, pak V* ma tzv. dualni bazi f1,...,f,,

kde f; je urceno obrazy baze fi(v;) =1 a fi(v;) = 0 pro i # j.
» Pro¢ neuvazovat dual k dudlu, tj. V**7
Pak dimV = dim V**, ...

» Pro nekonecné-dimenzionalni prostory je to jinak.
(vice viz funkcionalni analyza)



Nasledujici téma

© Afinni podprostory
o Zakladni pojmy



Afinni podprostory — motivace

> Vektorové podprostory musi obsahovat nulovy vektor.
» Afinni podprostory nemusi.

Chceme primky, roviny, ..., neprochazejici nutné pocatkem.

A
/U

-~




Afinni podprostory — definice

T
Definice (Afinni podprostor)

Bud V vektorovy prostor nad T. Pak afinni podprostor (mnozina)
je jakakoli mnozina M C V tvaru

M=U+a={u+a; uc U},
kde a € V a U je vektorovy podprostor V.

> Afinni podprostor je podprostor U “posunuty” vektorem a.



Afinni podprostory — definice

M=U-+a

e
» U je u kazdého afinniho podprostoru uréeny jednoznacné.

» Reprezentant a € M neni jednoznacny, lIze zvolit libovolné z M.

> Vektorovy podprostor U je afinnim podprostorem, nebot
U=U-+o.
» Pro kazdy vektor a € V je {a} jednoprvkovy afinni podprostor.



Dlazdéni afinnimi podprostory

/

Z

U+ a
U+ 4
U+a//

N

Bud V vektorovy prostor a U jeho podprostor.
» Pak afinni podprostory U + a, U + & jsou bud shodné ¢i
disjunktni.
» Kazdy vektor v € V lezi v néjakém afinnim podprostoru
tohoto tvaru, napriklad U + v.

» Tudiz prostor V lze rozlozit na disjunktni sjednoceni afinnich
podprostort tvaru U + a pro vhodné volby a.



Afinni kombinace

> Vektorové podprostory jsou uzaviené na linearni kombinace

» Afinni podprostory jsou uzaviené na afinni kombinace.

A
y y+ax—y), aeR

~ E

Definice
Afinni kombinace dvou vektorti x,y € V je vyraz (vektor)

ax+ (1 —a)y, kdeaeT

Ekvivalentné
y+alx—y).



Afinni kombinace

Véta (Charakterizace afinniho podprostoru)

Bud' V' vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky riizné od 2,
a bud () # M C V. Pak M je afinni podprostor pravé tehdy, kdyz
pro kazdé x,y € M a « € T plati ax+ (1 — «a)y € M.

Diikaz.
Implikace “=".
Necht M je tvaru M = U + a. Bud x,y € M, tedy jsou tvaru
x=u+a, y=v+a, kde u,v € U. Potom
ax+(1—a)y=a(u+a)+ (1 —a)(v+a)
=au+(l-a)v+aclU+a=M. O



Afinni kombinace

Véta (Charakterizace afinniho podprostoru)

Bud' V' vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky riizné od 2,
a bud () # M C V. Pak M je afinni podprostor pravé tehdy, kdyz
pro kazdé x,y € M a « € T plati ax+ (1 — «a)y € M.

Dukaz.
Implikace “<". Zvolme a € M lib.a U =M —a={x—a;, x € M}.
Ovérime, ze M = U + a (zfejmé) a ze U je vektorovy podprostor.
(1) Uzavfenost na nasobky: Bud u = x — a pro néjaké x € M. Pak
au=a(x—a)=(ax+(1—a)a)—aeM—-a=U.
O



Afinni kombinace

Véta (Charakterizace afinniho podprostoru)

Bud' V' vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky riizné od 2,
a bud () # M C V. Pak M je afinni podprostor pravé tehdy, kdyz
pro kazdé x,y € M a « € T plati ax+ (1 — «a)y € M.

Dukaz.
Implikace “<". Zvolme a € M lib.a U =M —a={x—a;, x € M}.
Ovérime, ze M = U + a (zfejmé) a ze U je vektorovy podprostor.
(2) Uzavrenost na soucty: Prou=x—a, v/ =x" —a, x,x' € M:

utd =(x—a)+ (¥ —a)=(x+x"—a)—a.
Staci ukazat, ze x + x' — a € M. Protoze x,x’ € M, také

Ix+ix e m.

Protoze (1x + 1x'),a € M, také jejich afinni kombinace (s o = 2)

2(ix+ i)+ (1-2)a=x+x —ae M. O



Afinni kombinace

Definice (Afinni kombinace n vektori)

Afinni kombinace vektord xi,...,x, € V je vyraz (vektor)
n n
Za,-x,-, kde «; € T, Zai =1
i=1 i=1

» Pro n = 3: afinni kombinace popisuji rovinu, ktera je témito
body uréena.

Zobecnéni predchozi véty:

Tvrzeni
Bud' V' vektorovy prostor nad télesem T a bud ) # M C V.
Pak M je afinni podprostor < M je uzaviené na afinni kombinace.



Afinni podprostory a soustavy rovnic

Véta (Soustavy linearnich rovnic a afinni podprostory)

Mnozina reSeni soustavy rovnic Ax = b je prazdna nebo afinni.
Je-li neprazdna, miizeme tuto mnozinu reseni vyjadrit ve tvaru

Ker(A) + xo,
kde xg je jedno libovolné reseni soustavy.

Dukaz.
Pokud x; je FeSenim, pak lze psat x; = x; — xg + Xxg. Staci ukazat,
ze x1 — xp € Ker(A). Dosazenim

Ax1 —x0) =Ax1 —Axo=b—b=o.

Tedy x1 € Ker(A) + xo.

Naopak, je-li xo € Ker(A), pak x» + xg je feSenim soustavy, nebot
A(x2a +x0) = Axo + Axo =0+ b= b. O

» Plati i naopak: kazdy afinni podprostor prostoru T" nad T Ize
popsat pomoci soustavy rovnic.



Afinni podprostory a soustavy rovnic

Poznamka (Soustava linearnich rovnic pfi zméné pravé strany)
Necht Ax = b je fesitelna, tedy popisuje afinni podprostor
Ker(A) + xo.
» Zménime-li pravou stranu soustavy b na b’, pak bud'to
soustava prestane mit Feseni, nebo se afinni podprostor posune
na Ker(A) + xg, kde x je jedno vybrané feseni.

» Mnozina FeSeni se tedy pfi zméné pravé strany posouva
néjakym smérem.

Ker(A) + xo
Ker(A) + x§
Ker(A) + x{f

NN




Dimenze afinniho podprostoru

Definice (Dimenze afinniho podprostoru)

Dimenze afinniho podprostoru M = U + a je definovana jako
dim (M) := dim (U).

» Zobecnuje pojem dimenze (kazdy vektorovy podprostor je
afinni).

» Prirozené zavadi dimenzi bodu jako nula, dimenzi pfimky v R"”
jako jedna a dimenzi roviny jako dva, ...

Definice (Pfimka)

Primka je afinni podprostor dimenze jedna.

Jinymi slovy, pfimka je p = span{v} + a, kde a,v € V a v # o.
Odsud dostavame i znamy parametricky popis pfimky

p={av+a acT}



Dimenze afinniho podprostoru

Definice (Nadrovina)

Nadrovina v prostoru dimenze n je afinni podprostor dimenze n — 1.
» v R? jsou to primky
» v R3 roviny, atd.

Priklad

Pro jakékoli a € R"\ {0} a b € R je mnozina popsana rovnici

a'x=b
nadrovinou v R". A naopak!
Tvrzeni

Bud A € T™*" b e T™. Je-li mnozina reseni soustavy Ax = b
neprazdna, pak ji tvori afinni podprostor dimenze n — rank(A).

Dukaz.
Mnozina feseni je tvaru Ker(A) + xo. Jeji dimenze je tedy rovna
dimenzi jadra, tedy dim Ker(A) = n — rank(A). O



Afinni nezavislost

» Linearni nezavislost vektord xi, ..., X,:
minimalni mnozina generatort podprostoru.

» Afinni nezavislost vektorti xq, ..., Xp:
minimalni mnozina generatord afinniho podprostoru.

» Afinni podprostor jsme definovali jako posunuty podprostor.
Afinni nezavislost budeme definovat posunem zpét.

Definice (Afinni nezavislost)
Vektory xg, x1, ..., X, jsou afinné nezavislé, pokud
X1 — Xp, X2 = X0, --+y Xn — X0
jsou linearné nezavislé. V opaéném pripadé jsou afinné zavislé.

» Afinni nezavislost nezavisi na poradi vektord, a tedy ani na
volbé xq.



Afinni nezavislost

Definice (Afinni nezavislost)
Vektory xg, x1,...,X, jsou afinné nezavislé, pokud
X1 — Xp, X2 = X0, --+y Xn — X0

jsou linearné nezavislé. V opaéném pripadé jsou afinné zavislé.

Napriklad:
> Vektory (1,1)7,(2,2)7,(1,2)" € R? jsou sice linearné zavisle,
ale afinné nezavislé.
» Tri body na pfimce jsou afinné zavislé, protoze pfimka je
jednoznacné uréena jen dvéma body.

» Dva riizné body v R" jsou afinné nezavislé a nejmensi afinni
podprostor, ktery je obsahuje, je pfimka.



Afinni nezavislost

Poznamka (Body v obecné poloze)

Mnozina bodii xq,...,x,n € R” je v obecné poloze, kdyz kazda jeji
podmnozina velikosti nanejvys n+ 1 je afinné nezavisla.

Napriklad v roviné R? jsou dané body v obecné poloze pokud zadné
tfi nelezi na spolecné pFimce.

Dalsi témata:
» Souradnice v afinnim podprostoru.

» Vztah afinnich podprostorii (rovnobéznost, riiznobéznost,
mimobéznost, ... )



Afinni zobrazeni

Definice (Afinni zobrazent)
Bud g: U — V linearni zobrazeni a mé&jme pevny vektor b € V.
Potom afinni zobrazeni ma tvar f(u) = g(u) + b.
» Afinni zobrazeni nemusi zobrazovat nulovy vektor v U na
nulovy vektor ve V.
Priklady:
» posunuti: x — x + b, kde b € V je pevné.
> x> Ax+ b, kde Ac T™*"a pc T™M.

Tvrzeni (Vlastnosti afinniho zobrazeni)
1. Obraz afinniho podprostoru pri afinnim zobrazeni je afinni
podprostor.
2. SloZenim dvou afinnich zobrazeni dostaneme opét afinni
zobrazeni.



Afinni zobrazeni

Tvrzeni
Bud f: U — V linearni zobrazeni. Pak aplny vzor vektoru v € V
fFHv) = {ue U; f(u) = v}
Je bud'to prazdna mnozina, nebo afinni podprostor v U.
Dukaz.
Budte U, V prostory nad télesem T a bud'te uy,...,u, € f71(v).
Uvazujme jejich afinni kombinaci > ; aju;, kde aq,...,a, € T a
> nqai=1. Pak
f (i ciu) =200 aif (ui) = 3 aiv = v.
Tudiz Y7, aju; € F~Y(v), coz ukazuje, Ze mnozina f~1(v) je

uzavrena na afinni kombinace. O



Afinni zobrazeni

Priklad (Projekce na osu x;)

Uvazujme linearni zobrazeni f: R? — R? s predpisem f(x) = Ax,
kde A=(}93).

Uplnym vzorem bodti na ose x; jsou vertikalni primky.

X2 \
21 f=1(v) F1(V)
1t
% ‘ v/
0] 1 3 4 6 7 x
—1t




Afinni zobrazeni
Analogie s feSenim soustav linearnich rovnic:

» Uvazujme linearni zobrazeni f(x) = Ax.

» Hledat viechna FeSeni soustavy Ax = b vlastné znamena najit
aplny vzor vektoru b, tedy

f~(b) = {x € R"; f(x) = b} = {x € R"; Ax = b}.

Jesté jiny pohled pomoci jadra linearniho zobrazeni:

') = Ker(f) + v




Afinni zobrazeni a fraktaly

0.86 0.03) (x
Tl y) = (—o 03 086) (y

—0.25 (;) + ( ) s pravdépodobnosti 0.08

+ (1 5) s pravdépodobnosti 0.83

(O 21  0.23 )
—0. 15 0.27\ (x
0.2 0.26) \y

( or) (3)+ (8

(O 45> s pravdépodobnosti 0.08

s pravdépodobnosti 0.01

2500 iteraci. 10000 iteraci.



Stewart—Goughova platforma v robotice

(http://www.youtube.com/watch?v=d84X60If2v})
https://www.youtube.com/watch?v=zNUBZfr0XUc
p y

Prevod soufadnic plosiny x na soufadnice
zakladny:

x' = Px +c.

Rameno (i) ma koncové body x() na za-
kladné a y() na plosiné. Délka ramene je
vzdalenost x(1) a y'() = py() 4 .

Problémy: z délek ramen urcit pozici plo-
Siny, atp. [zdroj: Wikipedia]


http://www.youtube.com/watch?v=d84X60If2vM
https://www.youtube.com/watch?v=zNUBZfrOXUc

Linearni klasifikator (a neuronové sité)

> data reprezentovana vektory vq,...,v, € R"
» kazda hodnota patfi do skupiny A &i B.

» chceme sestrojit klasifikator, ktery bude umét novou hodnotu
v € R" automaticky zaradit do pfislusné skupiny

Linearni klasifikator, zalozeny na oddélujici nadroviné a” x = b:

X2

A a'x<b

a'lx=5b

aTx>b

X1
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