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. Analytickd geometrie a motivace k soustavam rovnic

Vyjmenujte co nejvice zptisobti, jakymi lze zadat primku v prostoru. Diskutujte
predpoklady a omezeni jednotlivych pristupii.

Najdéte rovnicové vyjadieni roviny, které je popsana bodem [3, 2, 1] a smérnicemi
(1,1,1), (2,—1,0).

Najdéte parametrické vyjadieni roviny 2x; + 324 + 23 = 4.
Urcete parametricky popis primky, zadané dvéma rovnicemi:

1+ 3T+ 23 =2, 221+ 519 + 3 = 3.

Najdéte dvé rovnice, popisujici piimku [3,2, 1] + (1, —1,1).

Urcete viechny mozné vzajemné polohy dvou piimek v prostoru R®. Dale, po-
piste, jak lze dané polohy zjistit, pokud jsou obé primky definovany parametricky
nebo rovnicemi.

Urcete vzajemnou polohu dvou piimek, zadanych bodem a smérnici

p:[1,5,3], (1,-2,-2), q:[3,1,—1], (—1,2,2).

Najdéte kvadratickou funkei, prochézejici body [1,1], [2,2], [3,7].



2. Soustavy linedrnich rovnic

2. Soustavy linearnich rovnic

Cv. 2.1 Zapiste rozsifenou matici soustavy

Cv.

Cv.

. 2.2

. 2.3

.24

. 2.5

2.6

. 2.7

2.8

X1 +ZL‘2 = 6,
=371 + T2 = 2,

a vyTeste soustavu Gaussovou nebo Gaussovou—Jordanovou eliminaci.

Znazornéte FeSeni soustavy graficky jako prisecik primek (tzv. fadkovy pohled).
Déle vyjadrete pravou stranu soustavy jako kombinaci sloupcti matice soustavy
(tzv. sloupcovy pohled).

Vyteste Gaussovou nebo Gaussovou—Jordanovou eliminaci nasledujici soustavy
rovnic a urcete hodnost matic. Na zavér udélejte zkousku teseni.

2 —3 4|2 -3 6| 2 10 —1]1
@) (4 1 2[2], ® |1 =2 1] 3], (¢ |01 23
1 -1 33 3 3|-1 12 3|7

Kolik existuje raznych odstupnovanych tvara pro matice 3 x 4 (bez ohledu na
konkrétni hodnoty prvki)? A kolik pro matice n x n?

Necht matice A je v odstupnovaném (tj. REF) tvaru. Diskutujte, které podmatice
A jsou také v REF a které uz byt nemusi.

Zname elementarni fadkové tpravy. Které fadkové tpravy ale jsou ,nespravné“?
Najdéte soustavu 3 line4rnich rovnic o 4 proménnych s fesenim

(a) (x1,29,23,24) =t-(—2,1,0,0), te€R.
(b) (1,9, x3,24) = (1,2,3,4) +¢-(—-2,1,0,0) +s-(0,0,1,1), t,s€R.

Najdéte konkrétni matici A takovou, aby pocet feSeni soustavy (A | b) byl:

oo pro kazdé b,

1 pro kazdé b,
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Cv. 2.9 Vyfteste soustavu linearnich rovnic s parametrem a € R:

— = Q

1 11
a 111
1 al|l

Cv. 2.10 Vyfteste soustavu linearnich rovnic s riznymi pravymi stranami:

0 2 -3 ~1 -9 1
A= 1 =5 4|, b= 1], b= 13], b= 5
-3 1 2 -3 3 ~15

To jest, vyfeste tii soustavy (A | b;) pro i = 1,2,3. Navrhnéte co nejefektivné;jsi
zpusob!
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3. Operace s maticemi

Cv. 3.1 Spoctéte nasledujici vyrazy:

Ovéite pomoci maticového nasobent, zda jsou vektory x = (0,1, 2)7, y = (0, —1,2)7
feSenim soustavy Az = b.

Cv. 3.3 Najdéte priklad nekomutativnosti nasobeni ¢tvercovych matic 2 x 2.
Cv. 3.4 Dokazte pro A, B,C € R™*" z definice:

(a) a(AB) = (aA)B = A(aB),

(b) A(B+C)=AB + AC,

(c) (A+ B)T = AT + BT.
Cv. 3.5 Dokazte:

(a) (ABC)T = CTBT AT,

(b) AT A je symetrickd matice pro kazdé A € R™*™,

Cv. 3.6 Bud A matice fadu 10 x 5, B matice fadu 5 x 20 a C' matice fadu 20 x 1. Jak
co nejefektivnéji (co do po¢tu aritmetickych operaci) spocitat souc¢in ABC?

Cv. 3.7 Pro A € R™*™ urcete nasledujici.

(a) Alae;)

(b) Ale; +¢;)
(c) (aes)TA
(d) (e +e;)"A
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(e) el Ae;
(f) =" Ay
Cv. 3.8 Vyjadrete elementarni fadkové Gpravy pomoci nasobeni matic.
Cv. 3.9 Co délaji matice elementarnich radkovych tprav pii nédsobeni matice A zprava?

Cv. 3.10 Spoctéte hodnost nésledujicich matic.

(a) A:@ 2)

(b) A= ab?, kde a,b € R"™.
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4. Regularni a inverzni matice

= wWw W
SN \V]

1
Cv. 4.1 Otestujte regularitu matice | 2
1

Cv. 4.2 Rozhodnéte, kdy je trojihelnikovd matice regularni.

Cv. 4.3 Dokazte, ze nésledujici matice jsou singularni, a to tak, Ze najdete nenulové
feSeni soustavy Az = 0:

(a) matice A mé nulovy i-ty sloupec tj. A, = 0;

(b) matice A méa i-ty a j-ty sloupec shodny, tj. A,; = A.; pro i # j.

Cv. 4.4 Najdéte inverzni matici k maticim

@ (3 3)

12 3
) [2 3 5
3 5 10
dy 0
()
0 d,

Cv. 4.5 Invertujte matice elementarnich radkovych dprav.
Cv. 4.6 Upravte nasledujici vyrazy.

(a) (ABC)™
(b) (I — BTA™)A + (ATB)TA-!

Cv. 4.7 Dokazte, ze pro A, B € R™*" kde A regularni, plati

(ABA e = AB* A,

Cv. 4.8 Invertujte matici fadu n:

1 11 1
1 2 2 2
A=1|1 2 3 3
1 2 3 n

Cv. 4.9 M¢jme blokovou matici (64 g) s bloky A, B,C' € R™*™,

(a) Rozhodnéte, kdy je regularni.
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(b) Urcete inverzi, pokud B = 0,,.

(c) Urcete inverzi obecné.

Cv. 4.10 Uvazujme matici v blokovém tvaru

T
a a
=5 ¢),
kde o # 0, a,b € R* ! a C € R®DUx(=1)_ Aplikujte na matici jednu iteraci
Gaussovy eliminace a odvodte rekurentni vzorecek na test regularity.
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5. Grupy a télesa

Grupy
Cv. 5.1 Zjistéte, zda je (Abelovou) grupou:

+),

\_/

Q,0), kde aob = “+b pro vSechna a,b € Q,
kdeaob—a+b+3provsechnaa beQ,

+), tj. mnozina F v8ech realnych funkei jedné proménné s operaci s¢i-
ani funket,

a) (Q,

(

(@

(Q \{0} o), kde a o b = |ab| pro viechna a,b € Q,
(@ o),

(@),

(F,

téa

(h) mnoZina rotaci v R? kolem poc¢atku s operaci skladani zobrazeni,

(i) mnoZina posunuti v R? s operaci skladani zobrazeni.

Cv. 5.2 Vyplite tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Vysledek zdtuvodnéte.

o|0]1
(a) | O

—_

—~
o
=

| —| D O

—~
o
~
| O

(d)

N —=| D] O
=)

Cv. 5.3 Rozhodnéte a zdivodnéte, zda je Abelovou grupou mnozina

1 =z . . ”
{ (0 1) ;2 € Z} s maticovym soucinem.

Cv. 5.4 Mé&me grupu (G,o) s neutralnim prvkem e a inverze k prvku a necht je a~
Provedte:

1

(a) najdéte e,
(b) upravte (aob)™?

Cv. 5.5 Najdéte rtuzné piiklady podgrup grupy matic (R™*" +).
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Konecna télesa 7,

Cv. 5.6 Vyjadrete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a) (27'+1)4)"' a4/3 v telese Zs,
(b) 6+7, =7,6-7, 7 1a6/Tv télese Zy;.

Cv. 5.7 Nad Z; najdéte mnozinu vsech feSeni soustavy rovnic

3r+2y+z =1,
dr+y+3z2=3

a spocitejte jeji mohutnost.
Cv. 5.8 V Z; spocitejte mocninu matice A% pro matici A = (37).

Cv. 5.9 Spocitejte 203332 v télese Zs;.
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6. Permutace
Cv. 6.1 M¢jme permutace
(1 2 3 456 (1 2 3 456
P=\2 34165/ 97\1 32506 4)
Najdeéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte permutace p, ¢ mezi sebou v obou
poradich.
Cv. 6.2 Mg¢jme permutaci
p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).
Spocitejte permutace p° a p~'4.
Pro jakou nejmensi mocninu k¥ > 1 dostaneme p* = id?

Cv. 6.3 Rozlozte permutaci (1,2,3,4,5) na slozeni transpozic, a to alesponn dvéma rtz-
nymi zpusoby. Jaky je nejmensi mozny pocet transpozic, které k rozkladu po-
tfebujeme?

Cv. 6.4 Dokazte, ze kazdou permutaci p € S, lze slozit pomoci nanejvys n—1 transpozic.
Obecné, permutace p € S, se sklada z k cykli. Pomoci kolika transpozic se da
slozit? Najdéte vSechny moznosti.

Cv. 6.5 Urcete znaménko permutace r zadané tabulkou:

(1 2 3 ... m—1 n
"“\non-1n-2 ... 2 1

Cv. 6.6 Najdéte viechny permutace splijici p € Sip a p* = (1,3)(2,4)(7,8,9, 10).

Cv. 6.7 Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Cv. 6.8 Najdéte vsechny symetrie obdélniku, popiste je permutacemi a ovéite, ze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).

1 2
3 4
Cv. 6.9 Najdéte vSechny symetrie ¢tverce, popiste je permutacemi a ovéite, ze tvori

podgrupu grupy (Sy, o).
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7. Vektorové prostory a podprostory, linearni obal

Vektorové prostory a podprostory

Cv. 7.1 Rozhodnéte, zda tvoii vektorovy prostor:

(a) Zy nad Z,,
(b) R™ nad Q,
(c) Q" nad R,
(

d) R” nad R s operacemi t @y =x+y, a®r = —a - x,
(e) R" nad R s operacemi t @y =2z +y, a ©x = |af - x,

(f) U x V nad T, kde U,V jsou vektorové prostory nad T, s¢itani a nasobeni
je definovano standardné po slozkéch.

(g) mnozina vSech zobrazeni f: M — V nad télesem T, kde M je dan& mnozina
a V vektorovy prostor nad T.

Cv. 7.2 Najdéte netrivialni podmnozinu R?, ktera je:

(a) uzaviend na s¢itani a od¢itani, ale ne na néasobky,

(b) uzaviena na nésobky, ale ne na séitani.

Cv. 7.3 Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny vektori tvoii podprostor R?:

(a) {(s,55)"; s € R},
(b) {(s+t,1)T; s,t € R},
(c) {(s,5%)7; s €R},
(d) {(s—t,2t)T; s,t € R}.

Cv. 7.4 Bud A € R™*". Dokazte, ze {x € R"; Ax = 0} tvori vektorovy podprostor R™.
Cv. 7.5 Naleznéte vlastni priklady podprostorti prostoru matic R™*" nad R.

Cv. 7.6 Rozhodnéte, zda nasledujici tvori podprostor prostoru realnych posloupnosti
R>® = {(z1,29,...); z; € R, i € N}:

libovolné).
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Linearni obal, linedrni kombinace
Cv. 7.7 Bud V vektorovy prostor a M, N C V mnoziny vektori. Rozhodnéte, zda plati
(a) span(span(M)) = span(M),
(b) M C N = span(M) & span(N),
(c) M C N <« span(M) € span(N),
(d) span(M N N) = span(M) N span(V),
Cv. 7.8 Rozhodnéte, zda vektory (1,2)T a (3,4)T generuji R?.

Cv. 7.9 Rozhodnéte, zda existuje linearni kombinace zadanych vektort dévajici vektor
r = (1,2,3)T a pokud ano, tak ji najdéte:
(a) (1,L,1)7,(2,1,3)7,(3,1,5)"
(b) (2,1,3)",(3,1,2)", (1,1, 1) .
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8. Linearni zavislost a nezavislost

Cv. 8.1 Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tii vektort linedrné zavisly.
Cv. 8.2 Zjistéte zda jsou vektory z R? linearné nezavislé:

(a) (2,3,-5)T, (1,-1,1)T, (3,2, —-2)T.

(b) (2,0,3)T, (1,—1,1)T, (0,2, 1)7.

Cv. 8.3 Necht u,v,w jsou linearné nezavislé vektory z vektorového prostoru V nad R.
Rozhodnéte, zda-li jsou nasledujici mnoziny linedrné nezavislé.

Cv. 8.4 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a méme dvé mnoziny vektori
X CY C V. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:
a) Je-li X nezavisla, pak je Y zavisla.
b)
c) Je-li X zavisla, pak je Y zavisla.
)
)

(
(b) Je-li X nezavisla, pak je Y nezavisla.
(
(d

(e) Je-li Y zavisla, pak je X zavisla.

Je-1i Y nezavisla, pak je X nezévisla.

Cv. 8.5 Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)T, (1,0,1,1)T, (1,1,0,1)7, (1,1,1,0)T jsou
linearné zéavislé v R* resp. v Z3.

Cv. 8.6 Budte U,V podprostory prostoru W. Dokazte, ze UNV = {o} pravé tehdy, kdyz
kazdy vektor x € U 4+ V se da jednoznac¢né zapsat jako x = u + v, kde u € U,
veV.

Cv. 8.7 Urcete, zda nasledujici mnoziny vektort jsou linearné nezavislé v prostoru real-
nych funkeci R — R (nad télesem R).

(a) {22 -1, x — 2, 3z}.
(b) {z*+2x+3,z+1,z—1}.

(c) {sinzx, cosx}.

Cv. 8.8 Najdéte ¢tyfi linearnd zavislé vektory z R* tak, aby:

b

(a) pravé jeden vektor byl linearné zavisly na ostatnich,

(b)

(c) pravé tii vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,
)

pravé dva vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,

(d) kazdy z nich byl linearné zavislych na ostatnich tiech,
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9. Baze a dimenze

Baze a souradnice

Cv. 9.1 Najdéte bazi a urcete dimenzi nasledujicich vektorovych prostori:

(a) R? nad R,
(b) C? nad C,
C2 nad R,

)
(c)
(d) P
(e) RQXQ nad R,

(f) prostor symetrickych matic v R**? nad R.

Cv. 9.2 Zjistéte, zda (—1,5,3)T € span{(1,2,2)7, (4,1,3)T}.

Pokud ano, tak urcete souradnice vektoru vzhledem k dané béazi.

Cv. 9.3 V prostoru P? najdéte soufadnice vektoru z? + 2 vzhledem k bazi 22 + 1, x — 2,
222 + 1 — 1.

Cv. 9.4 Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B = {21, 29, 23, 24} jsou [v]g = (a1, as, az, as)? .
Urcete souradnice vektoru v vzhledem k béazi B’, pokud

(a) B, = {Z47’Z37’Z2721}7
(b) B/ — {Zl + Z4yR9y 23, Z4}a

(C) B = {21 + 244 29 + 23, 24, 22}.

Dimenze
Cv. 9.5 Najdéte vsechny podprostory vektorového prostoru R? nad R.
Cv. 9.6 Urcete pocet podprostorii ZI% nad Z,,.

Cv. 9.7 Budte U,V podprostory vektorového prostoru W a necht dimU = 7, dim V' = 8,
dim W = 13.

(a) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U + V') a najdéte konkrétni priklady,
kdy se obé meze nabydou.

(b) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U N V') a opét ukazte, Ze je odhad
tésny.

Direktni soucet

Cv. 9.8 Necht U,V jsou podprostory vektorového prstoru W. Dokazte, ze pokud UNV =
{0}, pak kazdy vektor w € U+V lze zapsat jedinym zpiisobem ve tvaru w = u+wv,
kdeuweUavelV.

Cv. 9.9 Bud W direktnim souc¢tem svych podprostori U, V. Dokazte: Je-li uy, ..., u,,
béze U a vy,...,v, baze V, pak uy, ..., Up,v1,...,0, je baze W.
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Cv.

Cv.

. 10.1

. 10.2

10.3

. 10.4

. 10.5

. 10.6

. 10.7

10.8

10. Maticové prostory

(] ()

Postupné nad télesy R, Zs a Z; rozhodnéte, zda plati:

Bud

(a) v € Ker(A),
(b) veS(A).

Najdéte baze prostori R(A), S(A) a Ker(A) pro matici

1
A =12
3

O = N

2 3
1 3
1 4

Najdéte matici A takovou, Ze

(a) R(A) obsahuje vektory (1,1)7,(1,2)T a S(A) obsahuje (1,0,0)7, (0,0, 1),
(b) bazi R(A) i S(A) tvorf vektor (1,1,1)T a baze Ker(A) je (1,-2,1)T.

Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R™*" plati

(a) S(A) = S(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),
(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A) = S(B).

S vyuzitim maticovych prostort urcete dimenzi prostoru

V={zeR" z;+...+z, =0}

Z vektoru vyberte bazi prostoru V' = span{v;, vs, vs3,v4} a pro ostatni vektory
najdéte souradnice vici této béazi:

U1 = (37 17574>T7 Vg = (2727 373)T7 V3 = (17 _1727 1>T7 Vg = (1737 17 1)T

Urcete, jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matice
(a) Ae R™" B e R"P,
(b) A € R™ " regularni, B € R"*?.

Rozhodnéte, zda plati rank(A + B) < rank(A) + rank(B) pro A, B € R™*".
(Hint: Jaky je vztah mezi prostory S(A + B) a S(A) + S(B)?)
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11. Linearni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické
bazi

Definice linearniho zobrazeni

Cv. 11.1 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni f: R? — R? jsou linearni:

(a) flz,y) = (z,y+3)7,
(b) f(z,y) = (z +2y,y)7,
(c) f(z,y)=(0,0)T,
d) f(z,y) = (2*,9)".

(
Cv. 11.2 Rozhodnéte, zda nésledujici zobrazeni z prostoru R™*"” jsou linearni:

(a) f(A) = AT,
(b) f(A) = 1L,
(c) f(A) =A%
(d) f(A) = ai,
(e) f(A) = RREF(A),

Matice linearniho zobrazeni vzhledem ke kanonické bazi

Cv. 11.3 Pro linearni zobrazeni f: R? — R? dané prepisem f(z,y) = (z +y, v — y)T
vypoctéte matici linearniho zobrazeni viici kanonické bazi.

Cv. 11.4 Najdéte obraz vektoru v = (—1,1,2)7 pri linedrnim zobrazeni f: R? — R?
definovaném:

£(1,0,0) = (1, 1), £(0,1,0) = (—1,2)", £(0,0,1) = (0,0)".

Cv. 11.5 Najdéte matici nasledujicich linearnich zobrazeni v roviné R? vzhledem ke kano-
nické bazi:

(a) Otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek.

(b) Projekce na osu x.

(c) Otoceni o 90° proti sméru hodinovych ruci¢ek a pak projekce na osu .
)

(d) Projekce na osu x a pak otoc¢eni o 90° proti sméru hodinovych rucicek.
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12.

Matice prechodu a matice linearniho zobrazeni

Matice prechodu

Cv. 12.1 V prostoru R? uvazujme dvé baze

B ={(1,1,1)",(0,1,-1)",(2,0,1)"}, B> =1{(3,2,2)",(1,0,1)",(1,2,2)"}.
(a) Sestrojte matici prechodu od baze By do kanonickeé.

(b) Sestrojte matici prechodu od kanonické baze do béaze Bj.

(c) Urcete souradnice vektoru (1,2,0)7 vzhledem k bazi B;.

(d) Sestrojte matici prechodu od béze By do baze Bj.

Cv. 12.2 Najdéte matici prechodu od béze by, by, b3, by k bazi by, by, by, bs.

Cv. 12.3 Uréete matici pfechodu od béze B; do baze B, prostoru P2, je-li

By={o*+1,2> -3z + 1,2 +2+3}, By={2*+2r+1,22°+1,2% — 2}

Matice obecného linearniho zobrazeni

Cv. 12.4 Uvazujme linearni zobrazeni f: R? — R? zadané obrazy kanonické béze:

Cv.

. 12.5

. 12.6

. 12.7

12.8

f(el) = (17 -1, 1)T7 f(62) = (07 1, ]-)T
Uvazujme dvé baze
B ={(1,-1)",(1,1)"}, By={(1,-1,1)",(1,0,1)",(0,1,1)"}.
Spocitejte:
(a) matici zobrazeni vzhledem ke kanonickym bazim, tj. | [f]

kan *

)
(b) matici zobrazeni od B ke kanonické bézi, tj. . [f]p, -
(c) matici zobrazeni od kanonické bazi k By, tj. g, [f]ian -
)

(d) matici zobrazeni od By k By, tj. g, [f]5, -

1

Uvazujme dvé linearni zobrazeni f,g: R?* — R3 zadana maticemi
3 1 3 1 1 1
B[f]kan = 101 ) B[g]kan = 121 )
2 1 2 1 1 3

kde B = {(1,0,—1)", (1,1,0)7, (1,—2,1)7}. Urcete ,, [g© fliun -

Méjme linearni zobrazeni f: U — V dané maticovym predpisem A = 5 [f]p .
Ukazte, ze matice RREF (A) reprezentuje stejné zobrazeni, ale vzhledem k jinym
béazim.

Zname matici z[f]|5 linearniho zobrazeni f: U — U. Jak muizeme urcit matici
B [f]B/ vuci bazi B'?

Me¢jme matici M linearniho zobrazeni. Diskutujte, kolik linedrnich zobrazeni
popisuje matice M?
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13. Vlastnosti a druhy linearnich zobrazeni

Obraz a jadro

Cv. 13.1 Pro linearni zobrazeni f: R?*? — R?*2? dané piedpisem A — (A — AT) rozhod-
néte, které vektory patii do jadra a které do obrazu:

@) I
o (5 o)
@ (1 1)
o (5 D)

Cv. 13.2 UvaZzujme linearni zobrazeni f: R® — R”. Ozna¢me linearni zobrazeni f! = f,
fP=fof, fr=fo frl Ukaite, ze Ker(f"V) C Ker(f").

Cv. 13.3 Bud f: R3 — R? linearni zobrazeni zadané

f(1,0,1) = (0, )",  f(0,1,1) = (=1,0)", £(1,1,0) = (1,0)".
(a) Urcete dim f(R?) a dim Ker(f).
(b) Najdéte bazi f(R3) a Ker(f).
Cv. 13.4 Co je obrazem prostoru span{sin x, cos x} pfi zobrazeni s matici (9§) vzhledem

k bazim {cosz — sinz, sinz} a {cosz + sinz, cosx}?

Cv. 13.5 Bud f: U — V linearni zobrazeni a W podprostor f(U). Dokazte, ze tzv. uplny
vzor

W) ={z €U; f(x) e W}

je podprostor prostoru U.

Zobrazeni prosté a ,,na*

Cv. 13.6 Najdéte priklady linearnich zobrazeni (vyjadrenych napiiklad maticové f(z) =
Az) takovych, aby zobrazeni
a) bylo prosté a ,na‘“,
b) bylo prosté, ale nebylo ,na“,
)
)

(c

(d) nebylo ani prosté, ani ,na‘“.

nebylo prosté, ale bylo ,na“,

Cv. 13.7 Mégjme linearni zobrazeni f: R — R zadané obrazem baze B:
f(2,1,1) =(1,2,3)7,
f(17 37 5) = (37 27 1>T7
F(7.1,4) = (1,1,1)"
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Zjistete, jestli je zobrazeni prosté (pokud neni, najdéte vektory u, v € R? takove,
zeu#vA f(u) = f(v)) ajestli je ,na“ (pokud ne, najdéte vektor, ktery nema
piedobraz, tedy u € R? takové ze Vv € R?: f(v) # u). Urcete dimenzi a bézi
obrazu a jadra tohoto linearniho zobrazeni.

Cv. 13.8 Jak pozname ze zadané matice A € T™*" linearniho zobrazeni f: U — V, Ze
zobrazeni f je prosté, resp. ,na“?

Cv. 13.9 Rozhodnéte, zda je dané linearni zobrazeni prosté a zda je ,na‘:

(a) f: R**? — R3 dané predpisem f(ccl Z) =(a+b+c,a+b, a)l,

(b) f: P?* — R*dané piedpisem f(az*+bzx+c) = (a+b, 2b—c, a—b+c, a+b)7T,
(c) f:P?* — R3 dané predpisem f(az?+bxr +c)= (a+0b, ¢, a+0b)T,
(d) f:P?* — R3 dané predpisem f(ax?+bxr +c) = (a+0b, 20 —c, a —b)T.

) =
) =

Isomorfismus

Cv. 13.10 Rozhodnéte, zda zobrazeni f: R?* — R? dané predpisem

f($ayaz) = ("L‘+y_22a Yy—z x_y)T
je isomorfismem R? na sebe sama (takzvanym automorfismem).

Cv. 13.11 Rozhodnéte, jestli jsou nasledujici dvojice vektorovych prostort isomorfni. Pokud
ano, najdéte vhodny isomorfismus.

(a) R¥>? a RY,
(b) R* a P3 (prostor realnych polynomt stupné nejvys tii),
(c) R™™ g R™™

(d) R™ nad R a C" nad C,

(e) R? a {& = (z1, 22, w3, 24)" € R* | 21 + 25 = 25 + 24 = 0},
(f) R* a prostor linearnich zobrazeni f: R* — R.

Cv. 13.12 Bud f: U — V isomorfismus a x,...,x, € U. Dokazte, ze jsou-li xy,...,x,
linedrné nezavislé, pak i f(xy),..., f(z,) jsou linearné nezavisle.
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14. Afinni podprostory

Afinni podprostory, afinni nezavislost

Cv. 14.1 Ukazte, ze mnozina feSeni (feSitelné) soustavy Ax = b je afinni mnozina, a to
tak, Zze je uzaviena na afinni kombinace.

Cv. 14.2 Rozhodnéte, zda vektory
zo=(1,2,3)", 2, = (2,3, )7, 2y =(1,3,2)7, 25 =(2,1,3)7
jsou afinné nezavislé.
Cv. 14.3 Rozhodnéte, zda vektory
o= (1,0,2)", 2, = (2,2, )7, 2, =(2,1,3)" a 23 =(3,3,2)"
lezi v jedné roviné.

Cv. 14.4 Dokazte, ze vektory xg, 1, . .., T, jsou afinné nezavislé prave tehdy, kdyz vektory
vo= (zf, )7, yr = (2, )7, ..., y, = (21, 1)7 jsou linearns nezavislé.

Cv. 14.5 Rozhodnéte, zda M = N pro

(a) M =span{(1,2)T} + (1,-1)%,
N =span{(2,4)"} +(2,3)",
(b) M =span{(1,2,1)7,(2,1,0)7} + (1,0,0)7,
N = span{(0,3,2)7, (3,0, -1)T} + (2, -1, -1)T.

Afinni zobrazeni

Cv. 14.6 Uvazujme dvé afinni zobrazeni f, g v roviné, pri¢emz f predstavuje preklopeni
podle piimky p = {(x,10); z € R} a g predstavuje preklopleni podle pfimky

q=A{(2,y);y e R}.
(a) Najdéte maticovy predpis zobrazeni f,
(b) najdéte maticovy piedpis zobrazeni g,
(c) z predchozich predpisi odvodte maticovy predpis zobrazeni f o g.
Cv. 14.7 Dokazte:
(a) Obraz afinniho podprostoru pfi afinnim zobrazeni je afinni podprostor.

(b) SloZenim dvou afinnich zobrazeni dostaneme opét afinni zobrazeni.

(¢c) Bud f: U — V linearni zobrazeni a v € V. Pak vzor vektoru v
f7 ) ={uelUs; f(u) =v}
je afinni podprostor v U.

Cv. 14.8 Najdéte tuplny vzor f~!(Iy) pro linearni zobrazeni f: R**? — R**? zadané
f(A) = 2(A+AT).
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