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1. Analytickd geometrie a motivace k soustavam rovnic

Cv. 1.1

Cv. 1.2

Cv. 1.3

Vyjmenujte co nejvice zptisobti, jakymi lze zadat primku v prostoru. Diskutujte
predpoklady a omezeni jednotlivych pristupii.

Reseni:
Moznosti je cela fada:

e Bod a smérnice primky. Bod mize byt libovolny bod na piimce, smérnice
je libovolny nenulovy vektor.

e Duva body na primce. Libovolné, ale rizné, body na pfimce.

e Duvé rovnice. Dvé rovnice musi popisovat rizné roviny, to znamena, ze jedna
nesmi byt ndsobkem druhé. Navic jejich normély nesmi byt nulové vektory,
jinak by rovnice nepopisovala rovinu.

Najdéte rovnicové vyjadieni roviny, které je popséana bodem [3, 2, 1] a smérnicemi
(1,1,1), (2,—1,0).

Reseni:

Normaélu ziskdme napiiklad vektorovym sou¢inem smérnic (1,1,1) x (2, —1,0) =
(1,2, —3). Rovnice ma tudiz tvar z; + 2z — 3x3 = d. Absolutni ¢len d uréime ze
znalosti bodu roviny, tedy d =1-3+2-2 —3-1 = 4. Rovnice tak je

T +2ZL‘2 —3ZL'3 =4,

Pokud se chceme vyhnout pouziti vektorového soucinu (nebo jej nezname), bu-
deme uvazovat normalu v obecném tvaru (a,b, c) a rovnici tak ve tvaru ax; +
bxs + crs = d. ProtoZze rovina obsahuje bod [3,2, 1], dostavame rovnici

3a+2b+c=d.

JelikoZ rovina ma smérnice (1,1, 1), (2, —1,0), které musi byt kolmé na normélu,
dostavame dalsi dvé rovnice

a+b+c=0, 2a—b=0.

Celkem tak méme 3 rovnice o 4 neznamych. To neni prekvapivé, protoze vysledna
rovnice neni jednozna¢néa — mizeme uvazovat jeji libovolny nasobek. Kazdopadné
vyTeSenim soustavy dostaneme jako feseni a = ¢, b = 2t, ¢ = —3t, d = 4t, kde
t € R je libovolné. Zvolime napiiklad ¢ = 1 (nebo jakékoli jiné nenulové t) a
méame jako TFeSeni rovnici

r1 + 229 — 323 = 4.

Na zavér doporucujeme udélat zpétnou zkousku dosazenim bodu a smérnic!
Najdéte parametrické vyjadieni roviny 2x; + 325 + 23 = 4.

Resent:
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Cv. 14

Cv. 1.5

Cv. 1.6

Jeden bod roviny najdeme tak, Ze zvolime libovolné hodnotu dvou slozek a dopo-
¢itame tu zbylou. Napiiklad zvolme x5 = x3 = 0 a z rovnice dostaneme z; = 2.
Tudiz mame bod [2,0, 0].

Smérnice ziskame jako dva rizné vektory (jeden nesmi byt nasobkem druhého),
kolmé na normalu (2,3,1). Muzeme to snadno uhadnout a zvolit napiiklad
(0,1,-3) a (1,0, —2). Kdo to nevidi hned, uvédomi si, ze smérovy vektor (a, b, c)
musi byt kolmy na normélu, tj. 2a + 3b + ¢ = 0. Z této rovnice najdeme dvé
rizné teSeni. Napiiklad dosadime a = 0,0 = 1 a dopocitame ¢ = —3, a jako
druhé feseni dosadime ¢ = 1,b = 0 a dopoc¢itame ¢ = —2. Opét musime byt
trochu opatrni, aby smérnice neudavali stejny smér.

Urcete parametricky popis primky, zadané dvéma rovnicemi:
$1+3[L‘2+l‘3 :2, 2l‘1+5l‘2+l‘3 = 3.
Reseni:
V zasadé vyTesime soustavu rovnic a vyjadiime feseni pomoci parametru ¢.

Napriklad eliminaci proménné x; dostaneme rovnici zs + x3 = 1. Zvolime t = x3
jako parametr a pomoci néj vyjadiime ostatni proménné. Z rovnice xo + 3 = 1
odvodime o = 1 — x3 = 1 — t. Z ptivodni rovnice x; + 325 + 3 = 2 vyjadiime
x1=2—-3xs—23=2-3(1—-¢t)—t=—-1+2t.

Vysledek: [x1, z9, 23] = [-1+2t,1—¢,t] = [-1,1,0] +¢(2,—1,1). To jest, pfimka
prochazi bodem [—1,1,0] a mé& smérnici (2, —1,1).

Najdéte dvé rovnice, popisujici piimku [3,2, 1] 4+ #(1, —1,1).

Reseni:

Kazda rovnice musi vyhovovat bodu [3,2, 1] a jeji normala musi byt kolma na
smérnici (1,—1,1). Navic dvé vysledné rovnice musi popisovat odlisné roviny,
tedy nesmi byt az na nasobek stejné.

Zvolme normélu napiiklad (1,1,0), ta je kolmé na smérnici. Norméle odpovida
rovnice 71 + o = d a ze znalosti bodu [3,2,1] odvodime d = 5. Nyni zvolme
jinou normélu, napiiklad (0, 1,1), ktera je téz kolmé na smérnici. Ta odpovida
rovnici 25+ 23 = d’ a ze znalosti bodu [3, 2, 1] odvodime d’ = 3. Tudiz vysledkem
jsou rovnice 1 + x5 = 5, T9 + 3 = 3.

Poznamenejme, Ze feSeni neni jednoznacné. V druhém kroku jsme mohli zvolit
normélu (1,0, —1), ktera vede na rovnici z; — x3 = 2. TudiZ rovnice z1 + o = 5,
xr1 — xr3 = 2 davaji také spravné feseni.

Déle jesté podotknéme, ze dvé rovnice staci. Pokud bychom k rovnicim x1 +x =
5, xo+x3 = 3 pridali jesté rovnici x1—z3 = 2, tak soustava r1+xs = 5, rot1x3 = 3,
xr1 — w3 = 2 sice stéle popisuje zadanou primku, ale tfeti rovnice je redundantni.
Vskutku, ¢tenar jisté snadno ovéri, Ze je rozdilem prvni a druhé rovnice.

Urcete viechny mozné vzajemné polohy dvou piimek v prostoru R®. Dale, po-
piste, jak lze dané polohy zjistit, pokud jsou obé primky definovany parametricky
nebo rovnicemi.

Reseni:
Mozné polohy primek:
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Rovnobézné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné primky je nédsobkem smérového vek-
toru druhé ptimky, ale pifimky nemaji prusecik.

Rovnicové: VSechny normaly jsou v jedné roving, tj. kazdou normalu mu-
zeme vyjadrit jako soucet ndsobkl normal rovnic druhé primky. Déale, zadny
bod nevyhovuje vSem rovnicim naraz.

Totozné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné primky je nédsobkem smérového vek-
toru druhé primky a navic primky maji prisecik.

Rovnicové: VSechny normaly jsou v jedné roving, tj. kazdou normalu mi-
zeme vyjadrit jako soucet nasobkiti normal rovnic druhé piimky. Déle, aspon
jeden bod vyhovuje vSem rovnicim naraz.

Riznobézné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné pfimky neni nasobkem smérového vek-
toru druhé primky a primky maji prusecik.

Rovnicové: Aspon jednu normélu nemizeme vyjadiit jako soucet nasobku
normal rovnic druhé primky. Déle, aspoi jeden bod vyhovuje vSem rovnicim
naraz.

Mimobezné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné pfimky neni nasobkem smérového vek-
toru druhé primky a primky nemaji prisecik.

Rovnicové: Aspon jednu normélu nemizeme vyjadrit jako soucet nasobku
normal rovnic druhé pifimky. Dale, zadny bod nevyhovuje vSem rovnicim
naraz.

Cv. 1.7 Urcete vzajemnou polohu dvou piimek, zadanych bodem a smérnici

Cv. 1.8

p:[1,5,3], (1,-2,-2), ¢:[3,1,-1], (-1,2,2).

Reseni:

ProtoZe jsou smérnice az na nasobek stejné, jsou piimky rovnobézné nebo to-
tozné. Snadno ovétrime, Ze bod [1, 5, 3] piimky p lezi na p¥imce ¢, nebot [1,5, 3] =
3,1, —1] + t(—1,2,2) pro t = 2. TudiZ jsou piimky totozné.

Najdéte kvadratickou funkei, prochézejici body [1,1], [2,2], [3,7].
Reseni:

Kvadraticka funkce méa tvar y = ax? + bz + ¢. Dosazenim t¥ech bodt dostavame
soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych

a+b+c=14a+2b+c=2,9a+3b+c=17,

z ¢ehoz vypocitame a = 2, b = —5, ¢ = 4. Vysledna funkce tudiz je

y = 22° — 51 + 4.
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2. Soustavy linearnich rovnic

Cv. 2.1 Zapiste rozsifenou matici soustavy
T+ Ty = 6,
—3371 + X9 = 2,
a vyTeste soustavu Gaussovou nebo Gaussovou—Jordanovou eliminaci.

Znazornéte FeSeni soustavy graficky jako prisecik primek (tzv. fadkovy pohled).
Déle vyjadiete pravou stranu soustavy jako kombinaci sloupcti matice soustavy
(tzv. sloupcovy pohled).

Reseni:
Rozsitenéd matice soustavy je

1 116
-3 112)°

Aplikaci elementarnich fadkovych tprav snadno nalezneme feSeni (xy1,z5) =

(1,5):
1 116 1 1] 6 1 116 1 01
-3 1|2 0 4120 0 1|5 0 115/
o (5,9)
v (6,2
(17 /7 ( )
N s
// 4
&i\) //
+ i
// Z1 e
(17_3)
Rovnice 21 + x5 = 6 a —3x1 + x5 = 2 popisuji dvé piimky v roviné, reSeni

soustavy (1,5) je jejich prusec¢ikem.
Sloupce rozsitené matice soustavy muzeme zakreslit jako vektory v roviné. Reseni

soustavy pak fiké, ze vektor pravych stran (6,2) dostaneme sectenim (1-krat
prodlouzeného) vektoru (1, —3) a 5-krat prodlouzeného vektoru (1,1).

Cv. 2.2 Vyfteste Gaussovou nebo Gaussovou-Jordanovou eliminaci nasledujici soustavy
rovnic a urcete hodnost matic. Na zavér udélejte zkousku teseni.

2 —3 4|2 5 —3 6] 2 10 —1]1
) (4 1 2[2], ® |1 -2 1] 3], (¢ {01 23
1 -1 33 2 3 3|-1 12 3|7
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Reseni:

(a)

Aplikaci elementarnich fadkovych uprav prevedeme rozsifenou matici sou-
stavy do odstupnovaného tvaru:

2 =3 4|2 1 -1 3|3 1 -1 3 3
4 1 212 ~12 -3 42| ~10 -1 =2| 4|~
1 -1 3|3 4 1 212 0 5 —-10]-10
1 -1 3 3
~10 -1 -2| -4
0 0 —=20|-30

Zpétnou substituct ziskdme jediné FeSeni soustavy (1, z2, 23) = (—3,1,3).
Alternativné muzeme také pouzit Gaussovu—Jordanovu eliminaci a prevést
matici do redukovaného odstupnovaného tvaru

1
0
0

O = O

1
0} —3
0o 1
3
Ll 3
Hodnost matice je dana po¢tem nenulovych fadkt (poctem pivott) odstup-
novaného tvaru. V tomto piipadé plati rank(A) = rank(A | b) = 3.
Dosazenim ovéfime, Ze vektor (zy,xs,z3) = (—%, 1, %) opravdu vyhovuje
soustavé (ale uz neovéfime, zda potencialné neexistuje néjaké dalsi feseni).

Opét upravime matici pomoci elementarnich radkovych uprav:

5 =3 6| 2 1 =2 1] 3 1 =21 3
1 -2 1] 3| ~{5 -3 6| 2|~(0 7 1|-13]|~
2 3 3|1 2 3 3|-1 0o 7 1| =7
1 -2 1 3
~10 7 1]-13
0 00 3

Posledni fadek upravené matice reprezentuje rovnici 0zy + Oxy + Ox3 = 5,
soustava tedy nemé feSeni.

Vidime, zZe se v poslednim sloupci upravené matice nachéazi pivot a hodnost
rozsifené matice soustavy je rank(A | b) = 3, zatimco rank(A) = 2.

Aplikaci elementarnich uprav prevedeme matici na tvar:

1
0
1

N — O

—-11 1
2131 ~10
3|7 0

N = O

—1]|1 1
2131 ~10
416 0

o = O
[enl RN

1
3
0

Nyni pouzijeme zpétnou substituci. Z druhého fadku vyjadiime zo = 3 —
2x3, pricemz volnou proménnou x3 ponechame jako parametr. Nakonec
z prvniho fadku dostaneme z; = 1 + x3. Soustava ma tedy nekonecné
mnoho TeSeni ve tvaru

(%1,1‘2,1‘3) = (1 + x3, 3— 2373, 1’3) = (1,3,0) + x3 - (1, —2, 1)
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8
Cv. 2.3
Cv. 24

Geometricky mnozina feSeni tvori piimku, ktera prochazi bodem (1,3,0) a
mé smérnici (1, —2,1).

V tomto piipadé opét plati rank(A) = rank(A | b) = 2, ale zaroven je
rank(A) mensi nez pocet proménnych.

Dosazenim napiiklad pro 3 = 0 a 23 = 1 ovéfime, ze vektory (1,3,0) a
(2,1, 1) vyhovuji soustavé, a tim padem ji vyhovuji vechny na piimce (opét

vvvvvvvvv

Kolik existuje raznych odstupnovanych tvara pro matice 3 x 4 (bez ohledu na
konkrétni hodnoty prvki)? A kolik pro matice n x n?

Resen:

Riizné odstupnované tvary se odlisuji poc¢tem a pozici pivott. Matice 3 x 4 v od-
stupnovaném tvaru muze mit 0 az 3 pivoty (v kazdém fadku a sloupci nanej-
vy$ 1). Pro matici hodnosti r se pivoty vzdy nachézi postupné v prvnich r fadcich
odstupnovaného tvaru, staci proto uvazovat umisténi pivoti do riznych sloupci.
Pro matici 3 x 4 miizeme najit nasledujicich 15 rtiznych odstupnovanych tvart:

e jeden odstupiiovany tvar s 0 pivoty (nulova matice):

e 4 odstupnované tvary s 1 pivotem:

e Oe 00e _ 000e
0000 J,{o000]),l0000),{0000 ],
0000 0000 0000 0000

e 6 odstupnovanych tvara se 2 pivoty:

e e « Oe 0e 00
(0.__>’(00._>’(OOO‘)’(OO._>’(006:>’(OO
0000 0000 0000 0000 0000 00

e 4 odstupnované tvary se 3 pivoty:

Obecné, matice n X n muze mit 0 az n pivotd, v kazdém z n sloupcu se pi-
vot bud nachazi (v prvnim fadku, ktery je dosud bez pivota), nebo nenachézi,
dostaneme tedy 2" moznych riznych odstupnovanych tvaru. Alternativné, pro
k € {0,...,n} pivoti méme (}) moznych rozmisténi do n sloupct, tj. celkem
> i (1) = 2™ odstuphiovanych tvaru.

Necht matice A je v odstupnovaném (tj. REF) tvaru. Diskutujte, které podmatice
A jsou také v REF a které uz byt nemusi.

Reseni:

Z matice A muZeme odstranit libovolny fadek nebo vice fadku a podminky na
REF tvar zlistanou zachovany, ¢ili tato operace zachovava vlastnost byt v od-
stuptiovaném tvaru.

Libovolny sloupec vynechat nemizeme, naptiklad odstranénim prvniho sloupce
z matice (§¢) dostaneme matici, ktera v REF tvaru neni. Mizeme ale odstranit
jakékoli nebazické sloupce (tj. ty bez pivota) a také libovolné sloupce zprava.
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Cv. 2.5

Cv. 2.6

Zname elementéarni radkové tpravy. Které radkové upravy ale jsou ,nespravné“?

Reseni:

Napriklad vynasobeni fadku nulou. Nebo odecteni fadku od sebe sama. Nebo
odec¢teni naréz dvou Fadka navzajem od sebe (¢ili délame najednou dvé upravy;
kazda z nich je v poradku, ale musime je vykonat postupné).

Najdéte soustavu 3 linearnich rovnic o 4 proménnych s fesenim

(a) (21, 29,23,24) =t-(—2,1,0,0), te€R.
(b) ($1,[L‘2,l‘3,l‘4) = (1, 2,3,4) +1- (—2, 1,0,0) +s- (0,0, ]_, 1), t,s € R.

Reseni:
Toto je kreativni piiklad, moznych soustav (A | b) je bezpocet a lze k nimi dospét
riznymi tvahami.

(a) Protoze je mnozinou feSeni piimka, musime sestavit alesponi 3 rovnice. Déle
si uvédomime, Ze mezi feSenimi je nulovy vektor (volbou ¢ := 0), tudiz musi
byt prava strana nulova, ¢ili (by,be,b3) = (0,0,0). ProtoZe feSeni spliiuje
x3 = x4 = 0, tieti a ¢tvrty sloupec matice A mohou obsahovat libovolné
hodnoty. A konec¢né, protoze x; = —2x5, musi byt prvni sloupec matice A
polovinou druhého sloupce.

Hledanou soustavou tak miize byt napriklad

1
A=10
0

S O

00 0
1 0], b=|[0
0 1 0

(b) Analogicky jako v pfedchozim piipadé sestavime matici A. Vektor b dopo-
¢itame tak, aby (x1, 29, x3,24) = (1,2,3,4) bylo feSenim rovnic. Muzeme

vzit naptiklad
1 20 0 bt
A:<001 4)’b:<—J'

Cv. 2.7 Najdéte konkrétni matici A takovou, aby pocet feSeni soustavy (A | b) byl:

(a) oo pro kazdé b,
Reseni:
Napiiklad A = (11). Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R™*",
spliwjici vztah rank(A) =m < n.

(b) 1 pro kazdé b,
Reseni:
Napiiklad A = (). Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R"™*"
spliwujici vztah rank(A) = m = n.

(c) 0 nebo 1, v zavislosti na b,
Reseni:
Napriklad A = ((1)) Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R"*",
spliwujici vztah rank(A) =n < m.
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(d) 0 nebo oo, v zavislosti na b.
Reseni:
Napiiklad A = (§ ). Dané podmince vyhovuji pravé matice A € R™*",
splijici vztah rank(A) < min{m,n}.

Cv. 2.8 Vyfteste soustavu linedrnich rovnic n X n:

1 0 ... 01
-1 1

0
-1 -1 1|1

Reseni:
V zasadé aplikujeme standardni postup Gaussovy eliminace, i kdyz u téchto typu

prikladi je obcas vyhodnéjsi k odstupiiovanému tvaru matice dospét jinou sérii
elementarnich uprav.

Nejprve pricteme prvni fadek ke vSem ostatnim:

1 0 01 0 1
-1 1 1 0 1 2
-1 -1 1f~10 -1 2
-1 -1 -1 1|1 0 —1 -1 2

Nyni druhy fadek pfi¢teme ke vSem, co se nachézi pod nim:

1 0 01 10 01
0 1 2 0 1 2
0 —1 21 ~10 0 1 4
Do o0 Do 0f:
0 —1 -1 1]2 00 -1 114

1 0 ... 0] 1

0 1 2
L0

0 0 1|27t

Jzn) = (1,2,4,...,2m1).

Tento priklad ilustruje jesté jednu vlastnost Gaussovy eliminace a obecné reseni
soustav rovnic. Vstupni hodnoty jsou mala celé ¢isla, pouze 0, 1 a —1. Nicméné
béhem tprav matice, stejné jako na vystupu jako feseni, jsme dostali néktera ¢isla
exponencialné velkd (konkrétné 2"71). S touto vlastnosti musime poécitat mj. pii
navrhu a implementaci numerickych metod na feSeni (potencialné hodné velkych)
soustav rovnic. Velk4 ¢isla nebo ¢isla velmi blizko nuly totiz zhorsuji numerické
vlastnosti feSeni (zaokrouhlovaci chyby béhem vypoc¢tu mohou nartustat).

Z pravé strany matice vy¢teme feSeni x = (zq,. ..
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Cv. 2.9 Vyfteste soustavu linearnich rovnic s parametrem a € R:

1 111
a 111
1 all

— = Q

Resent:

Pomoci Gaussovy eliminace prevedeme matici na odstupnhovany tvar:

1 1 all 1 1 a 1 1 1 a 1
1 a 1|11 ~10 a—1 1-—a O ~10 a—-1 1—a 0
a 1 1|1 0 1—a 1—a*|1—a 0 0 2—a—da*|1—a

Hodnota v matici na pozici (3,3) je 2—a —a* = (1 —a)(a +2) a v zavislosti na
hodnoté parametru a muze byt nékdy nulova. Proto musime provést néasledujici
rozbor pripadii:
e Piipad a = —2.“ Posledni fadek odpovida rovnici (1 —a)(a+2)z3 = 1—a,
neboli 0 - z3 = 3. V tomto pfipadé feSeni neexistuje.
e Piipad a = 1.“ Posledni fadek odpovida rovnici (1 —a)(a + 2)z3 =1 — a,
neboli 0-z3 = 0. Pfedchozi radek je také nulovy. Tudiz zbyva jedina rovnice,
a to prvni, kterdA ma tvar z; + x9 + 23 = 1. V tomto pripadé je mnozina
feSeni nekonecné a je tvaru

(1 — x9 — x3, T9, x3), kde z9, 23 € R,

e  Pripad a ¢ {—3,1}.“ Nyni je hodnota v matici na pozici (3, 3) nenulova a
jedné se o pivota. Zpétnou substituci tedy dopoc¢itame jednoznacné reseni

(21, 22,23) = (T3 w20 7v2) -

Cv. 2.10 Vyfteste soustavu linearnich rovnic s riznymi pravymi stranami:

0 2 -3 —1 -9 1
A= 1 =5 4|, o= 1], b= 13|, bs=| 5
-3 1 2 -3 3 —15
To jest, vyfeste t¥i soustavy (A | b;) pro i = 1,2, 3. Navrhnéte co nejefektivnéjsi
zpusob!
Reseni:

Jelikoz lze pro vSechny tii soustavy pouzit Gaussovu eliminaci se stejnou sé-
rif elementarnich radkovych tprav, miZeme uvazovat vSechny tii pravé strany
najednou a aplikovat eliminaci na matici

0 2 -3/-1 -9 1 1 -5 4 1 13 d
1 =5 4] 1 13 5] ~ 0 2 -3|-1 -9 1] ~
-3 1 2/-3 3 —-15 -3 1 2/-3 3 —-15
1 -5 4, 1 13 5 1 =5 4} 1 13 5
~ |0 2 3/-1 -9 1]~10 2 -3|-1 -9 1|~
0 —14 14} 0 42 0 o 0 —-7|-7 =21 7
1 -5 4} 1 13 5 10021 4
~10 2 -3|-1 -9 1]~101 0|1 0 -1
0 0 1 1 3 -1 00 1]1 3 -1
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2. Soustavy linedrnich rovnic

Resenim soustavy je tedy vektor x = (2,1, 1) pro pravou stranu by, vektor x =
(1,0, 3) pro by a vektor z = (4, —1, —1) pro bs.
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3. Operace s maticemi

Cv. 3.1 Spoctéte nasledujici vyrazy:
(a) 24,
(b) A+ B,
(c)
(d)
()
kde

CT
Cwv,
BC

Resent:

(a) Pokud matice A je fadu m x n vysledna matice bude také fadu m x n. Vy-
slednou matici ziskame tak, ze kazdou slozku matice A nasobime piislusnou
konstantou (tj. hodnotou 2). Dostavame:

=2y )= (23,%%)-(C )

(b) Abychom mohli se¢ist matice A, B musi mit shodné rozméry (v8imnéme si,
Ze obé jsou shodného Fadu 2 x 2). Vysledna matice bude mit stejné rozméry
jako matice A (resp. B), tedy 2 x 2. Vysledek ziskame s¢itanim po slozkach,
tj. kazda pozice vysledné matice je sou¢tem hodnot z matice A a B na dané
pozici. Dostavame:

O ) Y i) B (P vl ) B

(c) Je-li puvodni matice rozméri m X n, transponované matice bude mit roz-
méry nx m. Jeji prvek na pozici (7, j) je pak roven prvku, ktery je v pavodni
matici na pozici (7,1). Proto ziskédvame:

S \2 =2 0/)
1 0

(d) Je-li matice C' fadu m x n, musi v byt n-slozkovy vektor a vysledkem bude
m slozkovy vektor. V tomto pfipadé je matice C fadu 2 x 3 a vektor v ma 3
slozky (Fady tedy souhlasi) a vysledkem bude 2-slozkovy vektor. Vysledny
vektor spoc¢teme nasledovneé:

Clo — 3 01 é f 3-1+0-24+1-3 \ [ 6
S \2 =20 3 S \2:14(-2)-240-3)  \-2)°
Na nasobeni jsme mohli také pohlizet jako na nasobeni matice C' fadu 2 x 3
s matici odpovidajici vektoru v fadu 3 x 1.
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(e) Je-li matice B fadu m x n musi byt matice C' fadu n x ¢ a vysledna matice
bude tddu m x £. V tomto pfipadé je matice B fadu 2 x 2 a matice C' fadu
2 x 3 (tedy rfady souhlasi) a vysledna matice bude fadu 2 x 3. Vyslednou
matici spoCteme nasledovné:
-1 -1\ /3 01
po= (T 73) (3 2 o)
_((=1D)34+ (=12 (=) -0+ (=1)-(=2) (=1)-1+(=1)-0
n 0-3+3-2 0-0+3-(-2) 0-1+3-0
(=5 2 -1
L6 -6 0/
Cv. 3.2 M¢jme A, b definované jako
11 2 3
A=1[11 1|, b= 1
2 20 —2
Ovéite pomoci maticového nasobent, zda jsou vektory x = (0, 1,2)7, y = (0, —1,2)7
feSenim soustavy Az = b.
Reseni:
Nasobenim Az dostavame
11 2 0 1-0+1-142-2 5
111 11=11-04+41-141-2]) =13
2 20 2 2:-0+2-140-2 2
Nasobenim Ay dostavame
11 2 0 1-0+1-(=1)+2-2 3
111 —1]l=11-041-(-1)+1-2] = 1
2 20 2 2:0+2-(-1)+0-2 -2
Vektor z tedy feSenim soustavy neni, zatimco vektor y ano.
Cv. 3.3 Najdéte priklad nekomutativnosti nasobeni ¢tvercovych matic 2 x 2.

Reseni:
Toto je kreativni priklad. V zésadé skoro kazdé dveé netrividlni matice splni za-
dani. Naptiklad:

C-CHEDEDEDC )

Cv. 3.4 Dokazte pro A, B,C' € R™*" z definice:

(a) a(AB) = (aA)B = A(aB),
(b) A(B+C) = AB + AC,
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(c) (A+ B)T = AT + BT,

Reseni:

Rovnost X =Y dvojice matic X, Y € R™" plati, pokud si jsou rovny vSechny
jejich prvky. Ve vSech podilohach proto otestujeme pro libovolnou dvojici indexi
1,7 rovnost X;; = Y;;.

(a) Z definice nasobeni skaldrem a maticového nasobeni vyjadiime
. ((aA) Jij = 2o (@A)in Brj = ZL A B,
o (A(aB))ij = Xjoy Aw(aB)r; = 3y AiwrByj.

Z vlastnosti komutativity a distributivity realnych ¢isel vyplyva vzajemna
rovnost vech tif vyrazu.

(b) Z definice nasobeni vyjadiime

n

(A(B + C)) Z Ai(B+C)iy =Y A(Byy + Cij)

= k=1

Roznésobenim ¢lenti sumy v prvnim vyrazu a jejich preusporddanim mi-
zeme rozdélit vyraz na dvé sumy odpovidajici druhému vyrazu.

(c) Z definice transpozice a s¢itani matic vyjadiime

(A+B)")y = (A+ B)ji = aji + by,
(AT + BTy = (AT)i + (BT)yj = aji + by

Cv. 3.5 Dokazte:
(a) (ABC)T = CTBTAT,
(b) AT A je symetrickd matice pro kazdé A € R™*™.

Reseni:

(a) Z prednasky vime, ze (AB)T = BT AT. Tuto vlastnost vyuZijeme dvakrat a
vyjadiime
(AB)O)T = CT(AB)T = CT"BT AT,

(b) Matice M je symetrickd, pokud MT = M. Ovéfime tedy tuto vlastnost pro
matici M = AT A. Odvodime M7 = (ATA)T = AT(AT)T = ATA = M, coz
dokazuje pozadovanou symetrii.
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Cv. 3.6 Bud A matice fadu 10 x 5, B matice fadu 5 x 20 a C' matice fadu 20 x 1. Jak
co nejefektivnéji (co do poé¢tu aritmetickych operaci) spocitat souc¢in ABC?
Resen:

Na vynésobeni dvou obecnych matic X € R™*" Y € R"*P je tfeba m - p skalar-
nich soucint ve tvaru (XY);; = 22:1 XirYyj. V ramci kazdého je tfeba provést n
nasobeni (za kazdy ¢len sumy) a n—1 souctii. Celkové tedy provedeme mp(2n—1)
aritmetickych operaci. Pfi nasobeni v poradi (AB)C' nejprve vynasobime AB,
coz stoji

10-20-(2-5 — 1) = 1800 operaci.

Matice AB ma rozmér 10 x 20. Nasobeni (AB)C' proto stoji dalsich
10-1-(2-20—1) = 390 operaci.

Celkem tedy nasobeni v pofadi (AB)C' stoji 2190 aritmetickych operaci.

Oproti tomu, nasobeni BC' stoji
5-1-(2-20—1) =195 operaci
a A(BC) stoji dalsich
10-1-(2-5—1) =90 operaci.
Celkem tedy nasobeni v potradi A(BC') stoji 285 aritmetickych operaci, coz je
podstatné méné, nez v prvnim piipadé.
Pouceni: I kdyz je nasobeni matic asociativni, a tudiz na uzévorkovani nezélezi

matematicky, tak na ném zalezi vypocetné.

Cv. 3.7 Pro A € R™*™ urcete nasledujici.

a) Z vlastnosti sou¢inu muzeme upravit A(ae;) = a(Ae;). Vyraz A(ae;) tedy
odpovida a-nésobku i-tého sloupce A,;. Pro a = 1 tak dostaneme znamé
trvzeni Ae; = A,;.

(b) Opét nejprve upravime A(e; + e;) = Ae; + Ae;. Vyraz A(e; + e;) tedy
odpovida souctu i-tého a j-tého sloupce A,; + A,;.

(c) Z vlastnosti sou¢inu mizZeme upravit (ae;)TA = a(el A). Vyraz (ae;)T A
tedy odpovida a-nésobku i-tého fadku A;,. Pro a = 1 tak dostaneme znamé
trvzenf el A = A,..
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(d)

(e)

(f)

Opét nejprve upravime (e; + ¢;)7A = e]TA + efA. Vyraz (e; + ¢;)T A tedy
odpovida souctu j-tého a j-tého radku Aj, + A;..

Aplikaci predchozich vztahu postupnym néasobenim dostavame (el A)e; =
Ajej = Ajj. Vyraz e;Aej tedy odpovida vybéru prvku a;;.

Vyuzijeme vSech predchozich vztaht a faktu, ze vektory z, y mizeme vyjad-
it jako kombinace x = x1e1+x2e0+. ..+ T ey 2y = y1€1+y2ea+. . .+ Yne,.
Poté

T Ay = (z1e1 + Toea + ...+ Tmem)  Alyrer +1yaea + ...+ ynen).

Z distributivity, asociativity a vztahu e] Ae; postupné dostavame

Z Z(:Eiej)TA(yjej) = Z Z xiyje;rAej = Z Z ZL‘Zy]AU
=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

Cv. 3.8 Vyjadrete elementarni fadkové tpravy pomoci nasobeni matic.

Resent:

(a)

Vynasobeni i-tého fadku skalarem o # 0 muzeme zapsat pomoci matice

1 0 ... ... 0
0

Ei(a) = «
: o0
0O ... ... 0 1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (i,47) zaménime 1 za «. Na-
sobenim touto matici zleva nasobime -ty fadek konstantou a.

To miizeme ovérit z definice nasobeni. Necht A € R™*" je libovolna matice
a E;(a) € R™™ je matice popsana vySe. Potom pro libovolny fadek j €
{1,...,m} asloupec k € {1,...,n} matice F;(a)A € R™*" plati:

(Bi(@)A)j = Y (Bi(a))jeAn

4

= (Ei(0));; A5 ((Ex(a));e # 0 pouze pro ¢ = )
_ {Aﬂf pro j 7 (dosadime za (E;());;)
aAj,  proj =1

Vidime, ze E;(a)A mé vSechny radky kromé i-tého shodné s matici A a i-ty
radek je vynésoben skalarem a.

Pri¢teni a-nasobku j-tého radku k -tému fadku, kde ¢ # j. Muzeme zapsat
pomoci matice
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J
1 0 0
Eij(a) = 1
7 a 0
1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (7, j) zaménime nulu za «.
Nasobenim touto matici zleva pricitame a-nésobek j-tého radku k i-tému.

Ovéreni provedeme z definice nasobeni matic. Necht A € R™*" je libovolna
matice a E;;(a) € R™*™ je matice popsana vyse. Potom pro libovolny fadek
ke {1,...,m} asloupec h € {1,...,n} matice E;;(a)A € R™*" plati:

(Eij(c)A)pn = Z(Ezj () koA,

¢
(Eij (@) ke Arn prok #i
(Eij () ewArn + (Eij(a))kjAjn - prok =1
(pro ostatni hodnoty m je (E;;())ke = 0)
) Awn pro k #1i
B Akh + OéAjh pro k =1
(dosadime piislusné hodnoty z matice Ej;())

Vidime, Ze vSechny radky kromé i-tého ztistaly zachovany a k ¢-tému radku
jsme pricetli a nasobek j-tého radku.

(c) Prohozeni i-tého a j-tého fadku muzeme zapsat pomoci matice

[ J
1 0 1
J 1 0

Tedy vezmeme jednotkovou matici a prohodime jeji -ty a j-ty radek. Né-
sobenim touto matici zleva prohazujeme -ty a j-ty radek.

Ovéreni zase provedeme z definice nasobeni. Necht A € R™*" je libovolna
matice £;; € R™ ™ je matice popsana vySe. Potom pro libovolny radek
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ke{l,...,m} asloupec h € {1,...,n} matice E;;A € R™*" plati:

(EijA)gn = Z(Eij)kéAéh
)

(Eij)krAgn - Dro k #1,j
= (Eij)kilin prok =j  (pro ostatni hodnoty ¢ je (Ejj)w = 0)
(Eij)kjAjn  prok =i

\
(A, prok #i,j
=< Ay, prok =3 (dosadime piislusné hodnoty z matice (E;;))

(Ajn prok =1

Vidime, ze (E;;)A mé vSechny fadky kromé i-tého a j-tého shodné s matici
A a i-ty a j-ty rfadek jsou prohozeny.

Cv. 3.9 Co délaji matice elementarnich fadkovych tprav pii nasobeni matice A zprava?

Reseni:

K odpovédi bychom mohli dojit nékolika zptisoby. Jedna moznost by byla vy-
nasobit postupné matici A maticemi elementarnich radkovych dprav zprava a
zanalyzovat vysledek. My vsak vyuzijeme toho, Ze vime, co se déje pfi nasobeni
maticemi elementarnich radkovych tuprav zleva a vlastnosti transpozice matic.
Pokud je FE jedna z matic tprav, dostavame

(AEYT = ET AT,

Na tento vztah se d& nahliZet tak, Ze sloupce AE odpovidaji fadkim ETAT.
Z definice matic elementarnich radkovych tprav je snadné nahlédnout, jak vy-
padaji jejich transpozice. Konkrétné

o (Ei(a))" = Ei(a),
o (Eij(e))" = Eji(a),

o (Ey)" = Ejy

Zatimco pro prvni a treti tipravu je transpozice rovna puvodni matici, pro pfi-

¢teni a-nasobku j-tého radku i i-tému se transpozici zméni na pii¢teni a-nasobku
1-tého radku k j-tému.

Vidime tedy, ze ET AT odpovida provadéni elementérnich fadkovych tprav na
fadky matice AT, které odpovidaji sloupciim matice A. Kombinaci viech téchto
pozorovani dostavame nasledujici zaveér.

a) Sloupce AFE;(a) odpovidaji fadkim F;(a)AT. Aplikaci této Gpravy zprava
p P J p pravy Zp
vynasobime i-ty sloupec matice A skalarem a.
b) Sloupce AE;: (o) odpovidaji fadktim E;(a)AT. Aplikaci této tprav
( j J j y
pricteme a-nésobek i-tého sloupce k j-tému sloupci matice A.

(c) Sloupce AE;; odpovidaji fadkim E;; AT. Aplikaci této tpravy zprava
prohodime -ty a j-ty sloupec matice A.
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3. Operace s maticemsi

Cv. 3.10 Spoctéte hodnost nasledujicich matic.

@ a=(5 o)

(b) A= ab?, kde a,b € R"™.

Resendt:

(a) K vypoc¢tu hodnosti je mozné vyuzit Gaussovu eliminaci. Vidime, Ze druhy

radek je fakticky 3-nésobek prvniho. Proto po jednom kroku eliminace, kdy
pri¢teme (—3)-nasobek prvniho rfadku k druhému dostavame matici

(b 0)

Ta je jiz v REF tvaru a jeji hodnost je 1.

Pro urceni hodnosti matice je dobré si uvédomit, jak matice vypada. Plati,
ze (ab");; = a;b;, explicitné

a1b1 a1b2 a1b3 e albn ale —
CLle a2b2 CL2b3 Ce CLan CLQbT —
a3b1 a3b2 CL3b3 c. Cbgbn — CL3bT —

b b b b bt —
apb1  Gpb2 ap03 ... ApOp G,

Rédky matice ab? jsou jen nasobky vektoru b?. Mohou tedy nastat pouze
dvé situace. Pokud a = 0 nebo b = 0, trivialng rank(ab’) = 0. V opa¢ném
pripadé existuje aspon jedno a; # 0 a v8echny fadky matice jsou nasobky
i-tého fadku. Podobné jako v predchozi tloze je tedy rank(ab”) = 1.
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4. Regularni a inverzni matice

1 3 2
Cv. 4.1 Otestujte regularitu matice | 2 3 5
1 11

Reseni:
Regularitu matice miizeme otestovat pomoci hodnosti matice. Pfevedeme matici
na odstupiiovany tvar:

13 2 13 2 1 3 2
2 35[~10 -3 1]~[0 =3 1
111 0 -2 -1 0 0 -2

Matice ma plnou hodnost, tedy je regulérni.

Cv. 4.2 Rozhodnéte, kdy je trojihelnikova matice regularni.

Reseni:

Horni trojuhelnikova matice je jiz (skoro) v odstupiiovaném tvaru. Pokud jsou
diagonalni prvky nenulové, pak to jsou pivoty a matice je regularni. Pokud ale-
spon jeden diagonalni prvek je nulovy, pak v prislusném sloupci neni pivot, a
tim padem je matice singularni.

Pro dolni trojihelnikovou matici je situace podobné. Matici transponujeme a
prevedeme tim na predchozi pfipad.

Cv. 4.3 Dokazte, ze nésledujici matice jsou singularni, a to tak, Ze najdete nenulové
feSeni soustavy Az = 0:

(a) matice A mé nulovy i-ty sloupec tj. A, = 0;

(b) matice A méa i-ty a j-ty sloupec shodny, tj. A,; = A.; pro i # j.

Resendi
(a) x = e;
(b) x =e; —¢;

Cv. 4.4 Najdéte inverzni matici k maticim

o ()

12 3
) [2 3 5
3 5 10
dy 0
(c)




22 4. Reguldrni a inverzni matice

Reseni:
Ve vsech trech pripadech vyuzijeme algoritmu, kdy pomoci Gaussovy—Jordanovy
(G-J) eliminace prevedeme matici (A | I,) na tvar (I, | A71).

(a) Pomoci G-J eliminace dostavame
2 1110 1 3|01 1 3]0 1
1 3|0 1 2 1110 0 =51 -2

<1 3‘ 0 1) <1 0‘ %
0 1]-% 2 0 1[-1

(b) Pomoci G-J eliminace dostéavame

12 3/100 1 2 3/ 100
23 5(010]~[0 -1 —-1|-210]~
35 10(0 01 0 -1 1|/-3 01
1 2 3/ 1 00 1 2 3/ 1 00
~l0 -1 =1|—2 1 0|~|0 -1 -1]=2 1 0]~
0 0 2/-1 -1 1 o o0 1|-f -1 1
NI U S R AU GO N
B PO S B G B B B
0 0 1f—=3 =3 3 00 1j—3 -3 3
(¢) Pomoci G-J eliminace dostavame
d 01 0 1 0|4 0
0 dn | 0 1 0 110 L

Jediné, co G-J eliminace provadi za operace je preskalovani radki, protoze
prvni podmatice je jiz v diagonalnim tvaru.

Inverzni matice existuje ale jen tehdy, kdyz vsechny hodnoty dy, ..., d, jsou
nenulové. V opa¢ném piipadé je matice singularni, a tudiz inverzi nema.

Cv. 4.5 Invertujte matice elementarnich radkovych dprav.

Reseni:
Ukézeme dva postupy.

1) Prvni zptisob je pomoci G-J eliminace pievodem (A | I,,) na (I,, | A~!). Matici
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E;(«) invertujeme takto:

1P 0o ... ... Oolr O ... ... 0
0 .. - o e e :
(Ei(a) | L) =1 . o . |t . 1 .ot~

01]: 0
0 0 0 0 1
0 01 O 0
0 0 :
~ 1 1/a | = (L] Ei(a™)
. . . 0 .. .0
O ... ... 0 1]0 ... ... 0 1

Matici E;j(«) invertujeme takto:

1 0o ... ... 0|1 O ... ... 0
o e
(Bij(a) | 1) = 1T - s e e

«Q o0
110 0 1
1 0 011 0 0
0 :
~ 1 1 = EZ]( @))
: .. 0 —Q 0
O ... ... 0 1 1

Matici £;; invertujeme takto:

(Bij | L) = ~

~ = (I, | Ej).

Tudiz Ei(O[)il = Ei(Ozil), Ei‘(Oz)il = Eij(—a) a E;l = EZ]

2) Druhy zptsob je vyuzitim vyznamu matic elementarnich uprav. Matice F;(«)
nasobi i-ty Fadek ¢islem « # 0. Inverzni operace je vydéleni i-tého fadku ¢islem
«, coZ je reprezentovano matici E;(a~!). Zkouska E;(a)E;(a™!) = I pak skutecné
overi, ze se jedna o inverzni matici.
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4. Reguldrni a inverzni matice

Cv. 4.6

Cv. 4.7

Matice E;;(a) pfi¢te a-nasobek j-tého fadku k i-tému. Inverzni operace je ode-
¢teni a-nasobku j-tého fadku od i-tého, coz je representovano matici E;;(—o).
Zkouska opét overi, ze se jedna o inverzni matici.

Matice F;; prohazuje i-ty a j-ty fadek. Inverzni operace je tatéz, vymeéna i-tého
a j-tého rddku. Tudiz matice F;; je inverzni sama k sobé.

Upravte nasledujici vyrazy.
(a) (ABC)™!
(b) (I — BTAH)A+ (ATB)TA™!

Resent:

(a) Stadi iterativné aplikovat pravidlo (PQ)~! = Q~'P~!. Tedy:

(ABC) ' = (A(BC)) ' = (BC) At =C'B 1A

(b) S vyuzitim zakladnich vlastnosti maticového sou¢inu, transpozice a inverze
odvodime

(I = B"A™H)A+ (ATB)TA™!
=IA—BTA'A+ (A"B)TA™'  [distributivita]
=IA—- BT+ (ATB)TA™! [definice inverze]
= A-BT +(ATB)TA™! [ndsobeni matici 7]

= A—- BT+ BTAA™? [transpozice sou¢inu matic]
=A-BT"+ BT [definice inverze]
= A

Dokazte, ze pro A, B € R™*", kde A regularni, plati

(ABA™hE = AB* A,

Resent:

Postupujeme matematickou indukei. Pro k = 1 tvrzeni plati, protoze

(ABA™Y)!' = AB'A™".

Indukéni krok. Necht tvrzeni plati pro k — 1, tedy (ABA™Y)F1 = ABF1A-L
Upravime za pouziti indukéniho pfedpokladu

(ABA™Y)F = (ABA™")""Y(ABA™") = (AB*"A™")(ABA™)

= AB" 1 (AT'A)BA™' = AB*'BA™!
= ABFA7
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Cv. 4.8 Invertujte matici fadu n:

Resent:

11
1 2
1 2
1 2

(\V]

Podle postupu sestavime rozsitenou matici:

1

1
(AlL) =1

1

Od tadki 2 az n odecteme prvni fadek a dostaneme

1 11
011
01 2
01 2

N N =

2

—1

0

o = O

0

(\V]

0 1

V levé ¢asti je vpravo dole je matice stejného typu jako A, pouze o fad mensi.
Postupujeme tedy indukei déle a po dalsich n — 2 krocich dostaneme

1 1
0 1
0
0

0

Nyni od prvniho fadku ode¢teme druhy, pak od druhého tfeti, atd. az od pfed-
posledniho ten posledni. Dostaneme matici, kde hledané inverze A~! je napravo

1 0 0 ... 02 -1 O 0

o 1 o0 ... 0-1 2 -1

0 1 0 0
0] : oo —1

0 0 110 0 -1 1

Cv. 4.9 Mgjme blokovou matici (64 g) s bloky A, B,C € R™*".
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4. Reguldrni a inverzni matice

(a)
(b)
(c)

Rozhodnéte, kdy je regularni.
Urcete inverzi, pokud B = 0,,.

Urcéete inverzi obecné.

Resent:

(a)

Regularitu mizeme otestovat Gaussovou eliminaci pfevodem do odstupno-
vaného tvaru. Uvédomme si, Ze pri eliminaci fadka odpovidajicich matici A
nijak neupravujeme tadky odpovidajici C' a naopak. Regularita matice je
proto podminéna regularitou bloku C', v opacném piipadé bychom dostali
nulovy fadek. Pokud je blok C' regularni, jsme schopni matici prevést do

tvaru
A B A B A 0,
0, C 0, I, 0, I.)

Tedy pokud by nebyl blok A regularni, mohli bychom z tohoto tvaru ziskat
Gaussovou eliminaci nulovy fadek. Regularita bloku A, C je tedy nutnou
podminkou regularity matice.

Zéaroven regularita A, C' zajistuje, ze miZzeme pievést matici do tvaru

[n On
0, I,/)’

coz je redukovany odstupniovany tvar ptvodni matice s plnou hodnosti.
Regularita bloka A, C je tedy jak nutnou, tak i postac¢ujici podminkou
regularity.

Pro vypocet inverze muzeme blokové zapsat rozsifenou soustavu jako

A 0,1, 0,

0, C1|0, I,)°
Podobné jako v predchozim poduloze se pii G-J eliminaci budou upra-
vovat fadky odpovidajici blokim A a C nezavisle na sobé. Pii prevodu
(A On | In On) se nulové bloky 0,, po celou dobu vypoc¢tu nebudou me-
nit a nebude na nich zaviset ani podoba eliminace. Na konci eliminace

proto dostaneme ([n 0, | A7? On). Obdobny prubéh bude mit i vypocet
na podmatici (On C10, [n). Inverzni matice mé proto tvar

A7t 0,
0, C7')°
Pro vypocet inverze mizeme blokové zapsat rozsifenou soustavu jako
A Bl|I, 0,
0, C\|0, I,)°
Opét vyuzijeme nezavislosti eliminace pro fadky odpovidajici blokim A a
C a prevedeme matici nejprve do tvaru

A B|I, 0,
0, I,]0, C')°
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Klicové je, ze po zbytek eliminace se spodni dva bloky jiz ménit nebudou.
Vime tedy, Ze inverzni matice mé tvar

X Y
0, C71t)°
kde matice X,Y zatim nezname. Urcit je mizeme ze vztahu matice a jeji
inverze,
A B\ (X Y\ (I, 0,
o ¢)\o, ¢t} \o, I,)°
Z tohoto vztahu mizeme odvodit dvojici soustav,
AX =1, a AY +BC'=0,.

Z prvni soustavy dostavame X = A~! z druhé Y = —A~1BC~!. Inverzni
matice ma tedy tvar

At —ATIBC!

On c! '
Pozndamka. Alternativni zpusob ziskani matic X, Y je, Ze upravujeme piimo
bloky v matici

A B\|I, 0,

0, I,|0, C1)°
Prvni blokovy féddek vyndsobime matici A~ (z bodu (a) vime, Ze existuje):

I, A7'BlA™Y 0,
0, I, 0, C!

a nakonec od prvniho blokového fadku odecteme A~!B-nasobek druhého:

I, 0,| A —A'BC!
0, I,

On c!
Cv. 4.10 Uvazujme matici v blokovém tvaru

T
a a
=0 ¢),
kde o # 0, a,b € R* ! a C € R®"Ux(=1)_ Aplikujte na matici jednu iteraci
Gaussovy eliminace a odvodte rekurentni vzorecek na test regularity.

Reseni:
Od druhého tadkového bloku odec¢teme éb—néxsobek prvniho fadku a dostaneme

@ al [« al
b—aéb C’—ébaT ~\o C’—ébaT ’

Tim jsme provedli jednu iteraci Gaussovy eliminace. Protoze pivot vlevo nahote
je nenulovy, muzeme usoudit, Zze matice A je regularni pravé tehdy, kdyz je
regularni matice C' — ibaT. Tim jsme zredukovali test regularity matice fadu n
na regularity matice matice radu n — 1.
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5. Grupy a télesa

Grupy

Cv. 5.1 Zjistéte, zda je (Abelovou) grupou:

(a) (@ +),
(b) (@ -),
(©) (@),
(d) (@\ {0},0), kde aob = |ab| pro viechna a,b € Q,
) (
) (
) (F,
téa

@@

e) (Q,o0), kdeaob—“+b pro vSechna a,b € Q,

(
(f) (Q,0), kde aob=a+ b+ 3 pro viechna a,b € Q,

+), tj. mnozina F vSech realnych funkci jedné proménné s operaci séi-
ani funkei,

(g

(h) mnoZina rotaci v R? kolem poc¢atku s operaci skladani zobrazeni,

(i) mnozina posunuti v R? s operaci skladani zobrazeni.

Reseni:
(a) (Q,+) je Abelovou grupou:

e scitani je komutativni i asociativni operace,
e neutralni prvek je 0

e k racionalnimu ¢islu ¢ je inverzni prvek —q.

(b) (Q,—) neni grupou, protoze rozdil racionalnich ¢isel neni asociativni ope-
race. Napiiklad (8 —6) —1=1#3=8— (6 —1).

(¢) (Q,-) neni grupou. Soucin je sice komutativni i asociativni operace a existuje
neutralni prvek 1, ale k ¢islu 0 neexistuje inverzni prvek.

(d) (Q\{0}, o) s operaci aob = |ab| neni grupou, protoze neni zarucena existence
neutralnfho prvku. Pro kazdé a < 0 a ¢islo e je a o e = |ae] > 0 > a. Tudiz
zaddné e nemuze splhovat definici neutralniho prvku pro zaporna a.

(e) (Q,0) s operaci aob = %b neni grupou, protoZe aritmeticky pramér ¢isel

neni asociativni. Napiiklad pro a = 1, b = 5, ¢ = 7 mame ao (boc) =
11+ 58 =35#5=3 (42 +7) =(aob)oc

(f) (Q,o0) s operaci aob = a+ b+ 3 je Abelovou grupou. Asociativita a komu-
tativita plati z asociativity a komutativity s¢itani nad Q. Neutralni prvek
je e = —3, protoze pro kazdé a € Q plati

ace=a+(-3)+3=a=(-3)+a+3=coa.

-1

Konec¢né, inverzni prvek k prvku a € Q je a™ = —a — 6, protoze

aoca'=a+(-a—6)+3=-3=e=-3=(—a—6)+a+3=a'oa.
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(g) (F,+) je grupou. Asociativita plyne z definice souctu funkei a asociativity
s¢itani nad R. Pro kazdé f,g,h € F a x € R plati f(z) + (g(z) + h(z)) =
(f(x) 4+ g(x)) + h(x). Neutralni prvek je identicky nulova funkce e(x) = 0
pro vSechna z € R. Inverzni prvek k funkci f € F je funkce —f.

(h) MnoZina rotaci v R? kolem pocatku je Abelovou grupou. Asociativita plyne
z asociativity skladani zobrazeni. Komutativita plati také, protoze uvazu-
jeme rotace v roviné. Neutralnim prvkem je naptiklad rotace o 360 stupnii.
Inverznim prvkem k rotaci o ithel « je rotace o tthel o v opa¢ném sméru.

(i) MnoZzina posunuti v R? je Abelovou grupou. Asociativita plyne z asociati-
vity skladani zobrazeni a komutativita z komutativity s¢itani vektoru. Ne-
utralnim prvkem je identické zobrazeni e((z1, 22)T) = (21, 22)T (tj. posunuti
vektorem (0,0)7) a inverzim prvkem k posunuti ¢((z1, 22)7) = (21, 29)T +
(a,0)T je posunuti t 1 ((x1,22)T) = (z1,22)" — (a,b)T.

Cv. 5.2 Vyplite tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Vysledek zdtvodnéte.

o|0]1
(a) | O
1
o012
0
(b) 1
2
o|0
© |4
o|0]|1]2
0
(d) |1 0
2
3
Reseni:

V8echny tabulky az na posledni jsou uréeny jednoznacné. Fakt, ze 0 je neutralnim
prvkem pro o urcuje prvni radek i sloupec tabulky. Existence levé i pravé inverze
omezuje pozice 0 na diagonale nebo symetricky podle diagonély. Asociativita
vynuti zbylé pozice. Dostavame:

o| 0|1
(a) 0|01
11110
o|0|1]2
00|12
(b) 1111210
2121011

. aditivni grupa modulo 2, tj. (Zs, +)

. aditivni grupa modulo 3, tj. (Z3, +)
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Cv. 5.3

Cv. 54

—~
(@)
~
(a]

... trivialni grupa,

., anebo

—
=
N —| D O
N =D D o O
Ol W DN DN
=N Ol W
| —| D O
| = DO
WO =] =
W N DN
O DN W| W

N Wl O~ —

313 110 3131201
Prvni je Kleinova grupa symetrii obdélnika, a to druhé je (Z4,+) s piejme-
novanymi ¢isly (prohozena 1 a 2).

Rozhodnéte a zdivodnéte, zda je Abelovou grupou mnozina
1 =z L ..
0 1)1%€ Z » s maticovym soucinem.

Reseni:
Ano. Nejdrive ukazeme, ze maticovy soucin je uzavieny pro danou mnozinu. Pro

vSechna a,b € Z
I a\ (1 b\ (1 a+b
06 1)=("1") g

coZ je matice nélezejici do zadané mnoziny (nebot celd ¢isla jsou uzaviena na
soucet).

Asociativita maticového soucinu na dané mnoziné plyne z asociativity matico-
vého sou¢inu pro obecné ¢tvercové matice stejnych rozméru.

Neutralnim prvkem je jednotkovi matice fadu dva, jez patii do zadané mnoziny
(volbou z =0 € Z).

‘ (123 Siaelns e (1 =2 .
Inverznim prvkem pro matici (§5) je celo¢iselna matice (g 77), coz plyne z rov-
nosti ().

Zadana mnozina matic spolu s maticovym sou¢inem tvori grupu. Zbyva ovérit,
zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komutativita maticového
sou¢inu plyne z rovnosti (Il) a komutativity sc¢itani nad Z. I kdyz obecné soucin
matic neni komutativni, pro nasi tfidu matic komutativita splnéna jest.

Overili jsme tedy, ze se jedna o Abelovskou grupu.

Mgjme grupu (G,o) s neutrdlnim prvkem e a inverze k prvku a necht je a='.

Provedte:
(a) najdéte e !,

(b) upravte (aob)~t.

)

esent:
e

!'—¢ nebot eoe =e.

R
(a
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(b) (aob)™' =b"toa"! nebot
(aob)o(bfloa’l):ao(bob’l)ocfl:aoeoa’ =qgoa =e¢

a analogicky v opacném poradi.

Cv. 5.5 Najdéte ruzné priklady podgrup grupy matic (R"*", +).

Reseni:
Prikladu je nespocet. Podgrupou je takova (nepréazdné) podmnozina matic R™*",
ktera je uzaviend na nésobky a soucty. Prikladem je tak napiiklad podgrupa
symetrickych matic. Dalsimi piiklady jsou trojuhelnikové matice, horni troju-
helnikové matice, diagonalni matice, matice s racionalnimi ¢isly, matice s celymi
¢isly, atp.

Konecna télesa 7,

Cv. 5.6 Vyjadrete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a
(b

(271 +1)4)7! a 4/3 v télese Zs,

) (
) 6+7,—=7,6-7,71a6/7v telese Zy;.

Reseni:

(a) Teleso Zs je definovano jako mnozina vSech zbytkia v Z po déleni 5 spolu
s operacemi souctu a souc¢inu modulo 5. Pro nadzornost uvadime tabulky pro
obé operace.

Zs,+ 0] 121374 [Z,-]0]1]2]3]4
0 |0][1]2]34 0 [0[0[0[0]0
1 [1[2]3]4]0 1 [0[1[2]3]4
2 |2]3]4fof1y [ 2 [ol2]4]1]3
3 [3[4(0[1]2 3 (03142
4 [4(ol1[2]3 £ Jo[4[3]21

Podle definice télesa ma mnozina Zs \ {0} = {1,2,3,4} se soucinem mo-
dulo 5 tvorit Abelovu grupu; zde je to takzvana multiplikativni grupa mo-
dulo 5. V tabulce miuzeme nékteré vlastnosti grupy snadno nahlédnout,
napiiklad komutativitu nebo existenci neutralniho a inverzniho prvku.

Nyni mizeme vyhodnotit zadané vyrazy v Zs, kde pti vypoc¢tu nalezneme
multiplikativn{ inverzi k libovolnému a € Zs \ {0} v tabulce tak, ze v fadku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpovidajiciho sloupce musi byt hledana
multiplikativni inverze a—!, protoze a - b = 1 v Zs. Dostavame:

('+ D)) =B+ =U-H =) =1V Zs

4/3=4-3"1=4-2=3v Zs.
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(b) Postupujeme podobné jako pro Zs, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro soucin v Zj;. Dostavame:

64+7=647(mod 11) = 13 (mod 11) = 2 v Zy;,
—7=11—-"7(mod 11) =4 v Zy;.
6-7=06-7(mod 11) =42 (mod 11) =9 v Zy;.
P1i hledani multiplikativni inverze k prvku 7 miizeme postupovat jako pfi

vypoctu fadku odpovidajictho 7 v tabulce pro soucin v Z;;. Vypocet zasta-
vime v momenté, kdy uvidime na pravé strané ¢islo 1:

7-1=17,
7-2=23,
7-3 =10,
7-4=06,
7-5=2,
7-6=09,
7-7=05,
7-8=1.
Vidime, ze
7' =8V Ziy.

Tuto hodnotu vyuzijeme i pii poslednim vypoctu:

6/7=6-7"'1=6-8=48 (mod 11) =4 v Zy;.

Cv. 5.7 Nad Zs najdéte mnozinu vsSech feSeni soustavy rovnic

3r+2y+z =1,
dr+y+3z2=3
a spocitejte jeji mohutnost.
Reseni:
Postupujeme podobné jako pro soustavy rovnic nad R. Vyuzijeme toho, Ze elimi-

novat prvky pod pivotem miizeme pri¢tenim vhodného nasobku radku s pivotem.
Pri¢tenim 2-nasobku prvniho rfadku k druhému dostavame

(3 2 1‘1)N<3 2 1‘1)
4 1 3|3 0 0 00/
Za volné proménné zvolime parametry y, z € Zs a vyjadiime
r=3"'1-2y—2)=2(1+3y+42) =2+y+ 3z
Mnozina vSech feseni dané soustavy je tedy
{(2,0,0)" +y(1,1,0)" + 2(3,0,1)" | y, z € Zs}.

Mame 25 = 5 - 5 rtznych voleb parametri y a z a mohutnost mnoziny feseni je
tedy 25.
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Cv. 5.8

Cv. 5.9

V Z7 spocitejte mocninu matice A pro matici A = (332).
Reseni:
Nad koneénym télesem musi byt posloupnost matic A? proi = 1,. .., 0o cyklicka.

Spoc¢téme néekolik prvnich ¢lent této posloupnosti:

a1 (3 2
]

GG
(E6 )
(-G
Y6
EE6 Y
E( Y

Vidime, Ze perioda této posloupnost je 6. Hledanou mocninu matice tedy spoci-

tame jako

2 0
100 __ 4100 (mod 6) __ 44 __
A=A =A"= (O 2) )

Pozndmka. Trochu prace si muzeme usetfit tim, ze si uvédomime, Ze druhé moc-
nina mé tvar A% = 4/[,. Tudiz

AlOO — (A2)50 — (4]2)50 — 450_[”.

Tim jsme maticovy problém zredukovali na skalarni problém. Z Malé Fermatovy
véty vime, Ze 45 = 1 v Z, ¢ili

450, = 470med O — 421, = 21,.

Spoditejte 203332 v télese Zs;.

Reseni:
Z Malé Fermatovy véty vime, Ze v télese Zs; je 2030 = 1. Proto

203332 — 203332 (mod 30) — 202 — 98,



34 6. Permutace

6. Permutace

Cv. 6.1 Mg¢jme permutace

Najdeéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte permutace p, ¢ mezi sebou v obou
poradich.

Reseni:

Permutace p zobrazuje 1 — 2, dale 2 — 3, 3 —+ 4 a 4 — 1. Tudiz jeden cyklus
je (1,2,3,4), analogicky druhy cyklus je (5,6). Tudiz zapis permutace pomoci
cyklia je p = (1,2,3,4)(5,6).

Podobné pro permutaci ¢ mame 1 — 1 (prvni cyklus), 2 — 3, 3 — 2 (druhy
cyklus) a4 — 5,5 — 6, 6 — 4 (tfeti cyklus). Permutaci ¢ lze zapsat pomoci
cyklu jako ¢ = (1)(2,3)(4,5,6).

Permutace p je zaddna na n = 6 prvcich a sklada se ze ¢ = 2 cyklu, proto
méa znaménko sgn(p) = (—1)rpoceteykli — (_1)6=2 — 1 Podobné spocitame
sgn(q) = (-1)°? = —1L.

Inverzni permutaci k permutaci p mizeme najit nékolika zptisoby. Pokud vy-
jdeme z tabulkového zadéni p, tak stac¢i prohodit oba fadky, ¢imz se ze vzort
stanou obrazy a naopak, a pak jen settfidit sloupce od nejmenstho po nejvetsi.
Dostaneme p~! vyjadiené tabulkou

123 456
4 1 2 36 5)°
Pokud vyuzijeme zapisu p pomoci cykl, staci pouze prohodit poradi ¢isel v kaz-

dém cyklu, tj. p~t = (4, 3,2,1)(6,5). Zde si mitzeme uvédomit, Ze cykly délek 1
a 2 nemusime invertovat, protoze jsou sami sobé& inverzni.

Permutace skladame jako kazdé jiné zobrazeni, tedy p o g zobrazi prvek i na
p(q(7)). Tabulkové vyjadieno

1 2 3 4 5 6
¢ Ll Ll

1 3 2 5 6 4
p L Ll

2 4 3 6 5 1

¢ili
1 2 3 4 5 6
2 4 3 6 5 1)°

Podobné mizeme postupovat pomoci popisu pies cykly a dospéjeme k vyjadireni
poq = (1,2,4,6)(3)(5). Pro srovnani, slozeni v opacném poiadi je g op =
(1,3,5,4)(2)(6). To ilustruje, ze skladani permutaci neni komutativni.
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Cv. 6.2

Cv. 6.3

Méjme permutaci
p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).

Spoéitejte permutace p? a p~ 4.

Pro jakou nejmensi mocninu k£ > 1 dostaneme p* = id?

Reseni:

Naivni zptisob spocitani p? je sloZit postupné permutaci p? = popopopopo
popopop.

Efektivnéjsi zpisob pocitani vysokych mocnin (¢ehokoli) je vyuziti dvojkového
zépisu exponentu a iterovaného mocnéni na druhou. Konkrétné k permutaci p°
se dostaneme tak, e spo¢itame p? = p o p, nasledné p* = p? o p?, p® =ptop*a
nakonec p° = p® o p.

V naSem piipad€, kdy mocnime permutace, mizeme vyuzit jesté rozkladu na
cykly. Cyklus p = (uy, ..., u;) délky k se pii mocnéni chova tak, ze p* = id a
p**1 = p. To nés vede k metodé, kdy budeme mocnit kazdy cyklus zvlast a moc-
ninu daného cyklu spoc¢itame efektivné s vyuzitim modula jeho délky. Konkrétné,
(1,3,4)° =d, (2,5)° = (2,5)! = (2,5) a (6,11,10,9,8,7)° = (6,11,10,9,8,7)3 =
(6,9)(7,10)(8,11) Tudiz

p” = (1)(2,5)(3)(4)(6,9)(7,10)(8, 11).

Permutaci p~* uréime stejnym zpiisobem s tim, Ze uvazujeme i zdporné expo-
nenty. Tudiz (1,3,4)~ = (1,3,4), (2,5)" = (2,5)° = id, (6,11,10,9,8,7) "1
(6,11,10,9,8,7)* = (6,8,10)(7,9, 11). Nakonec dostavame

p M =1(1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9, 11).

Abychom uréili nejmensi mocninu k& > 1 takovou, ze p* = id, podivime se na
jednotlivé cykly a zjistime, jaké mocniny daji identitu. Prvni cyklus ma délku
3, tedy treti mocnina a jakykoli jeji cely nasobek daji identitu. Podobné druhy
cyklus méa délku 2, cili identitu dostaneme pro sudé mocniny, a koneéné tieti
cyklus délky 6 vede na mocninu 6. Nejmensi spole¢ny néasobek ¢isel 2, 3,6 je 6,
tedy hledané k = 6. Pfi Sesté mocniné se prvni cyklus protoci 2-krat, druhy
3-krat a posledni 1-krat.

Rozlozte permutaci (1,2,3,4,5) na sloZeni transpozic, a to alespoii dvéma riz-
nymi zpusoby. Jaky je nejmensi mozny pocet transpozic, které k rozkladu po-
tfebujeme?

Reseni:
Dvé mozné feseni jsou:

(1,2,3,4,5) = (1,2)(2,3)(3,4)(4,5) = (1,5)(1,4)(1, 3)(1, 2).

Transpozic musi byt alespon 4. Kazda nové transpozice snizi pocet cykli maxi-
méalné o 1, takze abychom z identity zkonstruovali cyklus délky 5, potiebujeme
alespon 4 transpozice.
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6. Permutace

Cv. 6.4

Cv. 6.5

Cv. 6.6

Dokazte, ze kazdou permutaci p € S, lze slozit pomoci nanejvys n—1 transpozic.

Obecné, permutace p € S, se sklada z k cykli. Pomoci kolika transpozic se da
slozit? Najdéte vSechny moznosti.

Reseni:

V predchozim cviceni jsme videéli, ze kazdy cyklus délky c lze slozit pomoci
¢ — 1 transpozic. Pokud se tedy permutace p skladd z pravé k cykla, tak ji
umime slozit z pravé n — k transpozic. Tim padem kazdou permutaci lze zlozit
z maximalné n — 1 transpozic.

Vzdycky lze pridat dodatecné (a v zdsadé zbyteéné) pary transpozic (i,7)(i, )
a pocet transpozic tim navysit. Neni ale mozné zménit paritu poc¢tu transpozic
(tim by se zménilo znaménko permutace). MoZné pocty transpozit, ze kterych
muzeme p slozit, jsou tedyn —k,n—k+2, n—Fk+4,...

Urcete znaménko permutace r zadané tabulkou:
(1 2 3 ... n—1mn
T\ on-1n-2 ... 2 1

Reseni:
Permutaci » mizeme pomoci cykla zapsat jako

(1L,n)(2,n—1)...(%, 22 pro n sudé,
r =
(1,n)(2,n—1) ... (%52, 22) (%) pro n liché.
V prvnim piipadé mame 7 cykld, v druhém "T_l cykli. Celkové tedy dostavame,
ze
(—1)"" 3 = (—1)2 pro n sudé,
(=1)" "z = (=1)"= pro n liché.

Sgl’l('f’) — (_1)n7poéet cykla __ {

Souhrnné muzeme téz psat sgn(r) = (—1) 5],
Najdéte vSechny permutace splitujici p € Sip a p* = (1,3)(2,4)(7,8,9, 10).

Re3eni:

Podivejme se nejprve, jak muze vzniknout cyklus (1,3). Aby se 1 zobrazilo na
3 v p?, musi v p byt soudésti nejaké cyklu (...,1,a,3,...). Podobné aby se
3 zobrazilo na 1, musi byt (...,3,b,1,...). Spojenim obou tseki dostavame
(...,1,a,3,b,1,...), tedy nutné cyklus (1, a, 3,b). V permutaci p* se tento cyklus
rozpadne na 2 podcykly (1,3)(a,b). Ze struktury p? je jedind moznost, Ze a =
2,b = 4 nebo symetricky a = 4,b = 2.

Aby se déle prvky 5 a 6 zobrazily v p? sami na sebe, musi se bud oba zobrazit
sami na sebe uz v p, nebo tvorit cyklus o dvou prvcich (5, ¢), (6,d). Pokud by
libovolné z ¢isel byl soucasti delsiho cyklu, slozenim permutace sama se sebou
bychom uZ nedostali (5), resp. (6). Ze struktury p? dale nutné vyplyva, ze ¢ = 6
a d =5, jinak by (d) a (c) nebyly cykly z p*.

Zbyva urcit p(7), ..., p(10). Podobné jako v ptipadé prvki 1,3 odvodime, Ze musi
existovat usek (...,7,e,8,f,9,9,10,h,7,...), resp. cyklus (7,¢,8, f,9, ¢, 10, h, 7),
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Cv. 6.7

Cv. 6.8

Cv. 6.9

ktery ale nejsme schopni pouze s pomoci prvka 7,...,10 zkonstruovat. Z toho
divodu zadna permutace p nesplhuje zadani.

Pozndmka. Znaménko permutace p? je vzdy sudé (pro libovolnou permutaci p),
nebot plati sgn(p?) = sgn(p)sgn(p) = sgn(p)?> = 1. Ale zadand permutace
(1,3)(2,4)(7,8,9,10) ma znaménko (—1)1975 = —1, tudiz nemiize byt druhou
mocninou zadné permutace.

Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Reseni:

Abychom dokézali toto tvrzeni, stac¢i ukazat, ze slozeni dvou permutaci p, g € .S,
je prosté a na. Poté se bude jednat o bijekci na koneéné mnoziné, coz odpovida
definici permutace. Toto ptjde jednoduse dokézat z faktu, ze obé permutace tyto
vlastnosti spliuji.

Prosté: Mé&jme x,y € {1,...,n} a necht plati

(poq)(z) =pla(z)) = plq(y)) = (poq)(y).

Protoze zobrazeni p je prosté, plati, ze nutné ¢(x) = ¢(y). Nyni vyuZzijeme toho,
Ze je prosté ¢ a tedy plati, ze © = y. Tedy i zobrazeni (p o q) je prosté.

Na: Aby platila tato vlastnost, musi pro kazdé z € {1,...n} existovat prvek
y € {1,...,n} takovy, ze (po q)(y) = p(q(y)) = z. Protoze zobrazeni p je
,na“; tak existuje z € {1,...,n} takové, ze p(z) = x. Zaroven z vlastnosti na
permutace ¢ existuje y, ze q(y) = z. Toto y spliwje tedy vztah ¢(p(y)) = x.

Najdéte vsechny symetrie obdélniku, popiste je permutacemi a ovérte, ze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).

Reseni:
Obdélnik ma ¢tyfi symetrie:

identita, ktera odpovida permutaci id = (1)(2)(3)(4),

preklopeni podle svislé osy odpovida permutaci (1,2)(3,4),

preklopeni podle vodorovné osy odpovida permutaci (1,3)(2,4),

otoCeni o 180° odpovida permutaci (1,4)(2, 3).

Snadno ovérime, Ze tato mnozina permutaci je uzaviend na inverze a skladani,
¢ili tvori podgrupu.

Najdéte vSechny symetrie ¢tverce, popiste je permutacemi a ovéifte, ze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).
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6. Permutace

Reseni:
Analogické predchozimu cviceni Kromé taméjsich symetrii zde méame navic:

preklopeni podle diagonaly, coz odpovida permutaci (1,4)(2)(3),

preklopeni podle sikmé diagonaly, coz odpovida permutaci (1)(4)(2, 3),

oto¢eni 0 90° ve sméru hodinovych ruci¢ek, coz odpovida (1,2,4,3),

oto¢eni o 90° proti sméru hodinovych ruci¢ek, coz odpovida (1, 3,4,2).

Opét ovérime, ze tato mnozina osmi permutaci je uzaviena na inverze a skladani,
takze tvori podgrupu.
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7. Vektorové prostory a podprostory, linearni obal

Vektorové prostory a podprostory

Cv. 7.1 Rozhodnéte, zda tvoii vektorovy prostor:

(a) Zy nad Zj,
(b) R™ nad Q,
(c) Q" nad R,
(d) R" nad R s operacemi x @y =z 4y, a®©r = —a-x,
(e) R" nad R s operacemi x Dy =z +y, a®z = |af - x,
(1

U x V nad T, kde U,V jsou vektorové prostory nad T, s¢itdni a nasobeni
je definovano standardné po slozkéch.

(g) mnozina vSech zobrazeni f: M — V nad télesem T, kde M je dan& mnozina
a V vektorovy prostor nad T.

Resent:

(a) Jedna se o vektorovy prostor, protoze
® (Zy,+ modp) je Abelova grupa,
e modulérni nasobeni je asociativni,
e roli neutrdlniho prvku pro modulérni nésobeni zastava 1 € Zy,
e modulérni aritmetika je distributivni.

(b) Jedna se o vektorovy prostor, protoze R™ nad Q ma pro operace s¢itani a
nasobeni skaldrem stejné vlastnosti jako vektorovy prostor R™ nad R. Po-
tencialné jediny problém by mohl byt pouziti jiného télesa, protoze bychom
mohli pii ndsobeni skalarem dostat vektory mimo R”. Protoze Q C R, tento

problém nenastane.

(c¢) Narozdil od predchoziho piipadu zde uz problém nastane. Nejedné se o vek-
torovy prostor, protoze pii nasobeni vektoru skaldrem se nejedna o operaci
R x Q" — Q™; muzeme dostat ve vektoru realné slozky. Neni splnéna uza-
vienost mnoziny na danou operaci.

(d) Neni vektorovy prostor, protoZe neplati asociativita nésobeni:

a®(foOv)=a0 (=Fv)=afv #—afv = (af) .

Jako konkrétni protipiiklad stadf vzit a = 8 =1av = (1,1)T.

(e) Neni vektorovy prostor, protoze neplati distributivita. Pro jakékoli f =
—a # 0 dostavame

(a+B)0v =|0lv =0#2]alv =|ajv +|—ajv =adv +50O0.

Konkrétné napiiklad staci vzit a =1, 8 = —1, v = (1,1)L.
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(f) Prvky mnoziny U x V jsou uspofadané dvojice (u,v), kde u € U, v € V.
Pro (u,v),(u',v") € U x V je soucet definovan takto: (u,v) + (u',v") =
(u+ v, v +v'). Nasobek je definovan analogicky a(u,v) = (au’, av), kde
aeTa (u,v)eUxV.

Vlastnosti operaci U x V nad T plynou z vlastnosti operaci pro jednotlivé
prostory U a V', takze se jedné vektorovy prostor.

(g) Pokud neni uvedeno jinak, uvazujeme piirozené definice operaci s¢itani a
nasobeni funkci, tedy

(f +9)(x) = f(z) + g(x), (af)(z)=[f(2).

Nésledné o dvou funkcich fekneme, Ze se rovnaji, pokud se rovnaji jejich
funk¢éni hodnoty na vsSech z € M. Dana struktura je vektorovy prostor,
protoze plati

1. asociativita sc¢itani
((f +9)+h)(x)=(f+9)(x) +h(z) = f(z)+g(z) + h(z),
(f+(g+h)(x)=f(z)+ (9+h)(z) = f(x)+g(z) + h(z),

ii. neutralni prvek pro séitani je funkce e(z) = o, kde o je nulovy vektor
prostoru V,

iii. inverzni prvek f~!k funkci f je f~1(z) = —1- f(x),
iv. komutativita s¢itani

(f +9)(x) = f(2) + g(x) = g(x) + f(2) = (g + [)(2),

v. asociativita nasobeni skaldrem

(a(Bf))(x) = a(Bf)(x) = aff(z) = (af)f(z) = ((af)f)(x),

vi. neutralni prvek pro nasobeni skalarem je 1 € T,

vii. distributivita
((a+B)f)(x) = (a+ B)f(x) = af(z) + Bf(z) = (af)(x) + (Bf)(z),
viii. distributivita

(a(f +9))(@) = a(f + 9)() = a(f(x) + g(x)) =
— af(2) + aglz) = (af)(x) + (ag) ().

Cv. 7.2 Najdéte netrivialni podmnozinu R?, ktera je:

(a) uzaviena na s¢itani a od¢itani, ale ne na néasobky,

(b) uzaviena na nésobky, ale ne na séitani.

Resent:

(a) Nap¥. mnozina {(i,4)” | i € Z}.

(b) Napf. sjednoceni dvojice riznobéznych primek prochézejicich pocatkem.
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Cv. 7.3 Rozhodnéte, zda nasledujici mnoZiny vektori tvoii podprostor R%:

(a) {(s,58)7; s € R},

(b) {(s+t,1)T; s,t € R},
(c) {(s,8°)7; s € R},

(d) {(s—t,2t)T; s,t € R}.
Reseni:

Aby mnoZina tvofila podprostor R?, je t¥eba, aby obsahovala (0,0)7 a byla uza-
viena na operace s¢itani a nasobeni skalarem.

(a) Nulovy vektor v mnoziné pro s = 0 lezi. Uzavienost na soucty a souciny
také plati:
o (5,58)T + (t,5t)T = (s +t,5(s +1))7,
e a(s,5s)T = (as,bas)T.
Jedna se tedy o vektorovy podprostor prostoru R2.
(b) Neni podprostorem, nebot (0,0)7 neni souc¢asti mnoZiny.

(c) Neni podprostorem, nebot mnozina neni uzaviena ani na nasobky, ani na
soucty. Napiiklad vektor (1,1)7 lezi v mnozing, ale jeji nasobek (2,2)T
nikoli.

(d) Nulovy vektor v mnozina pro t = 0, s = 0 lezi. Uzavienost na soulty a
souc¢iny také plati:

o (a—b,20)T + (c—d,2d)" = ((a+c)— (b+d),2(b+d))T,

o aft —s,28)" = (at — as, 2as)?.

Cv. 7.4 Bud A € R™*". Dokazte, ze {x € R"; Az = 0} tvoii vektorovy podprostor R".

Resent:
Aby mnozina tvorila podprostor, musi obsahovat nulovy vektor a byt uzaviena
na operace s¢itani a nasobeni skalarem.

Pokud dosadime do soustavy rovnic vektor z = (0,...,0)?, dostavame na levé
strané¢ soustavy nuly, tedy nulovy vektor je feSenim libovolné soustavy rovnic
s nulovou pravou stranou.

Uzavienost na nasobky. Pokud x € R™ spliuje Az = 0, po dosazeni ax, kde
a € R je libovolné, dostavame

A(ax) = a(Az) = a0 = 0.

Obdobné pro soucty. Pro libovolné x,y € R"™ spliujici soustavu rovnic plati
Ax = Ay = 0. Tudiz

Alz+y)=Ar+Ay=0+0=0.
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Cv. 7.5 Naleznéte vlastni priklady podprostort prostoru matic R™*” nad R.

Resent:

e Trividlni piiklady jsou cely prostor R"*" nad R, nebo mnozina {0, }-

e Netrividlnim piikladem jsou poté horni (nebo dolni) trojihelnikové matice,
nebot nésobeni skaldrem, ani soucet dvou matic nezméni nulovost prvku
pod diagonélou.

e 7/ podobného divodu tvoii podprostor diagonalni matice.

e Obecnéji bychom mohli vzit libovolnou podmnozinu matic, kde urcité cleny
zafixujeme rovny 0 a zbytek c¢lenti bude nabyvat libovolnych hodnot.

e Jinym piikladem jsou magické ¢tverce (tj. matice u nichz soucet libovolného
radku, sloupce i obou diagonal da stejné ¢islo).

Cv. 7.6 Rozhodnéte, zda nésledujici tvofi podprostor prostoru realnych posloupnosti
R>® = {(z1,29,...); z; € R, 1 € N}:
(a) posloupnosti s nekonené mnoha nulami,
(b) posloupnosti s kone¢né mnoha nenulami,
(¢) monoténni posloupnosti (neklesajici a nerostouci posloupnosti ¢isel),
)

(d) fibonacciovské posloupnosti (spliujici z;11 = z; + x;_1, kde x1, 22 € R jsou

libovolné).
Reseni:
(a) Ne, nejsou uzaviené na soucet.
Napiiklad (0,1,0,1,...) + (1,0,1,0,...) = (1,1,1,1,...)
(b) Ano, snadno nahlédneme.
(c) Ne, nejsou uzaviené na soucty.
Napiiklad (1,0,0,0,...)+(0,0,1,1,...) = (1,0,1,...).

(d) Ano, snadno nahlédneme.

Linearni obal, linedrni kombinace
Cv. 7.7 Bud V vektorovy prostor a M, N C V mnoziny vektori. Rozhodnéte, zda plati

(a) span(span(M)) = span(M),

(b) M C N = span(M) & span(N),
(¢) M C N <« span(M) € span(N),
(d) span(M N N) = span(M) N span(V),

Reseni:
Ukazeme dva mozné zpisoby feSeni, podle toho, jakou charakterizaci linearniho
obalu pouzijeme.

Pruni zpisob. Podle prvni definice je linearni obal span(M) mnoziny M tvoreny
prinikem vSech podprostorii, obsahujicich mnozinu M. Jinymi slovy, span(M)
je (co do inkluze) nejmensi podprostor obsahujici M.
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(a) Ano. Mnozina span(M) je jiz podprostor, tudiz jeho linearni obal je on sam.

(b) Ano. Pokud podprostor U obsahuje mnozinu N, pak obsahuje i mnozinu M.
Tudiz pfi konstrukei linedrniho obalu span(M) délame prunik z tychz pod-
prostorii, jako pii konstrukei span(V), plus piipadné jesté z néjakych navic.
Proto span(M) & span(N).

(c) Tento vztah obecné neplati. Vezméme napiiklad mnoziny M =V a N =
M \ {o}. Plati, ze span(M) = span(NV), tim padem i span(M) & span(N),
ale zaroven neplati M C N.

(d) Vztah obecné neplati. Napiiklad pro M = {(1,0)7, (0,1)T}a N = {(
Zatimco span(M N N) = {o}, tak span(M) N span(N) = span
{(c;c)"; c€ R}

1L, 1T}
(V) =

Druhy zpisob. Zde vychézime z tvrzeni, Ze x € span(M) pravé tehdy, pokud
existuje k € N, vektory xq,...,xr € M a koeficienty aq, ..., a; takové, ze

k
xr = E ;5.
i=1

(a) Ukazeme nejprve, ze span(M) € span(span(M)), tedy ze
x € span(M) =« € span(span(M)).

Protoze x € span(M), da se vyjadfit jako z = Ele a;x; pro x; € M.
Protoze ale z; € span(M) a plati z = Ele a;x;, dostavame z tvrzeni vyse,
ze x € span(span(M)).

Naopak pokud z € span(span(M)), poté existuji xy,...,x; € span(M) a
aq, ..., o takove, ze x = Zle a;z;. Kazdé x; € span(M) muzeme vyjadrit
jako z; = 25;1 Bi;jyij pro jisté y;; € M. Po dosazeni dostavame

k k £ k4
T = Zaixz‘ = Z Q; (Z 5@]?/23) Z (i Bij)ij-
. - =1 j:l

Toto je linedrni kombinace vektort y;; € M s koeficienty «;3;;, tedy x €
span(M).

(b) Kazdy vektor z € span(M) mizeme vyjadiit jako z = S°F | a;z; pro urcité
x; € M a k € N. Protoze M C N, plati také, ze x; € N, tedy x € span(N).

(c) Jiz jsme nahlédli protipiikladem v prvni ¢asti.

(d) Jiz jsme nahlédli protipfikladem v prvni ¢asti.
Cv. 7.8 Rozhodnéte, zda vektory (1,2)" a (3,4)” generuji R?.
Reseni:

Aby dané vektory generovaly R?, musf jit kazdy vektor (a,b)? € R? vyjadiit jako
jejich linearni kombinace, tj.

(3) =) 2 (1)
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Cv. 7.9

Pokud rovnost vektorii rozepiseme po slozkach, dostavame soustavu

a+38=a
20+ 48 = b,

kde a, 8 jsou nezndmé. Maticové muzeme soustavu prepsat a vyreSit jako

1 3]a
< 2 41b ) ’
Protoze je matice soustavy regularni, mé soustava jediné feSeni pro jakékoli
hodnoty a,b € R. Kazdy vektor 1ze tedy pomoci zadané dvojice jednoznacéné
generovat. K tomuto zavéru nepotfebujeme znat presny tvar reSeni soustavy. Na
druhou stranu, feseni soustavy nam dava dodate¢nou informaci, a to koeficienty
2a—b

P RV PPN . « vr v~ e 3b .
piislusné linearni kombinace. V nasem piipadé je feseni o = —(2a+3), 8 = =4=.

Rozhodnéte, zda existuje linearni kombinace zadanych vektort dévajici vektor
r = (1,2,3)T a pokud ano, tak ji najdéte:

(a) (1,L, )T, (2,1,3)7,(3,1,5)"

(b) (2,1,3)",(3,1,2)", (1,1, 1)".
Reseni:
K tesSeni vyuzijeme postupu z predchozi tlohy, tedy prevedeni problému hledani
koeficientt linearni kombinace na feseni soustavy linearnich rovnic.

(a) Dostavame soustavu

1 2 3|1
1 1 12 ],
1 3 5|3
ktera nema feSeni, protoze ji muzeme prevést Gaussovou eliminaci napiiklad
na tvar
1 1 1] 2
01 2]-1
0003

Hledana linedrni kombinace tudiz neexistuje.

(b) Dostavame soustavu

il )
N — W

1)1
12 ],
113

w

kterda ma jednoznac¢né feSeni, protoze ji muzeme prevést Gaussovou elimi-
naci napiiklad na tvar

11 11 2
01 —-1|-3
00 =3|-6
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Resenim je vektor (1,—1,2)T, tedy plati, Ze

2 3
1-{1]—-1-({1]+2-:
3 2
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8. Linedrni zavislost a nezduvislost

Cv. 8.1

Cv. 8.2

8. Linearni zavislost a nezavislost

Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tif vektort linedrné zavisly.

Reseni:
1 vektor: Aby mnozina s jednim vektorem byla linedrné zavisla, tak ten vektor
musi byt nulovy.

2 vektory: Aby mnozina dvou vektoru byla linearné zavisla, jeden vektor musi
byt nasobek druhého.

3 vektory: V tomto piipadé jeden vektor je linedrni kombinaci ostatnich, ale
nemusi byt nutné jeden vektor nasobek néjakého jiného.

Zjistéte zda jsou vektory z R? linedrné nezavislé:

(a) (2,3,-5)7, (1,—-1,1)7, (3,2, —2)7.
(b) (2,0,3)7, (1,—1,1)7, (0,2,1)7.

Reseni:
Vektory x1, ...,z jsou linedrné nezavislé, pokud jediné linearni kombinace
k
E T, = 0
i=1
méa v8echny koeficienty ay = ... = a = 0. Problém nalezeni koeficienti této

linearné kombinace prevedeme na hledani feSeni soustavy linedrnich rovnic.

(a) Hledame koeficienty aq, ag, ag € R takoveé, ze

2 1 3 0
aq - 3 + Qs - —1 + asg - 2 = 0
-5 1 -2 0

Prevedenim na feSeni soustav lineadrnich rovnic dostavame

2 1 3|0
3 -1 2|0
-5 1 =210

Jedinym Fegenim této soustavy je vektor (0,0,0)7, vektory jsou proto line-
arné nezavislé.

(b) Opét sestavime soustavu rovnic

2 10|10

0 -1 2|0},

3 1 110
kterou prevedeme na odstupnovany tvar

2 100

0 -1 2|0

0O 0 0(0
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Soustava méa tedy i netrividlni feSeni a vektory jsou proto linearné zavislé.
Pro tplnost doplnime, Ze mnoZina feSeni soustavy je {(—xs, 223, x3)7; 23 €
R}. Tedy naptiklad pro x3 = 1 méame

2 1 0 0
—1-{o)+2-[=1)+1-[2]=]0
3 1 1 0

Cv. 8.3 Necht u,v,w jsou linearné nezavislé vektory z vektorového prostoru V nad R.
Rozhodnéte, zda-li jsou nasledujici mnoziny linearné nezavislé.
(a) {u,v,o0},
(b) {w,v,u},

(c) {u, u+wv, u+w},

(d) {v—v, u—w, v—w}.

Resent:
(a) Linearné zavislé, nebot

O-u+0-v+1-0=o0.

(b) Linearné nezavislé, nebot jsou to ty samé vektory, jenom v jiném poradi.
Zménou poradi se linearni (ne)zavislost vektort neméni (proc?).

(¢) Zde uz to oc¢ividné neni, tak postupujeme obdobné jako v predchozim cvi-
¢eni B2l Hledame koeficienty a1, as, ag € R takové, aby

0=ou+ as(u+v)+as(u+w) = (o + az + asz)u + v + azw.

Protoze u, v, w jsou linearné nezavislé, musi byt a; +as+ a3 =0, as =0 a
az = 0 a tedy i a; = 0. Proto je mnozina vektort {u, u+ v, u+ w} linearné
nezavisla.

(d) Obdobné jako v pfedchozim pripadé hledame aq, as, a3 € R takové, zZe
0 = a1 (u—v)+as(u—w)+az(v—w) = (v +ag)u+(—ag+az)v+(—as—az)w
7 linearni nezéavislosti u, v, w dostavame soustavu

(I1+042:O,
—Oél—l-Oég:O,

—Qy — (g = 0.

ReSenim této soustavy je mnozina {(as, —as, az)?; az € R}. Mnozina {u —
v, u —w,v —w} je tedy linearné zavisla, napt. pro ag = 1 méame

l-(u—v)—1-(u—w)+1-(v—w)=o.

Cv. 8.4 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a mé&me dvé mnoziny vektoru
X CY C V. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:
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(a) Je-li X nezavisla, pak je Y zavisla.
(b

)

) Je-li X nezavisla, pak je Y nezavisla.
c) Je-li X zavisla, pak je Y zavisla.
)
)

(
(d

(e) Je-li Y zavisla, pak je X zavisla.

Je-1i Y nezavisla, pak je X nezavisla.

Reseni:

Obecné dle definice se dé odvodit, Ze nezavislost se prenasi ,,dolu* a zavislost
,nahoru®. Konkrétneé:

(a) Neplati: X = {(1,0)T} a Y = {(1,0)7, (0,1)T} jsou obé nezavislé¢ v R,

(b) Neplati: X = {(1,0)T} je nezavisla, ale Y = {(1,0)7, (2,0)T} je uz zavisla

v RZ.
(c) Plati. Mé&jme X = {vy,...,v} aY = {vy,...,vp,wy ..., wy}. Podle pred-
pokladu je mnozina X zavisla, tedy existuji aq,...,a, € T takové, ze

(og,...,a0) #(0,...,0) a
¢
ZO&ZI‘Z:O
i=1

Vezméme Sy, ..., B, = (0,...,0). Pak stéale plati, ze (ay, ..., a0, 1, ..., Br) #
(0,...,0) a

L k
ZOZZ‘UZ‘ + Zﬁjwj =0
1=1 j=1

je netrivialni linedrni kombinace vektort z Y, ktera se rovnéa 0. Mnozina Y
je tedy také linearni zéavisla.

(d) Plati. Jde o obménu bodu (c).

(e) Neplati: Y = {(1,0)7,(2,0)7} je zavisla, ale X = {(1,0)"} je nezévisla
v R%

Cv. 8.5 Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)T, (1,0,1,1)7, (1,1,0,1)T, (1,1,1,0)T jsou
linearne zéavislé v R* resp. v Z3.

Reseni:

Ulohu fesime stejné jako ve cviceni B2 jen jednou pocitame nad télesem R a
podruhé nad Zs. Zjistime, Ze nad R jsou vektory linearné nezavislé. Nad Zs jsou
ale linearné zavislé, naptiklad

1-(0,1,1, )T+ 1-(1,0,1, )T +1-(1,1,0, )" +1-(1,1,1,0)T = 0.

Vidime tedy, Ze linearni zavislost /nezévislost zavisi na volbé télesa vektorového
prostoru.

Cv. 8.6 Budte U,V podprostory prostoru W. Dokazte, ze UNV = {o} pravé tehdy, kdyz
kazdy vektor x € U + V se déa jednoznacné zapsat jako x = u + v, kde u € U,
veV.
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Cv. 8.7

Reseni:
Ekvivalenci dokdzeme tak, ze ukazeme zvlast obé implikace.

,= Z definice spojeni prostoru se kazdy vektor x € U + V da zapsat jako
r =u+wv, kde u € U, v € V. Musime tedy ukazat jednoznacnost tohoto
vyjadieni. Pro spor méjme dvé vyjadieni vektoru wx,

U+ =T = Uy + Vg
pro uy,us € U a vy, v € V. Rovnost upravime na
Up — Uy = Vg — V1.

Vektor uy —ug lezi v U a vektor vy — vy lezi ve V. Z predpokladu je UNV = {0},
¢ili uy — us = v9 — vy = 0. Z toho ale vyplyva, Ze u; = uy a v = vy a vyjadieni
x je tedy jednoznacné. Spor.

,<=" Opét postupujeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje nenulovy vektor
w € UNYV. Pak tento vektor miuzeme vyjadfit dvéma riznymi zpusoby (prvni
s¢itanec je z U, druhy s¢itanec je z V):

w=w-+o0=o0+w.

Urcete, zda nasledujici mnoziny vektora jsou linearné nezavislé v prostoru reél-
nych funkeci R — R (nad télesem R).

(a) {22 -1, x — 2, 3z}.
(b) {z*+2zx+3,z+1,z—1}.

(c) {sinzx, cosx}.

Resendt:

(a) Oznatme f(x) =2x—1, g(z) = x—2 a h(z) = 3z. Pak hledame a1, as, a3 €
R takové, ze oy - f(x)+aq-g(z)+as-h(xz) = 0 pro vSechna x € R. Dostavame

a;-(2r—1)+ay- (v —2)+a3-32 = (200 + a2 +3a3) - v+ (—ag —2a2) = 0.

Rovnost je splnéna pro vsSechna z pravé tehdy, kdyz je nulovy absolutni
¢len i koeficient u proménné x:

2&1 +a2 +3(I3 = O,

—Q] — 20&2 =0.

MnoZina feSeni této soustavy je {(—2ws3, z3,23)T; 23 € R}. Mnozina {2z —
1, x — 2, 3z} je tedy linearné zéavisla, napt. pro r3 = 1 mame

—2-2r—-1)+1-(z—2)+1-(3z)=0.
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(b)

Opét hledame aq, as, a3 € R takové, ze
ay - (P 4+224+3)tay- (v +1)+ag-(z—1)=0,

neboli
aq -x2+(2a1+a2+a3) 2+ 3oy + as —az) =0.

Aby byl polynom nulovy pro vSechna x € R, musi byt vSechny koeficienty
polynomu nulové. Z toho dostaneme homogenni soustavu

1
2
3

)

0
1
1

o O O

Tato soustava mé jediné Feeni (0,0,0)7, polynomy jsou tedy line4rné ne-
zavislé.

Hledame feSeni rovnice
apsinz + ascosz = 0,

¢ili takova aq, s € R, aby rovnice byla splnéna pro kazdé x € R. Protoze
nemuzeme sestavit soustavu rovnic podobné jako v predchozich podulohéch,
snazime se nalézt takové z € R, pro které vynutime z rovnosti konkrétni
hodnoty aq, as. Pokud dosadime = 0, dostaneme o, = 0, protoze sin0 = 0
a cos0 = 1. Pokud dosadime x = 7, pak nutné a; = 0, protoze sin § = 1
a cos 7 = 0. Aby byla rovnice splnéna, nutné musi a; = ay = 0. Zaroven
vidime, Ze a; = @y = 0 spliuji tuto rovnici. Funkce jsou tedy linearné
nezavislé.

Cv. 8.8 Najdéte ¢tyfi linearné zavislé vektory z R* tak, aby:

(a)
(b)
(c)
(d)
Reseni

(a)

(b)
(c)
(d)

pravé jeden vektor byl linearné zavisly na ostatnich,
pravé dva vektory byly linearné zavislé na ostatnich tfech,
prave tii vektory byly linearné zavislé na ostatnich trech,

kazdy z nich byl linedrné zavislych na ostatnich tfech,

Naprtiklad e, es, €3, 0 (ten posledni).
Naprtiklad e, eq, €3, 2e3 (ty posledni dva).
Naprtiklad e, eq, €3, €5 + e3 (ty posledni tii).

Napriklad eq, es, e3, 1 + e + e3.
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9. Baze a dimenze

Baze a souradnice

Cv. 9.1 Najdéte bazi a urcete dimenzi nasledujicich vektorovych prostori:

a) Bazi tvori naptiklad ej, ey ¢ jakékoli dva linearné nezavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2.

(b) Bazi tvori napiiklad e, ey ¢ jakékoli dva linedrné nezavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2.

Tato vlastnost plati obecné. Je-li T téleso, pak vektorovy prostor T2 nad T
ma dimenzi 2 a jeho bazi je napriklad kanonicka baze eq, e;. Dikaz: vektory
e1, €y jsou ziejmé linearné nezavislé a kazdy vektor v = (Ul,'l}g)T € T lIze
napsat v = v1(1,0)7 + (0, 1)T = vie; + vyeo.

(c) Bazi tvoif napriklad ey, e, (i,0)7, (0,7)”. Dimenze je tudiz 4.
Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze to jsou generatory. Kazdy vektor v € C2 je

tvaru v = (ay + byi, as + boi)T, kde ay, as, by, by € R. MitZeme tento vektor
tedy vyjadrit

v =ay(1,0)" +by(i,0)" + ax(0,1)" + by(0,)”.

Linearni nezavislost. Uvazujme linearni kombinaci vektoru (s realnymi koe-
ficienty!)

a1(1,0)7 4+ b1(i,0)" 4+ a(0,1)T + b2(0,4)" = (0,0)”, ay,as, by, by € R.
Rovnice lze ekvivalentné psat (a; + bii, as + byi)” = (0,0)7 a je splnéna
praveé tehdy, kdyz a1 = by = ay = by = 0.

(d) Bézi tvorf napiiklad 1, z, 2. Dimenze je tudiz 3.

(e) Béazi tvori naptiklad (39), (34), (99), (39). Dimenze je tudiz 4.
0
1

(f) Bazi tvori napiiklad (§98), (94), (§9). Dimenze je tudiz 3.

o= O

Cv. 9.2 Zjistste, zda (—1,5,3)T € span{(1,2,2)T, (4,1,3)T}.

Pokud ano, tak urcete souradnice vektoru vzhledem k dané bazi.

Resendt:
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Chceme vyjadiit vektor v = (—1, 5, 3)T jako linearni kombinaci vektort (1, 2, 2)7,
(4,1,3)7, cili
(-1,5,3)" = a(1,2,2)" + B(4,1,3)".

To je vlastné soustava t¥i rovnic o dvou neznamych (a, 8), kterou miazeme zapsat

maticoveé
1 4]-1
2 1] 5
2 3| 3
Vyfesenim soustavy zjistime, ze existuje jediné feseni o = 3, § = —1. To jsou i

hledané soufadnice [v]g = (3, —1)7.

Cv. 9.3 V prostoru P? najdéte soufadnice vektoru x? 4 2 vzhledem k bazi 2? + 1, x — 2,
222 +x — 1.
Reseni:
Postupujeme analogicky, jako v predchozi tloze. Chceme vyjadrit vektor p(x) =
22 + 2 jako linearni kombinaci vektorit 2% + 1, x — 2, 22% + x — 1, ¢ili

P H2=ax®+1)+B8(x—2) +v(22* +2 —1).
Po upraveé
22+ 2= (a+29)2" + (B+7)z+ (a =28 —7).
To ndm da soustavu tif rovnic o tfech neznamych, jejiz maticové vyjadieni je
10 2|1
0 1 10
1 -2 —112

Matice soustavy je regularni, a tudiz soustava ma jediné feSeni, a to a = 3,
B =1,y = —1. Hledané soufadnice jsou [p(z)|p = (3,1, —1)T.

Cv. 9.4 Souradnice vektoru v vzhledem k bazi B = {21, 29, 23, 24} jsou [v]g = (a1, as, as, as)? .
Urcete souradnice vektoru v vzhledem k béazi B’, pokud

(a) B, = {Z47’Z3722721}7
(b) B/ — {Zl + 24y Ry 23, Z4}a
(¢) B' = {21+ 24, 22 + 23, 24, 22}

Reseni:

Souradnice vektoru v vzhledem k bazi B’ muZeme uréit standardnim zpiso-
bem, ale vzhledem k tomu, jak baze B’ vypada, tak soufadnice odvodime p¥imo.
K tomu nam pomuze fakt, ze ze zadéni vime v = ai121 + @229 + a3z3 + G424 =

Z?:l @iz

(a) Protoze muzeme psat v = ayz4 + agzs + asze + ag 21, tak hledané souradnice
. _ T
jsoulv]p = (a4, as, as, ar)".
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(b) Chceme vyjadrit vektor jako
v="(2+2)+ T2t Tt T2,
pficemz vime
V= Q121 + G220 + 323 + G424.
Zde se nabizi vhodné pricist a odecist hodnotu a,z4 a vyjadrit vektor jako

v =ai(z1 + 2z4) + aszo + azzz + (ag — a1)zy4,

z Gehoz [v]p = (ay, as, as,aqs — ay)’.

(c¢) Analogickou uvahou vyjadiime vektor jako

ai(z1 + z4) + agzo + azzs + (ag — a1) 2y
aq (21 + 2’4) + aszz + (CL4 — a1)24 + 929
a

1(z1 + 24) +as(ze + 2z3) + (ag — a1)z4 + (a2 — as)ze,

z teho [v|p = (ay, a3, a4 — ay,as — az)’.

Dimenze

Cv. 9.5

Cv. 9.6

Cv. 9.7

Najdéte viechny podprostory vektorového prostoru R? nad R.

Reseni:

Budeme postupovat vyc¢tem moznych hodnot pro dimenzi podprostoru. Dimenzi
0 mé pouze podprostor {o}, dimenzi 1 maji pfimky prochézejici poc¢atkem (téch
je nekone¢né mnoho), a dimenzi 2 ma jen cely prostor R?.

Urcete pocet podprostorta Zf) nad Z,.

Reseni:

Opét rozdélime podprostory podle jejich dimenze. Dimenzi 0 mé pouze podpro-
stor {o}. Dimenzi 2 ma jen cely prostor Zg. Dimenzi 1 maji pifimky prochézejici
pocatkem. Piimka ma normovany smér bud (0, 1) nebo (1,a), a € Z,. Celkem
dostavame, ze pocet podprostort je p + 3.

Budte U,V podprostory vektorového prostoru W a necht dimU =7, dim V' = 8§,
dim W = 13.

(a) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U + V') a najdéte konkrétni priklady,
kdy se obé meze nabydou.

(b) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U N V') a opét ukazte, zZe je odhad
tésny.

Reseni:

(a) Protoze oba prostory U,V jsou podprostory prostoru U + V', musi platit
dimU < dim(U 4+ V) a dimV < dim(U + V). To nam dava prvni odhad
zdola dim(U + V') > 8. Zaroven neni tézké nahlédnout, ze je odhad tésny, to
znamena, ze se nékdy muze nabyt jako rovnost. Uvazujme napiiklad prostor
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W = R!3 a jeho podprostory U = span{ey,...,er}, V = span{ey, ..., es}.
Potom U +V =V, ¢ili dim(U + V) =dimV = 8.

Pro odhad shora sta¢i vyuzit toho, ze oba prostory U,V jsou podprostory
prostoru W. Proto musi platit dim(U + V) < dim W. To vede na odhad
dim(U + V) < 13. I tento odhad je tésny. Uvazujme opét prostor W = R13,
ale tentokrat s podprostory U = span{ey,...,e;}, V = span{es, ..., e13}.
V tomto piipadé U +V =W, a tak dim(U + V) = dim W = 13.

(b) Zde vyuzijeme vétu o dimenzi spojeni a pruniku podprostori, ktera rika
dimU 4+ dimV = dim(U + V) + dim(U N'V).
V naSem pripadé ma véta tvar
dim(UNV)=dimU +dimV — dim(U + V) = 15 — dim(U + V).

Pro odhady zdola a shora vyuzijme ptfedchozi odhady na dim(U + V) a
dostaneme

dm(UNV) =15 —dim(U +V) <15 -8 =7

dim(U N V) =15 — dim(U + V) < 15— 13 = 2.

Odhady jsou opét tésné, o ¢emz nas presveddi stejné piiklady jako v pred-
chozim bodu.

Direktni soucet

Cv. 9.8

Cv. 9.9

Necht U, V' jsou podprostory vektorového prstoru W. Dokazte, ze pokud UNV =
{0}, pak kazdy vektor w € U+V lze zapsat jedinym zpiisobem ve tvaru w = u+wv,
kdeueUavelV.

Reseni:

Budeme postupovat sporem. Predpokladejme pro spor, ze existuji dvé rtizna
vyjadieni souc¢tu w = u+v = u' + v/, kde u,u’ € U a v,v" € V. Pak ale vektor
z =wu—1u = v—1v je nenulovy a nachézi se v priuniku U NV, coZ je spor
s predpokladem.

Bud W direktnim sou¢tem svych podprostoru U, V. Dokazte: Je-li uq, ..., u,,
béze U a vy,...,v, baze V, pak uy, ..., Up,v1,...,0, je baze W.

Reseni:

Protoze vektory uy, ..., u,, generuji podprostor U a vektory vy, ..., v, generuji
podprostor V', tak vektory wq,...,un,v1,...,v, musi generovat prostor W =
U+w.

Z predpokladu (a definice direktniho soué¢tu podprostori) je U NV = {o}, ¢ili
dim(U N'V) = 0. Podle véty o dimenzi spojeni a priniku podprostoria mame

m+n=dmU +dimV =dim(U + V) +dim(U NV) = dim(U + V) = dim W.

Prostor W ma tedy dimenzi m+n. Ale zaroven vime, Ze mnozina jeho generatortu
ULy - oy U, V1, - - -, U, MA velikost také m + n. Proto musi tyto generatory tvorit
bézi prostoru W.
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10. Maticové prostory

(] ()

Postupné nad télesy R, Zs5 a Z; rozhodnéte, zda plati:

Cv. 10.1 Bud

(a) v € Ker(A),
(b) v e S(A).
Reseni:
Z definice jadra a sloupcového prostoru matice plati
Ker(A) = {v € T Az = 0},
S(A) =span{A,q, ..., A} = {Az; . € T"},

staci tedy ovéiit, zda vektor v = (1,2)7 fesf soustavu Az = 0 nad danym télesem
a zda plati Az = v pro n&jaké x € T2

Nad téelesem R:

(a) vektor v nepatfi do jadra matice A, protoze

w-G0-0+0)

(b) vektor v patii do sloupcového prostoru matice A, protoze soustava

)= 32~ (0 55~ 1]

mé feSeni, konkrétné plati (1,2)" = 2(1,3)" + £(2,1)7.

U= oo
~_

Nad télesem Zs:

(a) vektor v patii do Ker(A), protoze

=D 6)-6)

(b) vektor v nepatii do S(A), protoze soustava

1 21 1 21
= 119~ ()
nema nad télesem Zs TeSeni.

Nad telesem Zr:

(a) vektor v nepatii Ker(A), protoze

(000
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Cv. 10.2

Cv. 10.3

(b) vektor v patii do S(A), protoZe soustava

1 21 1 21 1 02
= 1) = 3le)~ 6 )
mé nad té&lesem Z; fefenf a plati (1,2)T = 2(1,3)T + 3(2,1)T.

Najdéte béaze prostori R(A), S(A) a Ker(A) pro matici

1
A =12
3

DN
[ )
= o W

Reseni:
Prevedeme matici A do redukovaného odstupiiovaného tvaru RREF(A):

1
A=1{2
3

Oy =~ N

2
1
1

- W

1
~ 10
0

S O N
O = O

1
1| = RREF(A).
0

Bazi fadkového prostoru R(A) tvoii (napiiklad) nenulové vektory v fadcich vy-
sledné matice, tedy vektory (1,2,0,1)T, (0,0,1,1)T. Davodem je, Ze elementéarni
radkové tpravy neméni fadkovy prostor matice, a tedy R(A) = R(RREF(A)).
Najit bazi fadkového prostoru matice RREF(A) je pak jednoduché — jsou to
vSechny nenulové radky:.

Bazi sloupcového prostoru mizeme vybrat z puvodnich sloupci matice A, které
odpovidaji bazickym sloupctiim odstupniovaného tvaru. Bazické sloupce jsou prvni
a tfeti, tedy vektory (1,2,3)T a (2,1,1)7 tvoii bazi S(A). Zdivodnéni je ted jiné,
nez v pripadé fadkového prostoru, protoze elementarni radkové tpravy obecné
mohou zménit sloupovy prostor matice. Co ale elementarni radkové upravy ne-
méni, je linearni zavislost a nezavislost mezi sloupci. Tudiz muzeme tvrdit: bazi
S(RREF(A) tvofi prvni a tteti sloupec matice RREF(A), proto bazi S(A) tvoii
prvni a treti sloupec matice A.

Bézi jadra matice A ziskdme z TeSeni soustavy Az = 0. Mnozinu v8ech FeSeni
této soustavy muzeme vyjadrit pomoci nebazickych proménnych o, x4 ve tvaru

(_21‘2 — Ty, Ty, —I4, :L‘4)T = (_27 17 07 O)TxZ + (_17 07 _]-7 1)T:L‘4-
Bézi Ker(A) tedy tvorf napi. vektory (—2,1,0,0)%, (—=1,0,—1,1)7.
Najdéte matici A takovou, ze

(a) R(A) obsahuje vektory (1,1)7,(1,2)T a S(A) obsahuje (1,0,0)7, (0,0, 1),
(b) bazi R(A) i S(A) tvoif vektor (1,1,1)T a baze Ker(A) je (1,-2,1)T.

Resendt:
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(a) Tento priklad je zaméfeny na kreativitu a ne na postup podle Sablony.
Proto popiseme jen zakladni myslenky, které pomohou hledanou matice
najit. Ze zadanych vektori v radkovém a sloupcovém prostoru vidime, ze
hleddme matici 3 x 2. Déale, z podminek na tadkovy prostor dostdvame
R(A) = R? neboli staci, aby matice A méla linedrné nezévislé sloupce.
Pokud dame vektory z podminky na S(A) pfimo do sloupci matice A,
ziskame pozadovanou matici

10
00
0 1
Hledana matice ale neni zdaleka jednoznacna. Pozadovanou vlastnost spl-
nuji dalsi matice, jako napriklad
11 0 1
0 0], 00
1 2 10
(b) V tomto piipadé hledame matici 3 x 3, pro kterou plati
dimR(A) = dimS(A) =rank(4) =1, dimKer(A4) = 1.

Z véty o dimenzi jadra a hodnosti matice ale vime, ze pro kazdou matici
A € T™ " musi platit vztah

dim Ker(A) 4 rank(A) = n.

V nasem piipadé dostavame 1 + 1 = dim Ker(A) + rank(A) = 3. Matice
spliujici pozadované vlastnosti tedy neexistuje.

Cv. 10.4 Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R"*" plati

(a) S(A) = S(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),
(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A) = S(B).

Resent:

(a) Tvrzeni neplati. Napiiklad matice
10 0 1
(o) 2
maji stejny sloupcovy prostor
span{(1,0)", (0,0)"} = S(A) = S(B) = span{(0,0)", (1,0)"},

ale jejich redukované odstupiiované tvary jsou rizné (obé matice jsou v RREF).

(b) Neplati ani tato opa¢na implikace. Napiiklad pro matice

10 0 0
A :<0 0)’ B:<1 0)
mame RREF(A) = RREF(B) = A, ale pfitom
span {(1,0)",(0,0)"} = S(A4) # S(B) = span {(0,1)",(0,0)"} .
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Cv. 10.5 S vyuzitim maticovych prostori uréete dimenzi prostoru
V={zeR" z;+...+xz, =0}
Reseni:
Prostor V' odpovida mnoziné feSeni soustavy
(11 - 1]0),
to znamené jadru matice A = (1 JE 1) Tato matice méa rozmér 1 xn a ma hod-
nost 1. Pro dimenzi jadra pouzijeme vzorec¢ek (véta o dimenzi jadra a hodnosti
matice):
dimV = dimKer(A) = n —rank(A) =n — 1.
Zévér: Hledana dimenze je tedy n + 1.
Kdybychom chtéli najit i bazi, tak jednoduSe vyfeSime soustavu Axr = 0 po-
moci Gaussovy eliminace. Bézi tak tvoii naptiklad vektory (1,—1,0...,0)T,
0,1,-1,0...,0)7, ..., (0...,0,1,—-1)T.
Cv. 10.6 Z vektortu vyberte bazi prostoru V' = span{v;, vy, v3,v4} a pro ostatni vektory

najdéte souradnice vudi této bazi:
U1 = (37 17 57 4)T7 Vg = (27 27 37 3)T7 V3 = (17 _17 27 1>T7 Vg = (17 37 17 1)T
Reseni:

Zapiseme jednotlivé vektory do sloupci matice A, kterou prevedeme do reduko-
vaného odstupnovaného tvaru

32 1 1 10 1 0
12 -1 3 01 —-10

A=153 2 1|~|o o o 1|~ BREF(A)
43 1 1 00 0 0

Pripomenme, Ze elementarni fadkové dpravy zachovavaji linedrni zavislost a ne-
zéavislost mezi sloupci, a to dokonce i konkrétni linearni kombinace. Tudiz z ma-
tice RREF(A) snadno vyéteme nejen béazi prostoru S(A) = V, ale i hledané
soutfadnice.

Vidime, ze bazické sloupce jsou prvni, druhy a ¢tvrty. Bazi prostoru S(A) =V
tedy tvorf pivodni vektory v; = (3,1,5,4)%, vy = (2,2,3,3)T a vy = (1,3,1,1)7.

Ze ttetiho sloupce upravené matice RREF(A) dostaneme souradnice vektoru v
vzhledem k bazi B = {vy,vs,v4}, nebot plati

vs=(1,-1,2, )7 =1-(3,1,5,4)T 4+ (1) - (2,2,3,3)7,

a tedy [U?)]B = (17 _17 O)T

Cv. 10.7 Urcete, jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matice

(a) AeR™" Be R,
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(b) A € R™ " regularni, B € R"*?.

Reseni:

(a) Necht = € Ker(B), pak z definice jadra plati Bz = o. Vektor = patii také
do jadra matice AB, protoze

(AB)x = A(Bx) = Ao = o,

dostaneme tedy inkluzi Ker(B) C Ker(AB). Obracen4 inkluze obecné ne-
plati, napi. pro A =0, a B = I, je vektor y = (1,0,...,0)T v jadru matice
AB, ale nikoliv v jadru matice B.

(b) Nahlédneme, Ze pro regularni matici A plati také inkluze Ker(AB) C Ker(B),
a tedy muzeme psat Ker(AB) = Ker(B).
Dikaz. Necht z € Ker(AB), potom (AB)r = o. Z regularity matice A
existuje inverzni matice A=, pro kterou plati

Br = (A'A)Bx =AY (A B)r) = A0 =o,

z ¢ehoz plyne = € Ker(B).
Cv. 10.8 Rozhodnéte, zda plati rank(A + B) < rank(A) + rank(B) pro A, B € R™*",
(Hint: Jaky je vztah mezi prostory S(A+ B) a S(A) + S(B)?)
Reseni:
Uvazujme prostor generovany sjednocenim sloupctu matice A a sloupcii matice B,
tedy spojeni S(A) + S(B). Dimenze tohoto prostoru je
dim(S(A) + S(B)) < dimS(A) 4 dim S(B) = rank(A) + rank(B5).

Déle, prostor S(A) + S(B) obsahuje vSechny vektory generované sloupci matice
A+ B, tedy S(A + B) je podprostorem S(A) + S(B). Plati proto

rank(A + B) = dimS(A + B) < dim(S(A) + S(B)) < rank(A) + rank(B).
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11. Linearni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické
bazi

Definice linearniho zobrazeni

Cv. 11.1 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni f: R? — R? jsou linearni:

(a) flz,y) = (z,y+3)7,
(b) f(z,y) = (v +2y,y)7,
(c) f(z,y) = (0,0,

(d) f(z,y) = (2%y)"
Resgeni

(a) Zobrazeni f(x,y) = (z,y + 3)T neni linearni, protoZe nulovy vektor nezob-
razuje na nulovy vektor.

(b) Zobrazeni f(z,y) = (x + 2y,y)? je linedrni. Ovéifme ob& podminky z defi-
nice.

Soucet. Uvazujme dva vektory (x,y) a (2/,y’). Jejich soucet se zobrazi na
vektor

f@y)+ @) =fla+ay+y)=((=+2)+2+y), w+y)" =
= (z+2y,9)" + (@ +24,¢)" = f(z,y)+ (&, Y).

Ndsobek. Uvazujme vektor (z,y) a skalar a. Pak vektor a(z,y) = (azx, ay)
se zobrazi na vektor

flaz, ay) = (ax +2(ay), ay)" = a(z +2y,9)" = of (z,y).

(c) Zobrazeni f(x,y) = (0,0)T je linearni. Vlastnosti z definice linearntho zob-
razeni se snadno oveér.

(d) Zobrazeni f(x,y) = (2% y)* neni linearni. Naptiklad pro vektor (x,y) =
(1,0) a skalar v = 2 dostéavame

fla(z,y)) = flaz, ay) = f(2,0) = (4,0)",

ale
af(z,y)=2f(1,0)=2(1,0)" = (2,0)".
Cili obeené f(a(z,y)) # af(z,y).

Cv. 11.2 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni z prostoru R"*" jsou linearni:

(a) f(A) = AT,
(b) f(A) =1L,
(c) f(A) =A%
(d) f(A) = au,
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(e) f(A) = RREF(A),

Resent:

(a) Zobrazeni f(A) = AT je linearni, coZ plyne z vlastnosti maticové transpo-
zice:

(A+ B = A"+ B, (ad)' =aAT.

(b) Zobrazeni f(A) = I,, neni linearni, protoze nezobrazuje nulovou matici na
nulovou.

(c) Zobrazeni f(A) = A? nenf linearni. Napiiklad pro A = I, a « = 3 mame
flaA) =91, # 31, = af(A).

(d) Zobrazeni f(A) = aq; je linearni. Podminky z definice se snadno ovéfi.

(e) Zobrazeni f(A) = RREF(A) neni linearni. Naptiklad pro A = B = I,
mame

F(A+B) =1, # L, + I, = f(A) + f(B).

Matice linedrniho zobrazeni vzhledem ke kanonické bazi

Cv. 11.3 Pro linearni zobrazeni f: R? — R? dané prepisem f(z,y) = (z +y, v — y)T
vypoctéte matici linearniho zobrazeni vici kanonické béazi.

Reseni:
Navrhneme dva zptisoby vypoc¢tu matice zobrazenti:

(a) Vyjdeme z definice, Ze linearni zobrazeni je popséno obrazem baze. V nasem
pripadé potfebujeme vypocitat obraz kanonické baze, cili

Tyto vektory tvoii sloupce hledané matice

il = (1 1)

(b) Vyjdeme z ptedpisu f(z,y) = (x +vy, x — y)T, ktery chceme vyjadiit jako
f(x,y) = A(z,y)T pro uréitou matici A = (33! 312). Tedy

T4y — A r\ _ (an a2 zy _ ax + ay
r—y Y A21 (22 Y a1 + axny )’

Neni tézké nahlédnout porovnénim koeficientti u z,y, Ze rovnost spliuje

matice
1 1
kan[f]kan = A = <1 _1) :



62 11. Linedrni zobrazent, matice vzhledem ke kanonické bdzi

Cv. 11.4 Najdéte obraz vektoru v = (—1,1,2)7 pfi linedrnim zobrazeni f: R?® — R2
definovaném:

£(1,0,0) = (1,1)", f(0,1,0) = (=1,2)", £(0,0,1) = (0,0)".
Reseni:
Predvedeme dva mozné zptisoby, jak postupovat.

(a) Prvni zpusob vyuziva matici zobrazeni. Sestavime proto nejprve matici zob-
razeni vzhledem ke kanonické bazi. Protoze méame zadany obrazy kanonické
bézi, staci tyto obrazy poskladat do sloupcti matice. Tedy

kan[f]kan = (1 _21 8) '

Hledany obraz pak dostaneme vynéasobenim s matici zobrazent:

-1

f) = enlflan * Wkan = anflian -0 = G _21 8) ; = (_12) .

(b) Druhy zpiisob vychazi piimo z definice linearniho zobrazeni. Protoze
v=(-1,1,2)" = —1-e; +1-ey+2-es,
plati

f)=f(-1-ex+1-ea+2-e35) =—1-fler) +1- fle2) +2 f(es) =
= —1(1, )" + 1(=1,2)" +2(0,0)" = (=2, 1)".

Cv. 11.5 Najdéte matici nasledujicich linearnich zobrazeni v roviné R? vzhledem ke kano-
nické bézi:
(a) Otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek.

)
(b) Projekce na osu x.
(c)
)

(d) Projekce na osu x a pak otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek.

Otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek a pak projekce na osu z.

Reseni:
Stadf zobrazit jednotkové vektory e; = (1,0)%, e; = (0,1)7 a jejich obrazy tvori
sloupce hledané matice.

(a) Vektor (1,0)7 se oto¢ina (0,1)7 a vektor (0,1)7 se otoéi na (—1,0)%. Matice

zobrazeni tedy je
0 -1
A=)

(b) Vektor (1,0)T se projektuje na (1,0)T a vektor (0,1)7 se projektuje na
(0,0)T. Matice zobrazeni tedy je

5o (1Y),
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(c)

Vektor (1,0)7 se oto¢i na (0,1)7, ktery se pak projektuje na (0,0). Vek-
tor (0,1)7 se oto¢i na (—1,0)7 a nasledné projektuje na (—1,0)%. Matice

zobrazeni tedy je
0 -1
¢= (O 0 ) '

Alternativné dostaneme matici zobrazeni slozenim predchozich dvou zobra-
zeni. Matice je pak rovna soucinu prislusnych dvou matic, tedy

1 0\ /0 -1 0 —1
a0 -6 7)
Vektor (1,0)7 se projektuje na (1,0)7, ktery se pak otoéi na (0, 1)T. Vektor
(0, 1)T se projektuje na (0,0)7 a nasledné otoéi na (0,0)7. Matice zobrazenf

tedy je
00
D= (1 0) |

Alternativné dostaneme matici zobrazeni slozenim predchozich dvou zobra-
zeni. Matice je pak rovna soucinu prislusnych dvou matic, tedy

poan- (0 ) ()0 )

Tento piiklad opét ilustruje, ze skladani zobrazeni neni komutativni ope-
race, stejné jako a soucin matic.
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12. Matice prechodu a matice linearniho zobrazeni

Matice prechodu

Cv. 12.1 V prostoru R? uvazujme dvé baze
By ={1,1,1)", (0,1, -1, (2,0,1)"}, B,={(3,2,2)",(1,0,1)7,(1,2,2)"}.

Sestrojte matici prfechodu od baze B; do kanonické.
Sestrojte matici prechodu od kanonické baze do baze Bj.

)
)

(c) Urcete souradnice vektoru (1,2,0)7 vzhledem k bazi B;.
)

(d) Sestrojte matici prechodu od béze By do baze Bj.
Reseni:
Obecné mé matice prechodu od baze By = {by,...,b,} do baze By = {c1,...,¢n}
predpis

(a) Chceme matici prechodu |, [id] , - Podle predpisu vyse tedy musime zkon-
struovat matici
| | |

[bl]kan [b2]kan [bn]kan
| | |

Staci tedy pouze vzit bazické vektory B; a dat je do sloupeckt matice,

0
1

— O N

1
kan[id]Bl = 1
1 -1

(b) Chceme matici prechodu 4 [id],,, . Ulohu miZeme vy¥esit dvéma zptsoby.
Prvni moznosti je postupovat podle predpisu vyse, tedy zkonstruovat matici

To odpovida hledani koeficientt vektoru e; pfi bazi B;, tedy problému,
ktery umime pfevést na hledéni feseni soustavy linearnich rovnic pro tii
vektory pravych stran zaroven, konkrétné

1 0
1 1
1

_ O N
o O =
o = O
_ o O

—1
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2,1,-1)7

Jednotlivymi feSenimi této soustavy jsou vektory é(—l, 1,2)7, é

a +(2,—2,—1)T. Dostavame tedy matici

1 -1 2 2
B, i), = 3 1 1 =2
2 -1 -1

. S .. . -1 _ . o o .
Druhy zptisob by bylo vyuzit vztahu ( 5 [id] )™' = p,[id]5, . VSimnéme si
ovSem, ze vypocet inverze vede v nasem pripadé na feSeni stejné soustavy
rovnic, jako pii prvnim zpusobu vypoctu.

(c) Opét muzeme problém fesit dvéma zpisoby. Prvni by byl pfimo z definice
hledat koeficienty zadaného vektoru vici bazi, ktery vede na feseni soustavy

1 0 2|1

1 1 02

1 -1 110

V nasem piipadé bude jednodussi vyuzit vztahu [z]p = 5 [id],,, - [T]n =

5, 1] - @, tedy

~1 2 2 1 3 1
% 1 1 -2 ol =L [3] = (1
2 -1 -1 0 0 0

(d) Chceme matici g [id]p, . UkdZeme dva postupy.
Prvni zpusob je z definice matice zobrazeni. Z predpisu vySe musime zkon-
struovat matici | |

|
lc]s, eals, -+ [ealB
| | |

Podobné jako v poduloze (b) vede tento problém na hledani feSeni soustavy
linearnich rovnic pro ti¥i vektory pravych stran zaroven, konkrétné

1 0 2|3 11
1 1 0}2 0 2
1 -1 1{2 1 2

Jednotlivymi FeSenimi jsou vektory $(5,1,2)", £(1,—1,1)" a 3(7, -1, -2)".
Dostavame tedy matici

5> 1 7
3 1 -1 -1
2 1 =2

Druhy zptsob vyuziva toho, Ze uz zname konkrétni hodnoty matice 5 lid),.., -
Miizeme pak snadno spocitat

B1 [id]Bg = B [id]kan ) kan[id]Bg

1 -1 2 2 311 5 1 7
=3 1 1 =2 2 0 2] = 3 1 -1 -1
2 -1 -1 21 2 2 1 =2
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Cv. 12.2

Cv. 12.3

Najdéte matici pfechodu od baze by, bs, b3, by k bazi by, by, by, bs.

Reseni:

Matici prechodu bychom mohli nalézt stejnym zptisobem, jako v predchozi iloze.
Alternativné nam staci si uvédomit, Ze jediné, co se na bézi méni je poradi
vektort, tedy v dusledku toho i pofadi souradnic vektoru. Zatimco tedy ptvodné
byly soutradnice vektori by, by, b3, by vici prvni bazi vektory

(1,0,0,0),(0,1,0,0)",(0,0,1,0)%,(0,0,0,1)7,
vici druhé bazi dostavame vektory
(0,0,1,0)",(1,0,0,0)",(0,0,0,1)7,(0,1,0,0)".
Matice prechodu bude mit proto predpis
01

S = O
_ o O O
o O = O

0
0
0

Uréete matici pfechodu od baze B, do baze B, prostoru P?, je-li

By ={2*+1,2> -3z + 1,22 +2+3}, By={2*+22+1,22° +1,2% — 2}

Reseni:
Postup je tiplné stejny jako v pfedchozich ulohach. Hledame soutadnice bazickych
vektoril B; viéi bazi Bs. Pro vektor 2% + 1 fesime
2+ 1=oq(2? + 22+ 1) + ay(22® + 1) + as(z® — 2).

Dva polynomy se rovnaji, pokud se rovnaji koeficienty u jednotlivych mocnin =z,
rovnice je tedy ekvivalentni soustavé

()41+2042—|—043 = 1,

20[1 — (g3 = O,

Oz1+0z2:1.

Ta méa feSeni (—1,2,—2)7. Obdobné lze spoditat soutadnice [2? — 3z + 1]p, =
(—4,5,—5)T a [22 + x + 3], = (—4,7, —9)T. Dostavame matici

1 —4 —4
A=|2 5 7
—2 -5 -9

V8echna tii feSeni miizeme opét spocitat nardz pomoci jedné soustavy se tfemi
pravymi stranami. Pokud tedy rozsifenou matici

12 1|1 1 1
20 —-1/0 =3 1
11 01 1 3

prevedeme na RREF tvar (I3 | A), potom v pravé ¢asti vyéteme hledanou ma-
tici A.
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Matice obecného linearniho zobrazeni

Cv. 12.4 Uvazujme linearni zobrazeni f: R? — R?® zadané obrazy kanonické baze:

f(el) = (17 -1, 1)T7 f(eQ) = (07 L, l)T'

Uvazujme dvé baze

By ={1,-1)", (1, 1)"}, By ={1,-1,1)7,(1,0,1),(0,1,1)"}.

Spocitejte:

(a) matici zobrazeni vzhledem ke kanonickym bazim, tj. . [fl.., -

(b) matici zobrazeni od B; ke kanonické bazi, tj. ,.[f]5, -

(c) matici zobrazeni od kanonické bazi k By, tj. g, [f]ian -

(d) matici zobrazeni od By k By, tj. p [flp, -
Reseni:
Obecné ma maticova reprezentace zobrazeni f: U — V od baze By = {u1, ..., u,}

do baze By = {v1,...,v,} predpis

(a) Chceme matici gan[f]ran, podle predpisu vyse tedy musime zkonstruovat

| |
[f(el)]kan [f(GQ)]kan
| |

Sloupce [f(€;)]kan = f(e;) dostavame piimo ze zadani. Vysledna matice méa

proto tvar
1 0
kan [f]kan - -1 1
1 1

(b) Chceme matici , [f]p, , podle pfedpisu vyse tedy musime zkonstruovat

(L FQ)L)

7 vlastnosti linearntho zobrazeni dostavame

1 1 0 1
f (_1) =fle))—flea)=|—-1]—=11|=1|-2],
1 1 0
1 1 0 1
f <1> =fler))+ flea)=|-1]+ (1] =10
1 1 )
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Vysledna matice mé tedy tvar

11
kanlflg, = (=2 0
0 2

Alternativné muzeme hledanou matici dostat rozdélenim na jednodussi ¢asti
s vyuzitim matice slozeného zobrazeni:

1 0 11 1 1
kan[f]Bl = kan[f]kan . kan[id]Bl == -1 1 (_1 1) = -2 0
1 1 0 2

Chceme matici g [flian » Podle piedpisu vyse tedy musime zkonstruovat

Soutadnice [(1, —1,1)7]g,, [(0,1,1)7]5, miZeme ziskat jako feSenf soustavy

1 101 O
-1 0 1]-11
1 1 11 1

V tomto pripadé si také staci uvédomit, ze f(e;) odpovida prvnimu bé-
zickému vektoru By a f(es) odpovida tfetimu bazickému vektoru Bs, jejich
soufadnice budou proto (1, 0,0)%, resp. (0,0, 1)7. Vysledna matice ma proto
tvar

_ o O

1
B [f]kan = O
0

Opét je uzitecné ukazat i alternativni zptsob pomoci skladani jednodussich
zobrazeni:
~1

1 10 1 0 10
Bg[f]kan = Bg[id]kan ’ kan[f]kan = -1 0 1 -1 1 = 00
1 11 1 1 0 1

Zde ale musime invertovat matici p [id],,, = (juulid]p, )", takZze pokud

inverzi nemame piedem spocitanou, tak tento postup efektivnéjsi nebude.

Chceme matici g [f] B, » bodle predpisu vySe tedy musime zkonstruovat

(L, L)

Z podtlohy (b) jiz zname obrazy f(1,—1)T = (1,-2,0)T, f(1,1)T = (1,0,2)7.
Ty tedy stac¢i vyjadrit v souradnicich baze B,. Soufadnice nalezeneme jako
feSeni soustavy

1 1 071 1
-1 0 1}-2 0
1 1 110 2
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Jednotliva Fegeni jsou vektory (1,0,—1)T, (1,0,1)T, vyslednd matice ma
proto tvar

S vyuzitim predchozich bodu hledanou matici muzeme také spocitat takto:
10 11 1 1
BQ[JC]B1 - Bg[f]kan ' kan[id]Bl ={0 0 <_1 1) =100
01 -1 1
Cv. 12.5 Uvazujme dvé linearni zobrazeni f,g: R® — R? zadani maticemi

B[f]kan =

DN — W

1
0
1

N — W

1 11
) B[g]kan = 1 2 1 )
1 1 3
kde B = {(1,0,—1)",(1,1,0), (1, -2,1)"}. Urcete . [9° fliun -
Reseni:
K feseni mizeme vyuzit vztahu g [go flz = z,19]5, - 5,[f]p, , v naSem piipadé
ve tvaru

kan[g © f]kan = kan[g]B ’ B[f]kan .
Matici |, [g]p mizZeme nejsnadnéji zkonstruovat pomoci matic prechodu jako

kan[g]B = kan[id]B : B[g]kan : kan[id]B'

Dostavame tedy

1 1 1 1 11 1 1 1 -2 7 0
wnldlp =1 0 1 =2 121 1 —2|l =4 -1 —6
-1 0 1 11 3 -1 0 1 -2 0 2
Vysledna matice proto je
-2 7 0 3 1 3 1 -2 1
kan[g o f]kan = 4 -1 -7]- 1 0 1 = -1 =2 -1
-2 0 2 21 2 -2 0 =2

Cv. 12.6 Mgjme linedrn{ zobrazeni f: U — V dané maticovym pfedpisem A = 5 [f]p .
Ukazte, ze matice RREF (A) reprezentuje stejné zobrazeni, ale vzhledem k jinym
béazim.

Reseni:
Vztah mezi A a RREF(A) lze vyjadrit jako

RREF(A)=E-A =E,...Fy - A,
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Cv. 12.7

Cv. 12.8

kde matice E; reprezentuji jednotlivé elementarni fadkové tpravy. Pro nas je
klicové, ze tyto matice jsou regularni a kazdou regularni matici muzeme chapat
jako matici prechodu

Ei = B [id] ,

mezi ur¢itymi bazemi. Podobné mtuzeme vyjadfit souhrnné matici £
E= B, [ld]BV

pro vhodnou bazi Bj, prostoru V. Pro¢? Protoze

By, [Zd]BV = By, [id]kan ) kan[id]BV = (kan[id]B(/ )71 ’ kan[id]BV )

dostavame
kan[ld]BQ/ = kan[id]Bv ’ E_l’

a tudiz bazi Bj, (pfesné fefeno jeji soufadnice vzhledem ke kanonické bazi) vy-
v o . . 71
¢teme ze sloupcii matice |, [id]z - E~".

Odstupnovany tvar matice A tedy mizeme chapat jako

RREF(A) = E-A= y [idlg, - ,[flz, = 5,15,

tedy maticovou reprezentaci stejného zobrazeni, ktera se lisi pouze ve vystupni
bézi.

Zname matici z[f]|5 linearniho zobrazeni f: U — U. Jak muZzeme urcit matici
g flg vaél bazi B'?

Reseni:
Mame dvé moznosti, jak dojit k feSeni:

(a) Matici muzeme sestavit piimo z definice analogicky postupu sestaveni ma-

tice p[flg-
(b) Muzeme vyuzit jiz spocitanych vysledki a skladani linearnich zobrazeni:
plflp = plidg - plflp - plidpy -

Intuitivné: zobrazovany vektor vué¢i bézi B’ se zobrazi matici prechodu

glid] 5 V& bazi B, nasledné se transformuje matici g[f]5 a vyjadii se
y L : i vs s T

zpét matici prechodu g, [id] 5 vaci bazi B'.

Mé¢jme matici M linearniho zobrazeni. Diskutujte, kolik lineadrnich zobrazeni
popisuje matice M?

Reseni:

Jedné se o lehce zavadéjici otazku. Odpovéd zalezi na podmince, jestli méame
definované baze vic¢i nimz zobrazeni definujeme. V piipadé, Ze ano, pak matice
M reprezentuje jen jedno linearni zobrazeni a toto linearni zobrazeni je repre-
zentovano praveé jednou matici, jedna se o disledek véty o jednoznac¢nosti matice
linearniho zobrazeni. Pokud vSak neni uvedeno, viéi jaké bazi se zobrazeni vyja-
diuje pak ke kazdé bazi existuje jedno linearni zobrazeni a je jich tedy nekonecné
mnoho.
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13. Vlastnosti a druhy linearnich zobrazeni

Obraz a jadro

Cv. 13.1 Pro linearni zobrazeni f: R?*? — R?*2? dané piedpisem A — (A — AT) rozhod-
néte, které vektory patii do jadra a které do obrazu:

@) I
o (o o)
@ (1 1)
@ (4 o)

Matice A patii do jadra f, pokud f(A) = 0ax2. Naopak matice A patii do obrazu
zobrazeni f, pokud existuje matice B takova, ze f(B) = A.

(a) Patif do jadra, nebot Iy — IT = 0y,5. Naopak nepatii do obrazu, protoZe
by musela existovat B, Ze

bir b2\ (b b _ (10

a1 Do biz Do 0 1)°
To ale neni mozné, protoze pro prvek na pozici (1,1) by musel byt splnén
vztah

Ozbn—bnzl.

(b) Patii do jadra i do obrazu (je obrazem sama sebe).

(c) Patii do jadra, nebot

Ga)-G)=( o)

Naopak nepatii do obrazu, protoze na diagonale jsou nenulové prvky.

(d) Nepatii do jadra, nebot

() -0 )= (%0

Aby matice patfila do obrazu, musela by existovat B takova, ze

<b11 b12)_<b11 521):<0 1)
bor Doy bia Do -1 0/
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Rozepsanim po slozkich dostavame soustavu

b1 — b1 =0,
biz — by = 1,
bo1 — b1a = —1,
bay — beg = 0.

Prvni a posledni rovnice odpovidaji 0 = 0 a zbylé dvé rovnice jsou ekviva-
lentni. Soustava se tedy zjednodussi na jedinou rovnici

Hledanych matic je tedy nekone¢né mnoho a jsou tvaru

by by +1
(bn 22 ) , bi1,b21,b00 € R.
21 22

Prikladem jedné konkrétni matice B mize byt

01
0 0/
Zavér: Dané matice patii do obrazu.

Cv. 13.2 Uvazujme linearni zobrazeni f: R® — R™. Ozna¢me linearni zobrazeni f! = f,
fP=fof, fr=fo frl Ukaite, ze Ker(f"V) C Ker(f™).

Reseni:
Pokud v € Ker(f™"1), pak ze vztahu f"~!(v) = o plati

frw) = f(f"7(v)) = f(o) = 0.
Proto také v € Ker(f™).
Cv. 13.3 Bud f: R?® — R? linearn{ zobrazeni zadané
f(1,0,1) = (0, )", £(0,1,1) = (=1,0)", f(1,1,0) = (1,0)".
(a) Urcete dim f(R3) a dim Ker(f).
(b) Najdéte bazi f(R3) a Ker(f).

Resendt:

(a) Pro jednodussi manipulaci si vyjadiime zobrazeni pomoci maticové repre-
zentace . [f]5, kde B ={(1,0,1)*,(0,1,1)",(1,1,0)}. Dostévame

0 -1 1
1 0 0)°
Uvedend matice ma dimenzi fadkového (a tedy i sloupcového) prostoru

rovnou 2 a dimenzi jadra rovnou 1. Tyto dimenze odpovidaji dim f(R?) a
dim Ker(f).
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(b)

V predchozi tloze jsme ukézali, Ze dim f(R?) = 2. Protoze f(R?) C R?
dostavame dokonce f(R3) = R2. Libovolna baze prostoru R? je proto bézi
obrazu f(R?). Obecné bézi obrazu miizeme zkonstruovat z obrazii béze pu-
vodniho prostoru, tedy vektori (0,1)7,(—1,0)T,(1,0)T. V tomto piipadé
je druhy vektor zavisly na tfetim, jeho odstranénim dostaviame bazi pro-
storu R?.

Pro urceni baze jadra miizeme vyuzit maticové reprezentace a nalézt reseni

soustavy
0 -1 1
(1 0 O) xz=0.

MnoZina feSenf mé tvar {(0, 3, 23)T; r3 € R}. Pozor, tato mnoZina odpo-
vidd mnoziné soutadnic bazi vzhledem k bazi B, protoze

0= [f(x)]kan = kan[f]B ’ [x]B

Zvolime-li z jadra matice napiiklad vektor [z]p = (0,1,1)7, odpovidajici
vektor x € Ker(f) dopocitame jako

—_
@)
—_
—_

x:o- 0 _|_1.
1

—_

+1-|1] =

—_
o
—_

Cv. 13.4 Co je obrazem prostoru span{sin x, cos x} p¥i zobrazeni s matici (99) vzhledem
k bazim {cosz — sinz, sinz} a {cosz + sinz, cosx}?

Cv. 13.5

Resendt:

7. definice konstrukce maticové reprezentace linedrniho zobrazeni vici danym
bézim lze z maticové reprezentace vycist predpis dané funkce

f(cosz —sinz) =0 (cosx +sinz) + 1 - cosx = cos z,
f(sinz) =0- (cosz +sinz) +0-cosz = 0.

Dostavame tedy, ze obraz bude

span{cosz, 0} = span{cosx}.

Jadro pak ma tvar span{sinz}.

Bud

vzor

f: U — V linearni zobrazeni a W podprostor f(U). Dokazte, Ze tzv. tplny

W) ={z €U; f(x) e W}

je podprostor prostoru U.

Resent:

Staci ukazat, ze o € f~1(W) a Ze je tato mnoZina uzaviena na operace. Protoze je
W vektorovy podprostor, obsahuje o. Z vlastnosti linearniho zobrazeni je jednim
z vektort x spliwjicich f(z) = o i nulovy vektor o. Tedy o € f~1(W).
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Mgjme déle x,y € f~Y(W). Z definice f~Y(W) existuji a,b € W takoveé, ze
f(x) = a a f(y) = b. Protoze W je vektorovy podprostor, také a + b € W.
Upravami dostéavame

a+b=f(x)+ fy) = flz+y).

Dle definice vektor x +y € f~1(W), mnoZina je proto uzaviena na scitan.

Obdobné méjme x € f~1(W) a skalar «. Plati, Ze existuje y € W, Ze f(z) =y
a také plati ay € W. Pomoci uprav

ay = af(z) = flaz)

a definice f~!1(W) vektor az € f~'(W), mnoZina je proto uzavieni na nasobent.

Zobrazeni prosté a ,,na*

Cv. 13.6 Najdéte piiklady linearnich zobrazeni (vyjadienych napiiklad maticové f(x) =
Az) takovych, aby zobrazeni
(a) bylo prosté a ,na“,
(b) bylo prosté, ale nebylo ,na“,
(c) nebylo prosté, ale bylo ,na“,
)

(d) nebylo ani prosté, ani ,na‘“.

Reseni:
Toto je kreativni priklad. Detailnéjsi podminky na matici A, aby prislusné line-
arni zobrazeni bylo / nebylo prosté ¢i ,na“ rozebereme pozdéji ve Cv. I3.8

(a) Napriklad A = I5. Zobrazeni je tudiz identita a zfejmé je prosté i ,na‘.

(b) Napriklad A = (é?) Zobrazeni neni ,na‘“, protoZze sloupce matice A

vygeneruji pouze dvoudimenzionalni podprostor v prostoru R3. Na dru-
hou stranu, zobrazeni je prosté, protoze vztah Ar = Ay vede na rovnici
A(x —y) = 0, kterda ma pouze trivialni feeni x = y.

(c) Naptiklad A = ({91). Zobrazeni pak neni prosté, protoze A(1,1,1)T =
(2,2)T = A(0,0,2)T. Zobrazeni je ale ,na“, protoze ve sloupcich matice A
je kanonicka baze prostoru R?, tudiz vygenerujeme jakykoli vektor v R2.

(d) Napriklad A = 0.

Cv. 13.7 Mégjme linearni zobrazeni f: R — R zadané obrazem baze B:

Zjist&te, jestli je zobrazeni prosté (pokud nenf, najdéte vektory u, v € R? takové,
zeu#vA f(u) = f(v)) ajestli je ,na“ (pokud ne, najdéte vektor, ktery nema
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piedobraz, tedy u € R? takové ze Vv € R®: f(v) # u). Urcete dimenzi a béazi
obrazu a jadra tohoto linearniho zobrazeni.

Reseni:

Prostota: Napted ur¢ime, jestli je zobrazeni prosté (injektivni). Pokud by ne-
bylo, pak by nutné existovaly dva rtzné vektory u,v € R? (z defini¢niho oboru)
takové, ze f(u) = f(v). Upravme si tuto situaci:

kde ,[f]g zna¢i matici linearniho zobrazeni a [u] g, [v]p znaéi vektory souradnic
vektort u, v vici bazi B, tedy [f(u)]la = 4[f]s - [ulp. V nasem piipadé je baze
A kanonicka baze. Tedy pokud je zobrazeni prosté, pak jeho matice ma ve svém
jadre jediny vektor o.

Sestrojime tedy matici (bude brat vektory soufadnic v bazi B a vracet vektory
soufadnic v kanonické bazi):

kan[f]B =

W N
_ N W
— o=

Pomoci Gaussovy eliminace najdeme jeji jadro:

1 31 1 3 1 1 31
221l ~10 4 -1|~1(0 41
3 11 0 -8 =2 000

Vidime, ze jddro mé dimenzi jedna a vSechna teSeni této homogenni soustavy
maji tvar: {(—1t, —1t,1)7; t € R}. MtZeme volit vektor [u]p = (1,1, —4)7, tedy

w=1-(2,1,1)T+1-(1,3,5)7 —4-(7,1,4)T = (—25,0, -10)7T,
ktery se zobrazi na nulu (stejné jako nulovy vektor)
£(0,0,0) = (0,0,0)" = f(—25,0,—10).

Vsimnéte si, Ze soufadnice vektoru z jadra matice byly viéi bazi B, my chtéli

souradnicemi.

Dimenze jadra: Vzhledem k tomu, Ze jadro linearniho zobrazeni ma dimenzi
jedna, tak jeho bazi muZe tvorit naptiklad vektor u = (—25,0,—10)T (vzpo-
meiite, jak jsme na néj prisli — plati, ze [(—25,0, —10)T]|p = (1,1, —4)).

Obraz a surjektivita (jestli je ,na*): Kazdy vektor z obrazu je linearni
kombinaci sloupcovych vektorti. Specidlné existuje vektor a € R? takovy, Ze
f(a) = (1,2,3)" (psano v kanonické bazi), to byl nas zadany vektor (2,1,1)7,
ktery mél v bazi B souradnice [(2,1,1)T]5 = (1,0,0)T.
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Cv. 13.8

Cv. 13.9

Z minulé Gaussovy eliminace vidime, Ze dimenze obrazu (coZ je dimenze sloup-
cového prostoru, coz dle véty z prednéasky je rovné dimenzi fadkového prostoru)
je rovna dvéma a jeji baze jsou napiiklad prvni dva sloupci matice |, [f] 5, tedy
vektory (1,2,3)T, (3,2,1)T (obraz je pak linearni obal téchto dvou vektort).
Dimenze obrazu je tedy dva a zobrazeni f neni ,na‘“.

Vektor mimo obraz: Doplnénim téchto dvou vektorii na béazi R? ziskdme vek-
tor, ktery nema predobraz ve zobrazeni f. Napiiklad to miZe byt vektor (0,0, 1)
(pokud bychom nedopliovali z kanonické baze, ale z jiné, mohl nam vyjit jiny
vektor).

Jak pozname ze zadané matice A € T™*" linedrniho zobrazeni f: U — V, Ze
zobrazeni f je prosté, resp. ,na“?

Reseni:
Linearni zobrazeni je prosté pravé tehdy, kdyz Ker(f) = {o}. Z toho plyne, zZe
je zobrazeni prosté prave tehdy, kdyz

Ker(A) = {o}.

Jinymi slovy, musi 0 = dim Ker(A) = n — rank(A), neboli rank(A) = n. To
znamena, ze matice A méa linearné nezavislé sloupce.

Linearni zobrazeni je ,na“ pravé tehdy, kdyz dimenze obrazu odpovidé dimenzi
prostoru V. Z toho plyne, ze linearni zobrazeni je ,na“ pravé tehdy, kdyz

rank(A) = m.
To znamena, ze matice A ma linearné nezavislé radky.

Rozhodnéte, zda je dané linearni zobrazeni prosté a zda je ,na“:

(a) f: R**? — R3 dané predpisem f<i Z) =(a+b+c,a+b, a)l,

(b) f:P?* — R*dané piedpisem f(az*+bzx+c) = (a+b, 2b—c, a—b+c, a+b)7T,
(c) f:P? — R3 dané piedpisem f(ax® +bxr +¢) = (a+0b, ¢, a+ b)7,
(d) f:P? — R3 dané piedpisem f(az® +bxr +c) = (a+b, 2b — ¢, a — b)7.

Reseni:
Ve v8ech piipadech mtizeme vychazet z toho, Ze linearni zobrazeni f: U — V je
prosté pravé tehdy, kdyz

Ker(f) = {o}

a je ,na“ pravé tehdy, kdyz
dim f(U) = dim V.
(a) Zobrazeni neni prosté, protoze
(a+b+c,a+ba)’ =(0,0,0)7

mé netrivialni feSeni, napiitklad a =b=c=0a d € R.
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Zobrazeni je ,na‘, protoze dimenze prostoru
{(a+b+c,a+bc);abceR}

je 3. To lze nahlédnout naptiklad tak, ze 1ze vygenerovat vhodnout volbou
koeficientti a,b, ¢ vektory (1,1,1)%,(1,1,0)%,(1,0,0)%, které jsou linearné
nezavislé.

(b) Zobrazeni neni prosté, protoze rovnice
(a+b,20—c,a—b+c, a+b’ =(0,00,007

mé4 mnozinu feseni {(a, —a, —2a)T; a € R}.
Zobrazeni neni ani ,na“, protoze P? méa dimenzi 3, zatimco R* ma di-
menzi 4. Pri linearnim zobrazeni se muze dimenze zachovat nebo se snizit.

(c) Zobrazeni neni prosté, protoze rovnice
(a+b, ¢, a+b)" =(0,0,0"

mé mnozinu reseni {(a, —a,0)”; a € R}.
Zobrazeni neni ani ,,na‘“, protoze hodnoty v prvni a posledni sloZzce jsou si
vzdy rovny. V obrazu tedy nelezi napifklad vektor (1,0,0)7.

(d) Zobrazeni je prosté, protoze rovnice
(a+b,2b—c, a—b" =(0,0,0)"
mé pouze trivialni reseni.
Zobrazeni je ,na“, protoZe mnoZina obrazt {(a + b,c,a — b)T; a,b,c € R}
se da vyjadrit jako
{a(1,0, )" +b(1,0,—1)" +¢(0,1,0)"; a,b,c € R}.

Vidime, Ze obrazem je linearni obal vektori (1,0,1)%, (1,0, —1)%, (0,1,0)7,
které jsou linearné nezavislé. Dimenze obrazu je proto 3, stejné jako dimenze
prostoru P2.

Isomorfismus

Cv. 13.10 Rozhodnéte, zda zobrazeni f: R?* — R? dané predpisem

f('rvyaz) = (l’—l-y—QZ, Yy—z x_y>T
je isomorfismem R? na sebe sama (takzvanym automorfismem).

Reseni:

Isomorfismus dvou vektorovych prostori je vzdjemné jednozna¢né linearni zob-
razeni (tedy linearni zobrazeni, které je bijekce). Budeme chtit zjistit dimenzi
jadra (pokud je zobrazeni prosté, tak ma byt nulovd) a dimenzi obrazu = di-
menzi sloupcového prostoru (pokud ma byt zobrazeni ,na“, tak musi byt stejna
jako dimenze prostoru, do kterého to zobrazeni jde).
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Sestavime matici zobrazeni vici kanonické bazi (jakdkoliv baze by poslouzila

stejné):
1 1 =2
kan[f]kan = 0 1 —1
1 -1 0

Abychom ur¢ili rank této matice, provedeme Gaussovu eliminaci:
1 1 =2 1 1 =2 11
0o 1 -1}J~{0 1 —-1]~(0 1 —1
1 -1 0 0 -2 2 0 0
Vidime, ze dimenze jadra matice je rovna jedné, takze zobrazeni neni prosté. To
miiZeme i snadno ovéfit: f(0,0,0) = (0,0,0)" = f(1,1,1).

Obdobné dimenze sloupcového prostoru je rovna dvéma (vzpomeite na vétu, ze
dimenze sloupcového a radkového prostoru se rovnaji). Tedy funkce neni ,na‘.
Opét bychom mohli ovéfit, ze napiiklad vektor (0,0,1)” nenf v obraze (stejné
Gaussova eliminace doplnéna o pravou stranu).

Zavér: zobrazeni f neni isomorfismem.

Cv. 13.11 Rozhodnéte, jestli jsou nasledujici dvojice vektorovych prostort isomorfni. Pokud
ano, najdéte vhodny isomorfismus.

(a) R2? a RY,

(b) R* a P3 (prostor realnych polynomi stupné nejvys tii),
(c) R™*™ a R™*™,

(d) R™ nad R a C" nad C,

(e) R? a {& = (z1, 22, w3, 24)7 € R* | 21 + 25 = 25 + 24 = 0},

(f) R* a prostor linearnich zobrazeni f: R* — R.

Reseni:

Dva vektorové prostory jsou isomorfni praveé tehdy, kdyz maji stejnou dimenzi a
funguji nad stejnym télesem.

(a) Ano, oba maji dimenzi 4. Neni tézké rozmyslet, Ze isomorfismem je napii-

klad zobrazeni
a b T
(c d) — (a,b,c,d)".

(b) Ano, oba maji dimenzi 4. Redlny polynom stupné nejvys tii
p(a) = po + p1x + pa® + psa’

miZeme reprezentovat jako uspofadanou ¢tvefici (pg, p1, p2, p3)?. Isomorfis-
mem zde je

(o, P1, P25 3)T > po + prv + paa? + paa’.

(¢) Ano, isomorfismem bude napfiklad transpozice

A — AT,
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(d) Ne, prostory nepracuji nad stejnym télesem.

(e) Ano, oba maji dimenzi 2. mtazeme volit napiiklad zobrazeni

<Z) — (a, —a, b, —b)T.

(f) Ano, vektoru u € R* ptifadime linearn{ zobrazeni f(x) = u’z. Naopak
kazdé linearni zobrazeni f: R* — R se d4 zapsat matici s jednim fadkem a
¢tyfmi sloupci (véta z prednasky).

Cv. 13.12 Bud f: U — V isomorfismus a x,...,x, € U. Dokazte, ze jsou-li xy,...,x,

linedrné nezavislé, pak i f(z1),..., f(z,) jsou linearné nezavislé.
Reseni:
Méjme, as, ..., o, takové, ze Y | a;f(x;) = o. Dostavame

n n

0= E a;if(x); = f E oz | .

i1 i=1
Pro isomorfismus plati, ze f(z) = o pravé tehdy, kdyz x = o. Proto také
Yor o;x; = o. Z linearni nezavislosti i, ...,, dostavame, Ze o; = 0 pro

v8echny i, tedy f(x1),..., f(z,) jsou linedrné nezavisle.
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14. Afinni podprostory

Afinni podprostory, afinni nezavislost

Cv. 14.1

Cv. 14.2

Cv. 14.3

Ukazte, ze mnozina feSeni (FeSitelné) soustavy Az = b je afinni mnozina, a to
tak, Ze je uzaviena na afinni kombinace.

Reseni:
Ozna¢me jako X = {z € R™; Az = b} mnozinu feSeni soustavy. Uvazujme n

feSeni x1, %, ..., x, € X (tedy Az; =bproi=1,...,n). Mame ukazat, Ze jejich
libovolné afinni kombinace opét nalezi do X, tedy

Al + agza + ... + axy,) = b, kde Zai =1.
i=1

Upravou, kdy roznasobime zavorku a vytkneme jednotliva «; dostavame z vyrazu
na levé strané

A1y + anzy + ...+ apxy) = 0 Az + Az + ..+ @ Az, =
=ab+ab+...+a,b=
= +ag+...+a,)b=
=D.

Proto libovolné afinni kombinace feSeni soustavy Az = b je opét jejim feSenim.
Rozhodnéte, zda vektory

zo=(1,2,3)", 2, = (2,3, )7, 2y =(1,3,2)7, 25 = (2,1,3)7
jsou afinné nezavislé.

Reseni:
Spocitame vektory

1 —x0= (1,1, -2)", 29 —29=(0,1,-1)7, 23 — 2= (1,-1,0)".

Tyto t¥i vektory jsou linearné zavislé (generuji dvou-dimenzionalni podprostor),
proto jsou puvodni vektory afinné zavislé.

Rozhodnéte, zda vektory

o= (1,0,2)", 2, = (2,2, )7, 2, =(2,1,3)" a 23 =(3,3,2)"
lezi v jedné roviné.
Resent:

Zadané vektory xg, x1, T2, r3 lezi v jedné roviné pravé tehdy, kdyz dimenze afin-
niho podprostoru span{z; — xq, xs — Tg, 3 — o} je rovna 2. Nejprve spocitame
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Cv. 144

Cv. 14.5

v —x0= (1,2, =), 29—z = (1,1, )T, 23 — 20 = (2,3,0)7 a nasledné dimenzi
jejich linearniho obalu pomoci hodnosti néasledujici matice

1 2 —1 1 2 -1 1 2 -1
11 1 ])]~10 -1 2 |~10 -1 2
23 0 0 -1 2 0 0 0

Vidime, Ze hodnost matice je 2, tedy vektory x1 —xq, T2 —Zg, T3 — xo leZi v roviné
’ ) 05 0, 43 0
prochézejici poc¢atkem a proto zg, x1, 9, r3 lezi v roviné.

Dokazte, ze vektory g, x1, ..., x, jsou afinné nezéavislé pravé tehdy, kdyz vektory
vo= (zf, )7, yr = (2, )7, ..., y, = (21, 1)T jsou linearns nezavislé.
Reseni:
Vektory
(2o, D", (@, DT (2, 1)

jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz vektory
(ZL‘g, l)Tv ("L‘{ - ZL‘g, O)Ta sy ("L‘Z - onTa O)T

jsou linearné nezavislé (jsou to vlastné elementarni tpravy, kdyz vektory dame
do matice). To je ekvivalentni s tim, Ze vektory

T T O)T,

(z1 — g, r o O)T

ooy (z, — g,

jsou linearné nezavislé. A to uz je ziejmé ekvivalentni s definici afinni nezéavislosti
vektori xg, x1,...,T,.

Rozhodnéte, zda M = N pro

(a) M =span{(1,2)"} + (1, -1)7,
N =span{(2,4)"} +(2,3)",
(b) M = span{(1,2,1)7,(2,1,0)7} + (1,0,0)7,

N =span{(0,3,2)T,(3,0,-1)T} + (2, -1, -1)T.

I

Resent:

(a) Vidime, ze jak M, tak N jsou piimky (afinni podprostory dimenze 1). Je-
jich rovnost nastane pravé tehdy, kdyz libovolny bod z M lezi v N a naopak.
Napiiklad (1, —1)T € M se musi dat vyjadfit jako afinni kombinace bodu
z N, tedy jako (1,—1)T = a(2,4)T + (2,3)T, kde a € R. To nam dava
soustavu dvou rovnic o 1 nezndmé

20+ 2 =1,
da+ 3 = —1,

kterd nema feseni. Proto (1, —1)7 & M a tedy M # N. Dokonce ani zadny
vztah z M & N, N € M neni mozny. Ve skutecnosti ptimky M, N jsou
rovnobézné.
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(b) Opét musi platit, Ze libovolny vektor a(1,2,1)T+b(2,1,0)T+(1,0,0)T € M

pro a, b € R nalezi do N, tedy se da vyjadiit jako c(0,3,2)T +d(3,0, —1)T +
(2,—1,—1)T (pro ¢,d € R) a naopak. Musi proto platit mezi obéma vyrazy
rovnost

a’<17 27 1)T + b<27 17 O)T_'_ (17 07 O)T = C<07 37 2)T + d<37 07 _1)T + (27 _17 _1)T7
ktera se da zapsat jako

a+2b+1=3d+2,
2a+b=3c—1,
a=2c—d-—1.

Pozor, nejedna se o klasicou soustavu rovnic, spis jen o rovnost s parametry,
kterym dodédme urcitou interpretaci. Pokud budeme schopni ¢, d vyjadrit
v zavislosti na a, b, znamena to, ze pro libovolny vektor z M dany sourad-
nicemi a,b jsme schopni nalézt odpovidajici souradnice c,d toho samého
vektoru v N. Tedy ukdzeme, ze M C N. Podobné, pokud vyjadiime a, b
v zévislosti na ¢, d, dostaneme N C M a v dusledku M = N.

Pojdme nejprve vyjadrit a,b v zavislosti na ¢,d € R. Tim soustavu inter-
pretujeme jako parametrickou soustavu, kde ¢, d € R jsou parametry a a, b
jsou neznamé. Rovnicové

a+2b=3d+1,
2a+b=3c—1,
a=2c—d—1, c¢,deR

a maticové

1 2] 3d+1 1 0|2c—d—-1

2 1 3c—1 ~ 12 1 3c—1 ~

1 0]2c—d—-1 1 2 3d+1

1 0| 2¢—d-1 1 0 2¢—d—-1
~10 1| —¢c+2d+1 |~ |0 1| —c+2d+1

0 2|—2c+4d+2 00 0

Resenf soustavy jea=2c—d—1ab=—c+2d+ 1.

Podobné pro a,b € R parametry a c,d nezndmé interpretujeme soustavu
rovnicove

3d=a+2b—1,
3c=2a+b+1,
2c—d=a+1, abeR
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a maticové
0 3 ja+2b—-1 2a+b+1
3 0 [2a+b+1 a+20—1| ~
2 -1 a+1 2 a+1
1 2a+b+1
~ 10 1 3(a+2b—1) ~
2 —1| 3(Ba+3)
1 s(2a+b+1)
~ |0 1 f(a+2b—1)
0 0|35(Ba+3)—22a+b+1)+3(a+2b—1)

Plat, 7e $(3a +3) —2(2a+ b+ 1) + 3(a + 2b — 1) = 0, tedy soustava méa
FeSenf ¢ = +(2a+b+1) ad = 3(a+2b—1). Tudiz M C N a v disledku

M =N.

Afinni zobrazeni

Cv. 14.6 Uvazujme dvé afinni zobrazeni f,g v roviné, pfi¢emz f predstavuje preklopeni
podle piimky p = {(z,10); x € R} a g predstavuje pieklopleni podle piimky

¢={(2,9);y € R}.
(a) Najdéte maticovy predpis zobrazeni f,
(b) najdéte maticovy predpis zobrazeni g,

(c) z predchozich predpisi odvodte maticovy predpis zobrazeni f o g.

Reseni:

(a) Zobrazeni f(z) muzeme zkonstruovat pomoci slozeni trojice jednodussich
afinnich zobrazeni fi, fs, f3 tak, Ze nejprve posuneme vektor x ve sméru vek-
toru (0, —10)7, provedeme pieklopeni podél osy z a nasledné posuneme
dany vektor zpét o (0,10)7. Tato zobrazeni mizeme vyjadiit jako

o fila) =+ (0,~10)7,

5§ 5)e- o
o fi(z) =z +(0,10)T,

Dostavame
f(x) = f3(fo(fr(2)) = fs(falz + (0, =10)T)) = f5(O1(z + (0,—-10)")) =
= Oy(z + (0, —-10)") + (0,10)" = Oz + (0,10)" + (0,10)" =
= Oz + (0,20)".

(b) Zobrazeni g(x) muzeme zkonstruovat podobné jako slozeni g1, g2, g3, kde

e gi(x) =2+ (—2,0)T (posunuti o (-2,0)7),

e go(x) = <_01 ?) x = Oz (pteklopleni podél osy y),
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e g3(x) =+ (2,0)T (posunuti nazpét o (2,0)7).
SloZenim dostavame g(z) = g3(g2(g1(2))) = Oz + (4,0)T.
(c) Slozeni f o g muzeme vyjadrit jako
fog=flg(@)) = f(Os+ (4,0)") = 01Oz + (4,0)") +(0,20)" =
= 01022 + 01(4,0)T + (0,20)7 = 0,052 + (4,0)T + (0,20)T =
= 0,052 + (4,20)7,

po rozepsani maticového soucinu
(1 0 -1 0\ (= 4\ [—x 4
seoer=(5 2 (0 1) () (@) = () + ()

(a) Obraz afinniho podprostoru pfi afinnim zobrazeni je afinni podprostor.

Cv. 14.7 Dokazte:

(b) Slozenim dvou afinnich zobrazeni dostaneme opét afinni zobrazeni.

(¢c) Bud f: U — V linearni zobrazeni a v € V. Pak vzor vektoru v

) ={uel; fu) =v}

je afinni podprostor v U.

Resent:

(a) Mé&jme vektorovy prostor V' a afinni podprostor
M=U +a={u+a;u €U},

kde U € V a a € V. Dale mé&jme linedrni zobrazeni g: V' — W vektor
b € W a afinni zobrazeni f: V — W definované pomoci

f(z) = g(x) +0.
Dostavame,
f(M)=fU+a)=9g(U+a)+b=g(U)+ g(a) + 0.

Z toho, ze g(a) + b € W a g(U) € W dostavame platnost tvrzeni.

(b) M&jme dvé afinni zobrazeni fi: U — V', fo: V — W uréena pomoci linear-
nich zobrazeni g;, g» a vektoru by € V, by € W takto:

fi(®) = gi(z) + b1, fo(z) = ga(x) + bo.
Potom slozeni mizeme vyjadrit
(f20 f1)(@) = falgr(x) + b1) = ga(g1(x) + b1) + b2 =
= 92(91(%)) + g2(b1) + b2 = (92 © 91) (%) + g2(b1) + ba.

Z toho, ze ga0g;: U — W je linearni zobrazeni a go(by) +by € W dostavame
platnost tvrzeni.
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(c) K dikazu vyuzijeme charakterizaci afinnich podprostorim, které fika, ze
M je afinni podprostor pravé tehdy, kdyz pro kazdé z,y € M a skalar «
plati, ze ax + (1 — a)y € M.

Ozna¢me M = f~'(v). Pokud z,y € M, potom f(z) = v a f(y) = v.
Z toho dostavame

flaz +(1—a)y) = af(@) + (1-a)f(y) = av + (1 —a)o =

Tudiz ax + (1 — )y € M a dostavame platnost tvrzeni.

Cv. 14.8 Najdéte tplny vzor f~1(I) pro linearni zobrazeni f: R**? — R?*2 zadané
F(A) = 1A + A7),

Reseni:
Uplnym vzorem jsou viechny matice splitujici vztah f(A) = %(A + AT) = I, po
slozkéach
l ((an a12) + (an a21)) . (1 0)
2 a1 G2 Qi2 Q22 ~\0 1)”
ekvivalentné

ary aiz2+az21 10
2 _
(it )= (00)

Dostavame a;; = 1, ags = 1 a as; = —ay9, Uplnym vzorem je mnozina matic

) ={(;7"); = € R}



	Analytická geometrie a motivace k soustavám rovnic
	Soustavy lineárních rovnic
	Operace s maticemi
	Regulární a inverzní matice
	Grupy a tělesa
	Permutace
	Vektorové prostory a podprostory, lineární obal
	Lineární závislost a nezávislost
	Báze a dimenze
	Maticové prostory
	Lineární zobrazení, matice vzhledem ke kanonické bázi
	Matice přechodu a matice lineárního zobrazení
	Vlastnosti a druhy lineárních zobrazení
	Afinní podprostory

