Priklady z Celoc¢iselného programovani
(Milan Hladik, 12. kvétna 2015)

Formulace

. Uvazme nasledujici problém: Méame 1 letisté na pevniné a n vrtnych plosin na
mofi, h vrtulniki a kazdy vrtulnik mé kapacitu osob ¢ a rychlost v. Déale zname
vzdalenosti d;; mezi i-tou a j-tou ploSinou a vzdalenosti dy; mezi letistém j-tou
plosinou. Koncem kazdého mésice musime obménit osoby pracujici na plosinéch; na
1-té plosiné je jich p;.

Navrhnéte feSeni tohoto problému, tj. navrhnéte formulaci, diskutujte jeji vlast-
nosti, popf. navrhnéte vylepSeni (a jaké udaje byste k vylepseni potiebovali).

. Budte by, by, b3 binarni proménné. Linearizujte podminku b;by = bs3.

. Najdéte néjakou zajimavou tlohu celoc¢iselného programovani ,,ze zivota“.

Teorie

. Dokazte, ze konvexni obal mnoziny pfipustnych reseni smiSené tlohy celociselného
programovani

conv{r € R", y e Z" | Az + By < ¢}
je konvexnim polyedrem. (Na pfednasce se dokazovalo pro ¢istou tlohu.)
. Necht (-); znaci celo¢iselny polyedr, tj. konvexni obal celo¢iselnych bodu. Rozhod-

néte zda pro konvexni polyedry P, @ plati (P + Q); = Py + @y, popf. aspoii n&jaka
inkluze.

. Necht o(-) znaci velikost zapisu. Ukazte, ze

(a) o(a+b) <ola)+ o(b), Va,b € Z.

(b) o(a+0b) < o(a)+ o(b), obecné neplati Va, b € Q.
(¢) o(ab) < o(a)+a(b), Va,b € Q.

Metody

.V 1. Gomoryho algoritmu po zavedeni se¢né nadroviny a provedeni transformace
tabulky podle nového radku pak tento fadek vynechdme. Mize se stéat, ze se nékdy
pozdéji dostaneme zase na druhou stranu této se¢né nadroviny? Obecné, jak ovlivni
vynechani fadku pribéh algoritmu?

. Vyfeste tlohu ze cviceni pomoci 1. nebo 2. Gomoryho algoritmu a primdrni sim-
plexové metody:

maxr, — Ta; —3T1 + T2 T — 302 <3, x>0, x€Z
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3. Dokazte konecnost 2. Gomoryho algoritmu (za vhodnych predpokladi). Staci analogii
Lemmatu 3 z 1. Gomoryho algoritmu. 6

4. Dokazte, ze se¢nou nadrovinu ¢isté tilohy celo¢iselného programu lze definovat napf.
také néasledujicim zptusobem: Bud dyg € 7Z, tj. vysledna [-tabulka nema napravo celé
¢islo v k-tém fadku. Sefnd nadrovina je pak tvaru 3, an, = 1, kde I = {j =
1,...,n | dy; ¢ Z} (mnozina indexti prvki v k-tém fadku, které nejsou celoc¢iselné). 4

5. Ovlivni ngjak prubéh 1. resp. 2. Gomoryho algoritmu to, Ze soustavu nerovnic pie-
dem prenasobim né&jakym kladnym (a napt. celym) ¢islem? 4

6. Bud f > 0 dano. Najdéte minimalni popis konvexniho obalu mnoziny
M={(r,y) €EZxR;x—y < f, y>0}
pomoci soustavy linedrnich nerovnic. 2

7. Dokazte, ze pii pouziti metody Branch & bound na smiSenou tlohu s jedinou
celociselnou proménnou navstivime pfi prochazeni vétviciho stromu nejvyse 3 uzly. 4

Problém batohu a set covering

1. Uvazujme varianty problému batohu

max ¢’ x; a’x < b, x € {0,1}", (P1)
max ¢l x; alx <b, x>0, z € 7", (P,)
max ¢’ x; ATz <b, x € {0,1}", (Ps)
max ¢’ x; a’x = b, 2 € {0,1}", (Py)

kde ¢, A,a,b > 0.
(a) Ukazte, ze predpoklad a,b,c > 0 neni v (P;) na Gjmu obecnosti. Jak je to u
(P3) a (P4)? 4

(b) Rozhodnéte, ktera z variant (P;)—(Py) je prevoditelna na n&jakou jinou, popf.
které jsou na sebe navzajem prevoditelné.

(c) Pro (P3) navrhnéte heuristiku a horni odhad jeji relativni chyby.
(d) Prostudujte metodu Branch & Bound pro problémy (Ps) a (Py).

s R

(e) Prostudujte preprocessing pro problémy (Py)—(Fy).

2. Najdéte priklad, kdy se nabyde (co nejtésnéji) mez z véty o aproximacnim faktoru
hladového feseni ulohy Set covering. 4



E Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

1.

Dokazte, Ze dimenze celoc¢iselného polyedru M; (coz je konvexni obal celo¢iselnych

pripustnych bodit) je rovna in(n — 3), a to tak, ze najdete $n(n — 3) + 1 afinng

nezavislych pripustnych reseni.

Pro symetrické TSP s n > 3 dokazte, Ze nerovnice

> @ <lUl-1 Uc{l....n} 3= U< |3

ecE(U)

je facet-defining, a to tak, Ze najdete in(n — 3) — 1 afinné nezavislych pripustnych
feseni.

3. Pro tdlohu s n = 4 najdéte vSechny facet-defining nerovnosti.
F  Souhrn
1. Odpovézte na otazky:

(a) Jaké téma (resp. témata) z prednasky se mi nejvice libilo a pro¢?
(b) Jaké téma (resp. témata) z prednasky se mi nejméné libilo a proc¢?
(¢) Co bych zménil(a) na stylu prednaseni?

(pouzivat slajdy namisto tabule, vice ptikladu, vice teorie, ... )

(d) Jaky by byl optimélni styl priabéhu cvi¢eni?

(pocitani u tabule, po¢itani doma, programovani algoritmu na po¢itaci, testovani

Y o~y

jiz existujicich fesi¢u, vynechat cviceni uplné, ...)

(e) Umél(a) bych po absolvovani kurzu bez problému Fesit piislusné praktické
optimaliza¢ni tlohy a byt (teoreticky) schopen(schopna) vylepsovat stavajici
algoritmy?

(f) Co jsem od prednasky ocekaval(a)? A bylo to splnéno?
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