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Cast I

Teorie a metody



Kapitola 1

Teorie

1.1 Uvod

V celociselném programovéani se stietavaji dva odlisné svéty: spojitéd a kombinatorickd optimalizace. Stie-
tavaji se dvojim zptsobem. Jednak se formulaci problému, kde se vyskytuji jak spojité proménné a funkce,
a jednak v metodach na FeSeni, kdy moderni algoritmy kombinuji techniky z obou disciplin.

Celo¢iselné programovéni zazilo v minulych dekadach intensivni rozvoj a je stéle oblast{ s intensivnim
vyzkumem. Je to zpisobeno tim, Ze obrovska fada praktickych problémt se d& zformulovat jako celo¢iselny
program. Pfitom je celo¢iselné programovani tézké na feSeni, takze predstavuje vyzvu pro dalsi vyzkum a
vyvoj a mé potencial na dalsi posun.

Par slov ke klasifikaci tloh celo¢iselného programovani:

Celociselné programovani

Ulohou celoé¢iselného programovani se rozumi tloha

max f(z) zapodm. g;j(z) <0 Vj=1,...,m,
r, €Z VieC,
r, €R Vie{l,...,n}\C,

kde C' C {1,...,n}. Jedna se tedy o tulohu matematického programovéani s podminkami na celo¢iselnost
nékterych proménnych. Pokud C' = {1,...,n}, jde o ¢stou tlohu celo¢iselného programovani (vSechny
proménné celociselné), jinak ji nazyvame smiSenou.

Celociselnost proménnych jde preformulovat jako nelinedrni podminka. Napiiklad pro binarni pro-
ménné takto:

ze{0,1} <= z€][0,1] A z(1—2x)=0.

Nicméné, celo¢iselné proménné maji sva specifika, proto je vyhodnéjsi se jimi zabyvat zv1ast.

Linearni celodiselné programovani
Jsou-li funkce f(z), g;(x) linearni, pak jde o linearni celo¢iselné programovani

max ¢’z za podm. Az <b

v, €7 VieC.

V tomto textu se budeme vénovat vyhradné tomuto linearnimu piipadu. Uvidime, Ze i tato formulace je
dost obecné a pokryva Sirokou t¥idu tloh. Navic techniky, které se nau¢ime pro linearni ulohy, se pouzivaji
i pro nelinearni tlohy.
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Obréazek 1.1: Tlustrace pripadu, kdy optimum z* linearni relaxace (I2]) d& bod, ktery je daleko od skutec-
ného celo¢iselného optima 2!. Navic zadné rozumné zaokrouhleni bodu z* nedé pifpustné feSeni.

0-1 programovani
Specialnim typem linedrniho celociselného programu je 0-1 program s bindrnimi proménnymi
max ¢/ z zapodm. Az <b, z € {0,1}".
Na druhou stranu, zas tak specialnim typem neni. Pfedpokladejme omezenost mnoziny pripustnych feseni
(srov. poznamka [[24]), tedy existuje u > 0 tak, Ze kazdé pripustné feSeni z spliwje |z;| < w, Vi. Pak

kazdou proménnou z; nahradime binarnim rozvojem x; = Z,Eli%(u” Qkyki, kde yx; € {0,1} jsou binarni
proménné. Celkovy pocet proménnych vzrostl [log(u)|-krat.

Znaceni

Pro reéalné ¢islo r pouzivame |r | = max{z € Z; z < r} pro jeho (dolni) celou ¢ast, [r| = min{z € Z; z > r}
pro horni celou ¢ast a {r} =r — |r] pro zlomkovou ¢ast.

1.2 Celociselny polyedr

Mégjme A € Q™*" b € Q™. Tento predpoklad sice je na Gjmu obecnosti (srov. poznamka [[.2]), ale
z praktického hlediska se vesmés setkavame jen s racionalnimi daty, a reprezentovat na pocitaci muzeme
také jen (nékterd) racionalni ¢isla.

V této kapitole se nadéale budeme zabyvat Cistou tilohou linedrniho celociselného programovani

max ¢l x zapodm. x € M NZ", (1.1)
kde
M ={zx e R"; Az <b, x > 0}.

Bez podminek celo¢iselnosti dostaneme linearni program

max ¢’z zapodm. z € M. (1.2)

Uloha (IL2) se nazyva linedrni, nebo té% celociselnd relazace (celoGiselna relaxace protoze doslo k ,,uvolnéni®
celo¢iselnych podminek a linearni relaxace, protoze jsme dostali linedrni podminky). Jeho optimélni hod-
nota davéa horni odhad na optimalni hodnotu (LIJ), coZ je zakladem pro mnoho metod na feSeni celo¢isel-
nych programu. Nicméné, z optimélniho feSeni tlohy (L2) uré¢it optimum puvodni alohy neni jednoduché.
Prosté zaokrouhlovani zde nefunguje: jednak zaokrouhlenim nemusime dostat pripustné reSeni, a jednak
zaokrohlené feseni muZe byt stale dost daleko (libovolné daleko) od optima; viz obrazek 11

Ozna¢me a pojmenujme jako celociselny polyedr

M = conv{x € Z"; Ax <b, x >0},
konvexni obal mnoziny p¥ipustnych feseni. Ziejmé plati (M NZ") C M; C M. Uloha (ILI)) se pak redukuje
na linearni program

max ¢z za podm. x € Mj.
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\ . . .
+ sefna nadrovina
N\ ~ 4 .
« a sténova nadrovina

Obrazek 1.2: Konvexni polyedr M, celo¢iselné body v ném a jejich konvexni obal M. Se¢na a sténové
seCné nadrovina.

Potiz je, Ze sestrojit mnozinu M7 je velmi tézké, aZ na specialni pripady probirané v sekci[[.3l MuZeme se
kazdopadné aspon k M; priblizit tim, Ze mnozinu M budeme ofezavat pridavianim linedrnich podminek,
které odstrani kus M, ale neodfiznou nic z M;. Takovéto podminky se nazyvaji Tezy nebo také secné
nadroviny v linedrnim p¥ipadé a tvoifi zaklad metod probiranych v kapitole Bl Seéna nadrovina, ktera
urcuje facetu (sténu dimenze n — 1) polyedru M; se nazyva sténovd (ang. facet-defining), viz obrazek [[.21

Nasledujici véta potvrzuje, ze M je konvexni polyedr, bez ohledu na to, je-li v omezeni rovnice
nebo nerovnice. Pro M omezené je to zifejmé z dualné nerovnicovo-vrcholového popisu polyedru, ale pro
neomezeny piipad to zfejmé na prvni pohled neni. Mnozina M je zjevné konvexni, ale pfipadna potiz
by mohla byt s polyedralitou, protoZe podle definice je M; konvexnim obalem (potencialng) nekone¢né
mnoha bodi.

Véta 1.1 (Meyer, 1974). M; je konvexni polyedr.

Diikaz. To, ze Mj je konvexni, plyne z jeho definice. Zbyva tedy dokazat, Ze je to polyedr. Budte v;,
it € I, vrcholy a hj, j € J, sméry neomezenych hran M. ProtoZe v; a h; maji racionalni slozky, miZeme
bez Gjmy na obecnost predpokladat, ze h; € Z" (¢ehoz docilime pfenadsobenim nejmensim spole¢nym
nasobkem jmenovateli). Kazdy bod x € M lze psat ve tvaru

T =3 e @i + ey Bily = Y ier civi+ 35185y + D2 e 4By (1.3)

pro urc¢ité oy > O, zie[ o = 17 ,8]‘ > 0. Oznacme
Q= {Zie]aivi + Zjejﬁjhj; a; > 0, Zie[ a;=1,0< B < 1},
C= {ZjeJﬁjhﬁ B > 0}.

Zde @ je omezeny konvexni polyedr a C' konvexni polyedricky kuzel. Polyedr @) representuje omezenou
¢ast M a C jeho neomezené sméry. Pak mizeme psét

M=Q+C={z+y;z€Q, ycC}.

Vlastnost kuzele C je ta, ze M + C = M.
Nasim cilem bude ukazat, ze M; = Q + C, viz obrézek [[L.3
»,C“ Bud z € M NZ"™ Podle (L3) je

=2 ieslBilhy =3 ier ivi + 325 B h; € Q
celociselny vektor, a tudiz x € (Q NZ" + C) C (Qr + C). Tim padem z konvexity Q + C dostavame
M =conv(M NZ") C(Qr+C).
22 Plati Q1+ C C My +C = M;+Cr C (M + C); = My, srov. cviceni [[L2 O
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Obrazek 1.3: Rozdéleni M = C + Q, dikaz véty [l

Obrazek 1.4: Nekoneény polyedr, poznamka T2

Poznamka 1.2. Bez podminek racionality A, b véta neplati, napi. pro
max —ax1 + 22 zapodm. —axi+x9<0, z90>1, x € ZQ,

kde a > 0 je iracionalni, viz obrazek [L4l V tom to pfipadé M; neni konvexni polyedr, protoze ma
nekone¢né mnoho hran. Tato tloha navic nema optimélni FeSeni, pfestoZe je pfipustna a omezena (tj.,
ucelova funkce je omezend). Divod je tem, Ze na sténé axy — z9 = 0 se nenachazi zadny celo¢iselny bod,
ale celo¢iselnymi body se ke sténé muzeme priblizit libovolné presné. Supremum ucelové funkce je tudiz 0,
ale hodnota se nenabyde. Takovato situace pro racionalni data nastat nemuze.

Poznamka 1.3. Disledek z ditkazu véty: Je-li M; # (), pak M a M; maji stejny kuZel neomezenych
sméri, a tudiz aloha () je neomezena pravé tehdy, kdyZ je neomezena (LZ).

Cviceni
1.1. Zobecnéte vétu [LI] na smiSenou ulohu, obsahujici celoéiselné i spojité proménné. To znamené,
dokazte, Ze konvexni obal mnoziny {x € R™, y € Z"; Az + By < ¢} je konvexnim polyedrem.

1.2. Rozhodnéte zda pro konvexni polyedry P, Q plati (P+Q); = Pr+ Qg, popf. aspoi n&jaka inkluze.
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1.3. Najdéte minimalni nerovnicovy popis celo¢iselného polyedru P; pro P popsany nerovnostmi

-2 -1 —1

|

[\

[S—y
o e

1.4. Navrhnéte nejlepsi formulaci pro popis mnoziny P; = conv(Z2 N P), kde polyedr P tvoii mnoZina
feSeni soustavy

2 -1 -1

1 -2 a 1
<

-2 1 <m2> 1

12 6

1.5. Ukazte, ze néasledujici formulace celo¢iselnych podminek jsou ekvivalentni (popisuji stejnou pii-
pustnou mnozinu):
o P ={rc{0,1}*: 1221 + 9xo + 623 + 314 < 14},
o Po={xc{0,1}*:4xy + 320 + 223 + 24 < 4},
o P3 = {.%' € {0,1}4:4x1+3w2+2m3+x4 <4, x1+ax9+ax3<1, 21 +x4 < 1}.

Ktera formulace je podle véas nejvhodnéjsi pro modelovéani a FeSeni dlohy celo¢iselného linearniho
programovani? Proc¢?

1.3 Unimodularita — kdy slozité se stava jednodussSim

Nejprve pfipomeinime, Ze subdeterminant matice A € Z™*" je determinant jeji podmatice, to jest takové
matice, kterad vznikne z A odstranénim nékterych fadka a sloupct. Pokud matice A ma hodnost m, pak
jeji sloupcova baze je regularni podmatice fadu m.

Definice 1.4 (Unimodularita a totalni unimodularita).
e Matice A € Z™*™ je totdlné unimoduldrni, pokud kazdy jeji subdeterminant je —1, 0 ¢i 1.
e Matice A € Z™*™ hodnosti m je unimoduldrni, pokud kazdé jeji sloupcova baze méa determinant
—1¢il.

Sloupcovou béazi matice A budeme znacit Ap, kde B je mnozina indexti dané béze. Toto znaceni
pouzivame obecnéji, tedy pro libovolnou indexovou mnozinu J = {ji,...,jr} je Ay = (Asjy | -+ | Asjp)s
zde zévisi na pofadi prvka v J.

Poznamka 1.5. Pfipomenme nékteré véty pro praci s determinanty:
e Laplaceiiv rozvoj podle k-tého sloupce: det(A) = ,(—1)"**a;; det(A*), kde A™* je matice A bez
radku ¢ a sloupce k.
e Cramerovo pravidlo: M&jme soustavu rovnic Ax = b, kde A je regularni. Pak i-t4 slozka feSeni je
_ de(A)

Ti = Jor(A) kde A? je matice, kterd vznikne z A nahrazenim i-tého sloupce za vektor b.

Vztah mezi unimodularitou a totalni unimodularitou vystihuje nésledujici tvrzeni.
Véta 1.6. Bud A € Z™*". pak A je totdlné unimoduldrni pravé tehdy, kdyz (A|I,,) je unimoduldrnd.

Diikaz. ,,=“ Bud B sloupcova baze (A | I), kterazto matice je ziejmé celociselna. Pak z Laplaceova rozvoje
podle sloupct I dostaneme det(Ap | Ip) = £ det(A) = £1, kde A’; je matice vznikla z Ap odstranénim
radki, kde I'p ma jednicky.
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,<=“ Bud A’ ¢tvercovd podmatice A. Uvazme bazi B takovou, ze A’ je ¢asti Ap a v fadcich, kde
se nachazi, I neobsahuje jednicky. Pak det(A’) = +det(Ap|Ip) = +1. Pokud by B nebyla baze, pak
(Ap|IB) by byla singularni a det(A’) = £ det(Ap | Ig) = 0. Schematicky:

ap, --- awp, |1 0 0 0 0 O

0O - 00 0 O

aip, --- ap, [0 0 1 0 0 O

ah, ... d al, ... a0 0 00 0 0

A= , (Asllg) =] 00 00 0 0 O

aj, ajy, a, ... ay |0 0 00 0 0

ajp, .- ajp, |0 0 0 1 0 O

: . 0O 0 00 .0

Ampy -+ Gmp, |00 0 0 0 1

Z hlediska celociselného programovani je stézejni nasledujici véta, ktera fika, ze tlohy s (totalné)
unimodularni matici mizeme fesit linedrnim programovanim a celo¢iselnost feSeni je zarucena.

Véta 1.7 (Hoffman & Kruskal, 1956).
(1) Bud A € Z™*™ hodnosti m. Pak M = {x € R"; Ax = b, x > 0} md celociselné vrcholy pro kazdé
b € Z™ pravé tehdy, kdyZ A je unimoduldrni.
(2) Bud A € Z™*". Pak M' = {x € R"; Ax < b, x > 0} md celociselné vrcholy pro kazdé b € Z™
prdvé tehdy, kdyz A je totdlné unimoduldrni.

Diikaz. (1) ,=* Bud B pfipustna baze. Chceme dokazat, Ze det(Ap) = %1, neboli det(Az") = det(Ap)~! =
+1. To je ekvivalentni s tvrzenim, Ze Agl mé celociselné slozky: Je-li Agl € Z™*™_ pak z rovnosti
det(Ap)det(Az") = 1 a celociselnosti obou determinanti plyne det(A5") = +1. Naopak, je-li det(A5') =
+1, tak adjungovana matice adj(Ag) je celoCiselna a tedy Agl = m adj(Ap) jakbysmet.

Celo¢iselnost Agl ukaZeme po sloupcich. Uvazme i-ty sloupec A;ei a definujme z ==y + Aglei >0,
kde y > 0 je celociselny a dostatecné velky vektor. Nyni definujme b := Apx = AB(y—i—Aglei) = Apy+e; €
Z"™. Definujme vektor &’ tak, Zze 2’3 = x a 2y = 0. Nyni 2’ je vrchol polyedru M a podle predpokladu je
celodiselny. Tudiz Al_glel- = x — y je také celodiselny.

»<=* Bud x vrchol M, pfisludny bazi B. Ozna¢me N := {1,...,m} \ B. Pak zy =0 a zp = Aglb,
neboli Apxp = b. Protoze det(Ap) = +1, podle Cramerova pravidla jsou slozky zp celo¢iselné.

(2) Piepiseme M’ do tvaru M' = {x € R"; Az+Ix' = b, x,2’ > 0} a pouZijeme tvrzeni[L.6ls bodem (1).

O

Celo¢iselné programovani s (totalné) unimodularnimi maticemi je tedy vypocetné jednoduché. Celo¢i-
selnost mizeme relaxovat a linedrni program automaticky najde celo¢iselné optimum. Zde je potieba pouze
podotknout, Ze pokud neni optimum jednoznac¢né, ale tvoii jej celd sténa, pak je celo¢iselnym optimem
libovolny vrchol této stény.

Dusledek 1.8. Je-li A totdIné unimoduldrni a b € Z™, pak iloha celociselného programovdnd
max ¢’z za podm. Az <b, >0, € Z™
je ekvivalentni s dlohou linedrniho programovdnt
max ¢’z za podm. Ax <b, x>0, x € R™.
Ukézeme si dvé specialni t¥idy tloh, kde matice v omezenich je automaticky totalné unimodulérni.

Definice 1.9. Bud G = (V, E) neorientovany graf. Pak matice incidence grafu G je matice Ag €
{0, 1}VIXIEl s prvky (Ag)ve = 1 pro v € e, a s nulami jinak.

Bud G = (V, E) orientovany graf. Pak matice incidence grafu G je matice Ag € {0, il}'VME‘ s prvky
(AGg)ve = —1 pro e = (v,u), (Ag)ve = 1 pro e = (u,v), a s nulami jinak.
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Véta 1.10. Bud A matice incidence neorientovaného grafu G. Pak A je totdlné unimoduldrni prdave tehdy,
kdyz G je bipartitni graf.

Diikaz. ,=“ Bez Gjmy na obecnost pfedpoklddejme, Ze G neobsahuje izolovany vrchol, protoze nulovy
fadek neovlivni unimodularitu matice A ani bipartitnost grafu G. Podle véty [[7 ma polyedr {z €
RIVI: ATz = e, x > 0} celodiselné vrcholy. Protoze je neprazdny (obsahuje vektor %e) a omezeny (lezi
v nezaporném oktantu a soué¢tem rovnic dostaneme omezeni a’x = |V|, kde a > 0), obsahuje celo¢iselné
feSeni 2*. Pak indexy s 27 = 1 odpovidaji jedné partité a ostatni té druhé.

,<=" Matematickou indukeci podle velikosti podmatice. Podmatice faddu 1 maji zfejmé determinant 0O
nebo 1. Nyni uvazujme podmatici A’ fadu k. Jsou-li v kaZdém sloupci dvé jednicky, pak soucet fadkii,
odpovidajicich prvni partitg, se rovna sou¢tu fadka druhé partity, a tudiz det(A’) = 0. V opacném pripadé
obsahuje matice A’ sloupec s maximéalné jednou jednickou, na ten aplikujeme Laplacetiv rozvoj a pouZijeme
indukéni predpoklad. O

Priklad 1.11. Piikladem tlohy, kde se vyskytuje matice incidence bipartitniho grafu je napft. dopravni
problém

m n n m
min Z Z cijr;j za podm. inj = a; Vi, inj =b; Vj, x>0,
j=1 i=1

i=1 j=1

kde a;, © = 1,...,m jsou kapacity vyrobci, b;, j = 1,...,n kapacity spotiebitelii, a ¢;; cena piepravy
jednotky zbozi od i-tého vyrobce k j-tému spotiebiteli. Zde se jesté navic predpoklada, aby > . a; = > j b;.
Nazyvéa se podminkou ekonomické rovnovahy, a je pfirozenou podminkou, nebot bez ni by tloha neméla
feSeni.

Setfidime-li proménné 11, ..., T1n, L21,-- -, T2, - - - s Ly - - - » Lmp, POtOM matice soustavy rovnic z ome-
zeni
1 1
1 ... 1
1 ... 1
1 1 1
1 1 1
je totalné unimodulérni. O

Nésledujici pozorovani pry nahlédl uz Poincaré roku 1900.
Véta 1.12. Matice incidence orientovaného grafu je totdlné unimoduldrni.
Diikaz. Analogicky dukazu véty [LI0l O

Priklad 1.13. Prikladem tloh, kde se vyskytuje matice incidence orientovaného grafu jsou toky v sitich.
Klasicka tloha nalezeni maximalniho toku v siti (orientovaném grafu) G = (V, E)

max v za podm. Z Tij — Z zj; =0, Vie V\ {s,t}

J:(ig)EE JGA)EE
D Tm ) =,
Ji(s.5)EE J:(4,s)EE
doomi— Y, wp=-v
J(tJ)er J:(Gt)eE
0<x<u,

kde u: E — R4 jsou kapacity hran, s € V je pocatecni vrchol a ¢t € V koncovy. Pridame-li do grafu
symbolickou hranu (¢, s), pak tlohu maximélniho toku muzeme formulovat jako hledani maximéalniho
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toku skrze pridanou hranu za podminek, Ze pro kazdy vrchol plati podminka rovnovahy (pfitok = odtok).
Je-li A matice incidence grafu G, pak tato dloha ma tvar

max x¢s za podm. Az =0, 0 <z <.

Podobnou tlohou je nalezeni nejlevnéjsiho toku (minimum-cost flow)
min Z cijx;; za podm. Z Tij — Z xj=bVieV, {<x<u,
(i.5)eE Ji(i,j)erE VHVENISI D)
kde /,u: E — R4 je dolni a horni mez na tok v jednotlivych hranach, ¢;; cena prepravy jednotky zboZzi po
hrané (i,j) € E, a b€ RV je vyrovnavaci ¢len nabidky /poptavky. Maticové miizeme tlohu zapsat jako
min Z cijry; zapodm. Ax =0, ( <z <w,
(i.j)eE

kde A je opét matice incidence daného grafu. Této formulaci vyhovuje i situace, kdy je v grafu vice zdroju
a stokil (pocate¢nich a koncovych vrcholi). O

Priklad 1.14. Jinym piikladem tloh, kde se vyskytuje matice incidence orientovaného grafu je hledéni
nejkratsi cesty v grafu. Uvazujme orientovany graf G = (V, E). Necht ¢: E — R, jsou vahy na hranach
a necht s € V je pocatecni vrchol a t € V koncovy. Ulohu mtizeme formulovat jako hledani nejlevnéjsiho
toku velikosti 1

min Z ciji; za podm. Z Tij — Z xi; =0, Vie V\ {s,t},

(i,J)eE J:(i,J)EE J:(Ji)EE
D = ) wy=l
Ji(s,5)EE J:(4,8)EE
doomi— Y wy=-1,
J(tJ)er J:(Gt)eE
0<x<1.

Poznamenejme, Ze pro neorientované grafy je situace trochu jina v tom, ze pokud povolime zaporné vahy
na hranach nebo pokud hledame nejdelsi cestu, tak se problém stdva NP-tézkym. Pro nejdelsi cestu totiz
nestac¢i zménit ,,min“ na ,,max“ ve formulaci tlohy, protoZe pak program nenajde nejdelsi cestu, ale nejdelsi

tah. -

Z hlediska maticovych operaci je totalni unimodularita matice invariantni vii¢i transpozici, vyméné
radki, mazéni radki, zdvojovani fadki, ndsobeni —1, pridavani jednotkovych a nulovych fadkt, konkate-
nace do blokové diagonélnich matic atp.

Na konec této sekce si polozme otézku jak je tézké rozhodnout, zda dand matice A € {0,+1 je
totalné unimodulérni? Tuto otazku lze rozhodnout v polynomialnim ¢ase metodou Seymourovy dekompo-
zice z roku 1980 |Schrijver, [1998]. Ta je zaloZena na faktu, Ze A je totalné unimodularni pravé tehdy, kdyz
lze vytvofit z tzv. sitovych matic (zobecnéni matice incidence orientovaného grafu) a nékolika pevnych

}an

matic pomoci vy$e zminénych dprav a jim podobnych.

Cviceni
1.6. Budte A, B € Z™™ unimodularni matice. Které z matic AT, A+ B, A- B jsou také unimodularni?
Plati stejné vlastnosti pro transpozici, soucet a soucin totalné unimodulérnich matic?

1.7. Bud A € 7>,

(a) Je-li A unimodularni, je také A? unimodularni?

(b) Je-li A totalng unimodularni, je také A% totalné unimodularni?

1.8. Bud A € z"*".
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(a) Je-li A unimoduléarni, je také A~! unimodularni?
(b) Je-li A regularni a totalné unimodularni, je také A~! totdlné unimodularni?
1.9. Ukazte, Ze pro testovani totalni unimodularity nestaci uvazovat pouze ¢tvercové podmatice, které
tvori po sobé nasledujici fadky/sloupce dané matice.
1.10. Kolik je v8ech ¢tvercovych podmatic matice A € R™*™ které v definici totalni unimodularity
uvazujeme?

1.11. Jsou nasledujici matice (totalné) unimodularni?

1 0 1 1 1 0 -1
-1 0 O

0o -1 1 -1 1 1 0
4= (1)_1 _?’B_l 2 -1 » O = 0o -1 -1 1

1 1 -1 2 1 0 0 1

1.12. Je néasledujici matice totélné unimodularni?

1 01 01

01110

00011

110 00

1.13. Matice A € {0,1}™*" je v intervalovém tvaru, pokud maji vSechny radky tvar

tj. vS8echny hodnoty 1 néasleduji za sebou v pravé jednom souvislém intervalu. Ukazte, Ze kazda
matice v intervalovém tvaru je totalné unimodularni. (Ndpovéda: VyuZijte elementdrni sloupcové

upravy.)
1.14. Piepravni problém (transshipment problem) je modifikaci klasického dopravniho problému, ve které
existuji vnitini uzly umoznujici prekladku zbozi na cesté od dodavateli ke spotfebitelim.
(a) Formulujte pfepravni problém jako ulohu toku v siti.

(b) Formulujte pfepravni problém jako dopravni problém.

1.4 Slozitost podrobné

Nejprve se zméiime na pifpustnost celo¢iselného programovani, tedy otédzku rozhodnout, zda existuje (a
pripadné najit) celo¢iselné piipustné feseni.

Véta 1.15 (Cook, 1971). Celociselné programovdni je silné NP-tézké.
Diikaz. Na celociselné programovani lze prevést fada NP-tézkych problému, napt.:
e Vrcholové pokryti grafu G = (V, E) 1ze zformulovat jako
min in za podm. x; +x; > 1V{i,j} € E, x; € {0,1} Vi € V.
i€V

e SAT, splnitelnost booleovskych formuli v konjunktivni normalni formé. Zde logickym proménnym
prislusi binarni proménné, a kazdou klauzuli pfepiSeme jako linearni nerovnici. Napf. klauzuli V; V
Vo V —=V3 piepiSeme na vy + vg + (1 —vg) > 1. O

Nasim dal$im cilem bude ukézat, Ze celoCiselné programovéani je NP-tplny problém, tedy nalezi do

t¥idy NP. To je kupodivu ta tézsi ¢ast dikazu, a musime si pro to nejprve ptipravit ptidu. Nebude to vSak
jednotucelova prace, nebot dostaneme v dusledku i jiné p&kné vysledky.
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Definice 1.16 (Velikost zapisu). Bud r € Q, v € Q" a A € Q™*", a necht r = g je v zakladnim tvaru,
tj. p,q nesoudélné a p € Z, q € N. Pak velikost jejich zapisu definujeme:

o(r) =1+ [logy(lp| + 1)] + [loga(q + 1)1,

o(v) =n+ Z o(vg),

o(A) =mn+ Z o(aij)
i,

Velikost zapisu odpovidé poctu biti, které jsou potieba k zakdodovani daného racionélniho &isla, vektoru
resp. matice. Zavisi samoziejmeé na konkrétnim vypocetnim modelu a existuji i jiné definice velikosti zapisu,
ale lisi se pouze o aditivni ¢ multiplikativni konstantu. Tim padem vysledky, které odvodime, zustavaji
v platnosti (s jinymi koeficienty).

Véta 1.17 (Vlastnosti velikosti zapisu).

(1) o(z) =2+ [logy(|z| +1)], z € Z,

(2) o(a+b) <o(a)+o(b), a,b € Z,

(3) o(ab) < ola) + o(b), a,b € Q,

(4) o(a/b) < o(a) +o(b), a,be Q. b£0,

(5) a<2°@ qecqQ.

Diikaz. Viz cviceni [LL.I9] O
Véta 1.18. Bud' A € Z"*". Pak o(det(A)) < o(A).

Diikaz. Pro n =1 plati tvrzeni trivialné, tak predpokladejme n > 2. Za pouziti odhadu

| det(A)] = [ 3 pes, s80(P)arpa) + Gnpm)]
< Zpesn |a1,p(1)| U |an,p(n)| < HZj:1(|aij| + 1)

a véty [LI7(1)| odvodime
o(det(4)) < 2+ [logy(1 + IT};_y (aij| + )] < 2+ [loga(2TT}; -4 (aij| + 1))]
<3+ | 0o loga(lai| + 1)] <3+ X3 logs(lay] +1)]
<n® + 3005 (24 [loga(lagg| + 1)]) = o(A). a
Véta 1.19.
(1) Bud A € Z"*" requldrni a bud b € Z™. Pak TeSeni x* soustavy Az = b spliiuje
o(xz}) <20(Alb), Vi.
(2) Bud A € "™ hodnosti m, a bud m < n. Pak soustava Az = 0 md nenulové FeSeni x* spliiugici

o(z}) < 20(A), Vi.

Diikaz.

(1) Podle Cramerova pravidla je zF = det(A?)/det(A), kde matice A? vznikne z A nahrazenim i-
tého sloupce vektorem b. Podle véty a véty [LI8 je o(z}) < o(det(AY)) + o(det(A)) <
o(AY) +a(A) < 20(A D).

(2) Soustavu Az = 0 miizeme po vhodné permutaci proménnych vyjadrit jako Ajx; + Asze = 0, kde
Aj je regularni. VSechna feSeni jsou tvaru z; = —AflAgxg, kde x5 € R™™™ je libovolné. Zvolme
x% = e1. Pak z7 je feSenim soustavy Ajz; = —(A2).1, takZe podle prvni ¢asti véty maji vSechny
slozky velikost mensi nez 20(A). O
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Poznamka 1.20. Nadale budeme bez Gjmy na obecnost predpokléddat, Ze v tloze celo¢iselného progra-
movani () jsou A, b, ¢ celociselné.

Diikaz. Bud i libovolné pevné a ¢ velikost i-tého fadku matice (A |b). Nejmensi spoleény nasobek jme-
novateli &isel a;p, ..., ain,b; je nanejvys 2%, nebot oznacime-li tyto jmenovatele qi,...,qn+1, tak podle

véty

g1 Gnyr < 20@)FAolangn) < golan)totolan)toi) < 9v,

Tudiz prenasobenim nejmensim spoleénym nasobkem se velikost zapisil jmenovatelti nezvétsi a velikost
zapisu kazdého ¢itatele zvétsi maximalné o ¢. Velikost zapisu i-tého fadku se tak zvétsi maximalné (n+2)-
krat. Tim padem i velikost zapisu celé soustavy se zvétsi maximalné (n + 2)-krat.

Podobné pro vektor ¢ ucelové funkce. O

Nyni pfipomeneme zndmou Carathéodoryho vétu o tom, Ze konvexni obal v prostoru R lze zkonstruo-
vat konvexnimi kombinacemi nanejvys n+1 bodt. Druhé ¢éast véty se tyka konvexniho kuzele, generovaného
mnozinou S a definovaného jako

conv cone(S) = {Zle ;i €85, a; >0, k€ N}.

Je to tedy nejmensi konvexni kuzel obsahujici mnozinu S.

Véta 1.21 (Carathéodory, 1911).

(1) Je-li S CR™, x € conv(S), pak x € conv{zy,...,Tn} pro uréité xo,..., T, € S.

(2) Je-li S CR™, x € conv cone(S), pak x € convcone{x1,...,z,} pro wrcité zy,...,x, € S.
Diikaz.

(1) Necht z =" a;@i, kde oy > 0, Y. oy = 1. Pokud je m < n, jsme hotovi. Jinak uvazme x; — o,
To—Xg, ..., Tm—xo. Léchto vektori je m v n-dimenziondlnim prostoru, tudiz jsou linearné zavislé
a existuji fBi,..., By takové, Ze alespon jedna f; je nenulova a Y ", fBi(x; — x9) = 0. Polozme

Bo=— i Bi. Pak D7 Bixi =0a Y " B = 0. Proto plati

T = iaixi = iaixi — )\i,@l.%'l = i(al — )\,81)1'2 VA eR.
1=0 1=0 =0 1=0

Nyni miZeme zvolit A tak, aby o) = a; — AS; byla vSechna nezaporna a alespon jedno nulové.
Pak stéle plati Y ;" a; = 1, ale ¢ nenulovych je méné nez nenulovych «;. Takto miZeme dale
pokracovat, dokud je vektort z; vice nez n + 1.

(2) Dokaze se obdobné jako (1). O

Véta 1.22. Bud A € Z™*", b € Z™ a oznacme @ nejuétsi velikost zdpisu Tadku matice (A|b). Existuje-li
celociselny bod v M = {Azx < b, z > 0}, pak ezistuje celociselny bod z* takovy, Ze o(x}) < ® pro kazdé
i=1,...,n, kde

d = 6n’p. (1.4)
Dikaz. Podobné jako ve vété [LI] mizeme kazdy bod x € M NZ"™ vyjadiit jako

T =) ier 0V + e Biky,

kde v;, i € I, jsou vrcholy M; hj, j € J, jsou sméry neomezenych hran M; a; > 0, )
Navic predpokladejme, Ze h; jsou celociselné.

Podle Carathéodoryho véty [L21] Ize pfedpokladat, Ze maximalné n + 1 z &sel a; je nenulovych a
maximéalné n z ¢isel §; je nenulovych. Tedy bez Gjmy na obecnosti necht [I| =n+1, [J| =n.

Podle véty je velikost slozek vektort v; a h; nanejvys 2n¢. Protoze jsme ale predpokladali, Ze h;
jsou celoéiselné, tak vynasobenim nejmensim spole¢nym nasobkem jmenovatelti se miize velikost zvysit

et =1, 35 2 0.
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Obréazek 1.5: Neomezenost Mj, poznamka [I.24]

nanejvys o 2n%p (srov. Poznamka [L20). Tudiz velikost slozek vektorti v; a h; odhadneme shora hodnotou
4n?p. Pro bod x* € M NZ" definovany

T* =) ey Qivi + ZjeJ{ﬁj}hj
pak podle véty plati
25| < Cicr Wikl + Xy [()al < (20 +1)21n%e = 2inetlons(ntl) < gine,
Tim padem podle véty
o(z}) =2+ [logy (|2 + 1)] < 2+ [5n?p] < 6n¢. O

Poznamenejme, Ze odhady byly dost hrubé a je mozno doséhnout tésnéjsich odhadt s mensimi koefi-
cienty. Pro naSe acely to v8ak postacuje.

Vé&ta 1.23. Problém rozhodnout zda M NZ"™ # () je NP-iplny.

Diikaz. Podle véty [LTH] je problém NP-t&Zky a podle véty [L22] nalezi do t¥idy NP, nebot mame garanci
existence certifikdtu polynomialni velikosti (to je onen celoéiselny bod). U

Poznamka 1.24 (Neomezenost My). Bez ajmy na obecnosti muZzeme nadéle pfedpokladat, ze My je
omezeny. Podle véty [Tl a jejiho ditkazu plati M; = Qr + C, tudiz v8echny vrcholy M se vyskytuji
v Q. Pokud tedy optiméalni feSeni z* ulohy (L) existuje, tak podle ditkazu véty splije |xF| < 2°®.
Pripadnou neomezenost lze proto testovat takto:

Resme omezenou tlohu celoiselného programovani

max ¢’z zapodm. z € MNZ", |z;] < 2% Vi.

Je-li nepfipustné, pak je i piivodni tloha. Je-li * optimalni feseni a |z}| = 2% pro né&jakeé i, tak je ptvodni
tloha neomezené. Jinak je ptivodni tloha omezena a x* je jeji optimalni feSeni. Viz obrézek
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Poznamka 1.25. Celod¢iselny program neni v NP, protoZe to neni rozhodovaci tiloha. Odpovidajici roz-
hodovaci problém mé tvar

Mn{z; fe>c} NZ" #0, (1.5)

a vlastné se pta, jestli existuje pripustné feSeni s hodnotou tucelové funkce aspon cy. Tento problém uz
NP-tplny jest.

Vztah tdloh (L) a (L) je tzky — kdybychom dokazali rozhodnout (LI v polynomialnim ¢ase, tak
dokazeme Tesit rovnéz celociselné programovani v polynomialnim ¢ase. Diivod je nasledujici. Protoze podle
(T4) jsou slozky optimalniho feseni v absolutni hodnoté mensi nez 2%, tak (celo¢iselna) optimalni hodnota
je ve vnitiku intervalu [—a,al, kde a = 2% 3" | |¢;|. Tudiz pomoci binarntho pileni parametru ¢y €
[—a, ] a iterativnim feSenim rozhodovacich problému (3] vyfesime puvodni optimaliza¢ni tlohu po
fadové logy(2«r) iteracich, coZ je polynomiélni hodnota vzhledem k velikosti vstupu.

Poznamka 1.26. Dalsi NP-uplné problémy:
e Predchozi tlohy s polyedrem M = {z; Az =b, = > 0}.
e Dano y € Q" a M, patii y € M7

Na druhou stranu, testovani resp. nalezeni celo¢iselného Feseni soustavy rovnic Az = b jiz polynomialni
problém je (tzv. diofantické rovnice). Dalsi polynomiélni pfipad je pii pevné velikosti dimenze:
Véta 1.27 (Lenstra, 1983).
(1) Pro kazdén € N pevné existuje polynomidlni algoritmus, ktery rozhodne, zda polyedr {x € R"™; Az <
b} obsahuje celociselny bod, a pokud ho obsahuje, tak ho i najde.
(2) Pro kazdé n € N pevné existuje polynomidlni algoritmus, ktery tesi ulohu celoéiselného programo-

vani max {c'x; Az <b, v € Z"}. d

Poznamka 1.28. Ne vSechny celoc¢iselné problémy jsou v tiidé P ¢ NP. Napf. rozhodnout o celoc¢iselné
FeSitelnosti polynomiélni rovnice s celo¢iselnymi koeficienty je nerozhodnutelny problém, znamy jako 10.
Hilberttv problém. Toto ukazal Matijasevi¢ roku 1970.

Cviceni
1.15. Dokazte vétu [L17l Ukazte navic, ze vztah o(a + b) < o(a) + o(b) obecné neplati pro a,b € Q.

1.5 Uméni formulace celociselnych programii

Celotiselné programy maji velkou vyjadfovaci schopnost. Pomoci nich mtizeme zformulovat celou fadu
netrividlnich podminek — logické ¢i kvadratické podminky, absolutni hodnotu, komplementaritu atp.

Priklad 1.29 (Min, max, absolutni hodnota aj.). Zformulujte pomoci linearnich celo¢iselnych podminek
nésledujici tlohy:

(1) restrikce hodnot proménnych: x € {v1,...,v,}, kde v1,..., v, € R jsou dany,

(2) u=min(z,y), kde 0 <z < K, 0 <y < K jsou proménné,

(3) u=lz|,kde 0 <z < K.

=«

esent:

(

1)
(2) Opét potiebujeme, aby hodnoty proménnych z,y byly omezené néjakou konstantou K. Pridame
proménnou u, binarni proménnou J a podminky:

Pfidame m binarnich proménnych as,. .., ay,, a podminku x = >, a;v;, kde Y% o = 1.

u <, u >z — Ko,
u <y, u >y—K(1-9).
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(3) Pridame binarni proménnou ¢ a podminky:

u > T, u < x4 2K,
u > —zx, u < —x+2K(1-9),
nebo prevodem na predchozi pfipad transformaci |x| = — min(z, —x). O

Priklad 1.30 (Logické operace). Uvazujme tlohu investice kapitalu ¢ mezi 7 projektii, kde i-ty projekt ma
vynos ¢; a naklady a;. Zformulujte tlohu jako celo¢iselny program s néasledujicimi dodateénymi omezenimi:
(1) bez omezeni,
(2) chci investovat aspoii do 2, ale nanejvys do 5 projekti,
(3) do projektu 5 lze investovat pravé tehdy, kdyz do projektu 6,
(4)
(5)

5

investuji-li do projektu 3, musim i do projektu 4,

investuji-li do projektu 1, nesmim pak do projektu 2.

max ¢’z za podm. a’z <¢, z € {0,1}.

)

2) 2<el'z <5,
)
)

5) 1‘2§1—.%'1. O

Piiklad 1.31 (Po ¢astech linearni funkce). Zformulujte pomoci linearnich celoc¢iselnych podminek po

Castech linearni funkci f(z) na intervalu [z, x,,], pfi¢emz body zlomu v zy,...,x, € R a hodnoty ve
zlomech jsou ay,...,a, € R.

Reseni: Zavedeme binarni proménné yq,...,ym € {0,1}, kde y; = 1 ¥ika, Ze = se nachazi v intervalu
[x;—1,%;] a y; = 0 Fika, Ze nikoli. Déle zavedeme spojité proménné M\, ..., Ay, pomoci niz vytvoiime

odpovidajici konvexni kombinace. Hledana formulace pro z = f(x) pak je

m m m
Tr = Z)\sz, Z = Z)\iai, Z)\Z == 1,
i=0 =0 1=0

A0 <Y1, Am < Yms

N <yiitwy, i=1,...,m—1,
M,y Am >0,

Y1, Ym € {0,1}

Pozoruhodné na této formulaci je, Ze relaxovanim celo¢iselnosti proménnych yi,...,y, € {0,1} na
Y1, Ym € [0,1] dostaneme nejlepsi moznou linearni relaxaci. Vyraz (z,z) = > ;" Ai(xi, a;) pak totiz
popisuje konvexni kombinaci bodu (xg,ag), ... (Zm,am). Projekci do podprostoru proménnych z,z tak
dostaneme konvexni obal bodi (xg,ag), ... (Tm,am), coz je nejlepsi mozny vysledek — linearni podminky
popisuji konvexni polyedr a projekci dostaneme zase konvexni polyedr, tudiz tésnéjsi objekt nelze ocekavat.

O

Priklad 1.32 (Sjednoceni polyedri). Zformulujte pomoci linearnich celoé¢iselnych podminek sjednoceni
m omezenych konvexnich polyedri.

Reseni 1: Pro i = 1,...,m necht polyedr P; je popsan soustavou A’z < b. Pak jejich sjednoceni
Ui, P; je popséno

Algt < by, i=1,...,m,

m m
x = x b yl = 17
i=1 i=1

zxt, 2™ eRY, y,...,ym € {0,1}.
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Zde se vyuziva faktu, ze pro omezeny polyedr nastane Ax < 0 pravé tehdy, kdyz x = 0. Binarn{ proménné
y; pak vyjadiuje, za x bude nalezet do polyedru F;. Pfesné feCeno, y; = 1 znamena, Ze ano, a y; = 0
znamena, ze nemusi.

Tato formulace méa podobnou vlastnost s jakou jsme se setkali jiz v minulém Pfikladu [L3Tl Pokud
relaxujeme binarni proménné na tvar yi, ..., ym € [0, 1], soustava nabyde formy

Algt <b, i=1,...,m,

m ] m
xzzyixza Zylzla
=1 i=1
xieRn7 yla"'7ym€[071]7

ktera vyjadiuje, Ze x je linedrni kombinaci bodt 2% € P, ¢ili € conv(U™, P;).
Resent 2: Sjednoceni U] | P; 1ze popsat i jako

Aixgbi—i—(l—yi)[(e, i=1,...,m,

m

Zyi =1,

i=1
xERn’ yla--"yme{oal}‘

Zde K representuje dost velké ¢islo takové, aby Alx < b’ 4+ Ke pro viechna z € U, P;. Potom y; = 1
k4, ze x nalezi do P; a y; = 0, Ze nemusi. Vyhoda této formulace je, Ze vyuziva mensi poc¢et proménnych.
Zatimco v prvni formulaci jsme méli n(m + 1) spojitych a m binarnich proménnych, nyni méme pouze
n spojitych a m binarnich proménnych. Na druhou stranu, druhé formulace nemusi byt tak silné jako ta

vvvvv

nejtésnéjsim vektorem K* proi=1,...,m.
Specialné pro dva polyedry dostaneme formulaci

Atz < b + yKe,
A%z < b+ (1 —y)Ke,
zeR", ye{01}. O

Piiklad 1.33 (Pevné ceny). Preformujte celo¢iselnym programem tucelova funkei ve tvaru

T . .

cr+d jeliz >0,
flz) = .

0 je-li x = 0.

Takto vypadaji ¢asto poplatky v dopravnich tlohdch — za prevoz zddného zbozi neplatime nic, ale za
prevoz urcitého zbozi platime timérné dle mnozstvi zbozi plus né&jaké dalsi fixni vydaje ¢i pausal.
Resend: Vyjadiime f(z) = ¢’'x + dy, kde y € {0,1} je binarni proménna, ktera urcuje, zda = > 0.
Podminku y = 1 < 2 > 0 vyjadiime jako x < yK, x > yK !, kde K je dost velki konstanta. Posledni
podminka z > yK ~! se ¢asto miize vynechat, protoZe v praktickych tlohach byva d > 0. O

Piiklad 1.34 (Problém linearni komplementarity). Pfeformulujte jako celo¢iselny program tlohu linearni
komplementarity, coz je tloha pripustnosti systému bez tcelové funkce

y=Mz+gq, y,s2>0, y'z2=0,

s proménnymi y, z € R™.
Reseni: Staci pieformulovat podminku komplementarity y”z = 0. Tu rozepiSeme jako

yi <aby, zi<a(l—=1b), i=1,...,n,

kde a > 0 je dostatecné velké (jak vime, s polynomiélni velikosti) a b; € {0, 1} jsou binarni proménné. [
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Priklad 1.35 (Asymetrie). V fadé piiklada této sekce se ve formulaci vyskytuji podminky

m

dyi=1, ye{o,1}™

i=1

Takovéto formulace pak pusobi potiZe v algoritmech branch & bound, viz sekce 4l Proto je dobré pfe-
formulovat podminky jinym zptsobem.
Uvazujme substituci W = Ly, neboli y := L™ w, kde

1 ... ... 1 1 -1 0 0
L=|" 7 U
-1
0 0 1 0 0 1
Tedy, y1 = w1 — w2, ..., Ym—1 = Wp—1 — W, Ym = Wy,. Pokud napiiklad proménnd x mé representovat
diskrétni vybér jedné z hodnot a1, ..., a,,, pak tradiéni formulaci

m m
x:Zaiyi, Zyizl, y € {0,1}™
=1 =1

nahradime formulaci
m—1
T = Zai(wi_wiJrl)"’amwma l=wi >wy > ... > wy, we{0,1}",
neboli
m
T = ajw; —{—Z(ai —aiqwi, l=wy >we >...>wy,, we{0,1}™. O
=2

Dalsi formulace viz napiiklad:
e MOSEK: http://docs.mosek. com/modeling-cookbook/
e Fico: http://www.fico.com/en/node/81407file=5125

Cviceni
1.16. Budte by, b, b3 binarni proménné. Linearizujte podminku b1by = bs.

1.17. Bud 0 < a < b. Formulujte linearni celo¢iselnou podminku pro omezeni
z € {0} U|a, b

pro spojitou proménnou z > 0.
1.18. Vyroba produktu A nebo B implikuji vyrobu produktu C' nebo D nebo E.

1.19. Zformulujte jako celoéiselny program u € {x € Z"; Az < b} \ {z*}, kde z* € R™ je dano a polyedr
je omezeny.

1.20. Zformulujte problém nalezeni kruznice maximalni vahy v grafu jako tlohu celo¢iselného programo-
vani. Vahy jsou dany na hranach a vaha kruZnice je soucet vah jejich hran.

1.21. Formulace tloh z teorie grafti pomoci celo¢iselného programu. PouZijte jak rozepsany tvar, tak i
vyjadieni s matici sousednosti nebo incidence.
(a) Urcete velikost maximalni kliky grafu.
(b) Najdéte maximalni nezavislou mnozinu grafu.

(c) Najdéte vrcholové pokryti grafu.


http://docs.mosek.com/modeling-cookbook/
http://www.fico.com/en/node/8140?file=5125
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1.22.

1.23.

1.24.
1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

(d) Ur¢ete barevnost grafu.

(e) Najdéte maximalni parovani v grafu.

(f) Najdéte maximalni fez v grafu.
Pro n € N sestavte celoc¢iselny program, ktery vyftes! problém umisténi n dam na Sachovnici n x n
tak, aby se navzajem neohrozovaly.

Dana velk4 krabice s rozméry ki, ks, ks a n malych krabic s rozméry mﬁ,mé,mg, i =1,...,n.
Napiste celoc¢iselny program na slozeni maximalniho po¢tu malych krabic do velké. Podotykame,
7e krabice lze celé otacet, ale nelze umistovat Sikmo.

Navrhnéte linearni celoCiselny program pro FeSeni Sudoku.

Karel, student optimalizace na Univerzité Karlové, si chce v nasledujicim semestru zapsat nékteré
z predméti pq,...,ps. Pomozte Karlovi pomoci podminek linedrniho celo¢iselného programovéani
modelovat tyto studijni pozadavky:

(a) musi si zapsat alesponi dva predméty,

(b) zapiSe-li si pfedmét py, musi si také zapsat ps,

(c) zapiSe-li si pfedmét py, nemize si zapsat py,

(d) predmét ps si mize zapsat, pouze pokud si zapiSe také p; nebo po,
e) predmét py si miZe zapsat, pouze pokud si zapiSe také ps a ps,

(
(f) pokud si zapiSe 2 nebo 3 predméty z mnoziny {ps, p4, ps}, nemuize si zapsat ps.

Dalsi omezeni pro Karla:

(a) Pokud si Karel zapiSe alespon k predmétu z mnoziny {pi,...,pn}, pak si musi také zapsat
predméty ¢1 a gs.
(b) Karel si mize zapsat predmét ps pouze tehdy, kdyZ si zapiSe pravé jeden z predméti pq, po.

Firma Karlovy trubky s.r.o. skladuje kovové trubky standardni délky 100 cm, které nasledné reze
a prodava v kratsich délkach. Firma obdrzela nésledujici objednavku:

délka (em) | 14 31 36 45
mnozstvi (ks) | 211 395 610 97

Navrhnéte model pro vypocet minimalnitho mnozstvi 100 ¢m trubek potfebnych ke splnéni objed-
névky a urceni zpisobu roziezani trubek.

V nemocnici sv. Karla pracuji oSetfovatelé v 8hodinovych sménach, které zacinaji v 0:00, 4:00,
8:00, 12:00, 16:00 a 20:00. Navrhnéte model linedrnfho celoé¢iselného programovani pro vypocet
minimalniho po¢tu oSetfovatelt zaméstnanych v nemocnici, pokud je pocet potfebnych oSetfovateli
v daném ¢asovém intervalu uréeny nasledujici tabulkou:

Casovy interval | miniméalni pocet oSetfovatelt
00:00-04:00 3
04:00-08:00 8
08:00-12:00 10
12:00-16:00 12
16:00-20:00 14
20:00-00:00 8

Pripadova studie: Navrhnéte (zjednoduseny) model line4drniho celo¢iselného programovani pro roz-
vrhovani vyuky na vysoké skole. Urcete:

(a) omezujici podminky, které bychom méli do modelu zahrnout,
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(b) vhodnou uc¢elovou funkci pro tento problém,

(c) vstupni data potfebna pro vytvofeni programu.

1.29. Piipadova studie: Mame 1 letisté na pevniné a n vrtnych plo§in na mofi, h vrtulniki a kazdy
vrtulnik mé kapacitu osob ¢ a rychlost v. Déale zname vzdalenosti d;; mezi i-tou a j-tou ploSinou
a vzdalenosti dy; mezi letiStém j-tou plosinou. Koncem kazdého mésice musime obménit osoby
pracujici na ploginach; na i-té plosiné je jich p;.
Navrhnéte feSeni tohoto problému, tj. navrhnéte formulaci, diskutujte jeji vlastnosti, pop¥. navrh-
néte vylepseni (a jaké udaje byste k vylepSeni potiebovali).
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Kapitola 2

Technika reformulace a linearizace (RLT)

Tato kapitola vychazi z knihy [Sherali and Adams [1999] a ukazuje metodu relaxace mnoziny p¥ipustnych
feSeni. Ta povede na t&snéjsi approximaci na klasicka celo¢iselna relaxace. Jak uvidime, RLT dost velkého
rfadu dokonce vydéa konvexni obal pfipustnych feseni.

SmiSena tloha s biniArnimi proménnymi

Uvazujme podminky se smiSenymi bindrnimi a spojitymi proménnymi
Az + By <¢, z€{0,1}", y € [0,1]™, (2.1)

kde A € R™*" B € R™™ a ¢ € R". U spojitych proménnych uvazujeme dolni a horni meze, z ¢ehoz
preskalovanim dosdhneme rozsahu [0, 1].

RLT rfadu d. RLT fadu d = 0 je pouze celodiselna relaxace, coz vede na konvexni polyedr
Moy = {(z,y) € R"™™; Az + By < ¢, z €[0,1]", y € [0,1]"}.

Bud d > 0. Zékladni myslenka je pfendsobovat nerovnice v (Z)) proménnou z; > 0 a vyrazem
1—x; > 0. S vyuzitim toho, Ze xf = x;, neboli z;(1 — z;) = 0, mizeme vysledny vyraz zjednodusit. Zbylé
monomy pak nahradime novymi proménnymi.

Ozna¢me N := {1,...,n}. Symbolem (I, J)y rozumime dvojici indexovych mnozin I,J C N takovou,

ze INJ =10 a|lUJ|=d. Uvazujme polynomy tvaru
fd(I’ J) = Hz‘e[xi H]‘eJ(l _xj)’ \V/(I’ J)d (22)

Téchto polynomi je (g) 24, protoze je (Z) moznosti pro vybér I U J a 2¢ moznosti pro vybér zda dané
1 € I UJ bude v I nebo v J. Pro pevnou hodnotu d je jich tedy polynomialné mnoho.

Reformulace. Nyni vynasobime kazdou nerovnici v (Z]) postupné v8emi polynomy typu (2.2]). Dosta-
neme nerovnice tvaru

> aij —e)fal, )+ D i fapr(TU{GhJ) + Y bij -y - fall,J) <0, Vi, ¥(I,J)a,
JeI JEIUJ j=1
fa(I,J) >0, VY(I,J)s,
Ja(I,J) > yx - fal,J) >0, V(I,J)q,

kde d’ = min(d 4 1,n).

27
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Linearizace. Nyni linearizujeme vzeslé polynomy s pouzitim substituce

vy = [Lieszjs Wik = vy,

kdy vg;y = w5, vg = 1 a wy, = yg. Linearizovany polynom f4(I,J) oznacime jako gq(/,J) a vysledna
soustava pak méa popis

m

> (aig —c)gal, )+ D aij-gara(TU{GLT) + D bij-yy-ga(1,J) <0, Vi, ¥(I,J)a,  (23a)
jel 10T i=1

gd’(I’ J) >0, V(Ia J)d” (23b)

941, J) 2 yk - ga(l,J)) 2 0, V(I,J)a. (2.3¢)

Oznaéme jako My polyedr popsany touto soustavou a necht M f je jeho projekce do prostoru proménnych
x,y. Nasim cilem je ukazat vztah

My=MED>MP > ... DM = My, (2.4)

kde jako v sekci znatime M7 = conv(M N ({0,1}™ x [0,1)™)). Tento vztah ukazuje, Ze ¢im vySsi
fad RLT, tim, lepsi aproximace a pro n-ty fdd RLT dostaneme konvexni obal pfipustnych bodi. Dikaz
vyplyne z vét 2.4l a dole. Nejprve ale ilustrujeme postup na pfikladech a odvodime pomocna tvrzeni.

Priiklad 2.1. Aplikujte RLT prvniho fddu na podminky
r+y<2 —z+y<l1 2z—-2y<1, z€{0,1}, y > 0.

Reseni: Nerovnosti vynésobime postupné hodnotami x a 1 — x a dostaneme sadu podminek:

22 + zy < 2z, zx(1—2z)+y(l—2x) <2(1 —x),
—2? +ay <, —z(l—2)+y(l—2)<1-—uzx,
21% — 2xy < x, 20(1 —2) —2y(1 —2) <1-—ux,

xy > 0, y(1—x)>0.

2

S vyuZitim z* = x, neboli (1 — ) = 0 a substituci w := xy > 0 se nerovnice piepiSou na tvar

—r+w <0, 20 +y —w <L 2,
—2z+w <0, z+y—w<1,
z—2w <0, Tz —2y+2w <1,

w 2> 0, y—w > 0.

Fourier—-Motzkinovou eliminaci proménné w dostaneme projekci do prostoru proménnych z,y
r<2, 0<z<1, y<L

Podle vztahu (24) (tj. véty 2.6) tato mnozina popisuje konvexni obal mnoziny pfipustnych feSeni, coz je
ilustrovdno na obrazku 211 Tudiz jiz RLT prvniho fadu vede na celo&iselny polyedr. U

Priiklad 2.2. Aplikujte RLT prvniho fddu na podminky
1+ a9 <1, 621 +312>2, x € {0,1}2.

Resend: Prvn{ nerovnost x1+ 9 < 1 vynasobime postupné hodnotami x1, x2, 1 —x1, 1—x2 a dostaneme
sadu podminek:
a3 + 2120 < 21,
2179 + 25 < 29,
.%'1(1 — 1‘1) + 1‘2(1 — 1‘1) <1-—ua,
xl(l — xg) + 272(1 — xg) <1-—zo.
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20— 2y =1

_ -1
Ty T+y=2

Obrazek 2.1: (priklad ) Relaxovany polyedr (tmavé Sedé) a polyedr po technice RLT prvniho fadu
(modre).

T2

1

0 1 2 T
63:14—33:2:2 2$1+3$2:2
3r1+ 20 =1 T1+ax9=1

Obrazek 2.2: (priklad 22)) Relaxovany polyedr (tmavé Sedé) a polyedr po technice RLT prvniho fadu
(modre).

S vyuzitim ZE? = x; a substituci v = 125 > 0 se nerovnice piepiSou na

v <0,
r1+x0 —v < 1.

Tudiz v = 0 a dostaneme piivodni nerovnici 1 + 22 < 1. Poznamenejme, ze podminku v = x129 = 0 jsme
mohli vyuZzit rovnou ze znalosti tlohy, protoze binarni proménné x1, xo spliuji z1 + x2 < 1.

Nyni postupujeme analogicky pro druhou podminku 6x; + 3x2 > 2, kterou pienésobime postupné z1,
9, 1 — X1, 1 — X9

63:? + 3x1290 > 221,

6x1re + 33:% > 2x9,
6x1(1 —21) + 3z2(1 — 1) > 2(1 — 21),
621 (1 — z2) + 3z2(1 — 22) > 2(1 — x9).
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Opét vyuzijeme z2 = x; a v = x129 = 0 a dostaneme
p yuzij i i 122

x>0,

x9 > 0,

2x1 + 3x0 > 2,
3r1+x9 > 1.

Vysledny polyedr je tedy popsan soustavou
1+ a9 < 1,
2$1 + 3$2 > 2,

3x1 + a2 > 1,
xi,x9 > 0

a je ilustrovan na obrazku O

Lemma 2.3. Pro kazdé d € {0,1,...,n — 1} nerovnice gg4+1(I,J) > 0 implikugi nerovnice gq(I1,J) > 0.
Podobné nerovnice ggi1(I,J) > yk - gar1 (L, J) > 0 implikuji nerovnice gq4(I,J) > yx - ga(L,J) > 0.

Diikaz. Pro v8echna i ¢ I U J plati

fal,J) = fa(I, J)(zi + 1 = xi) = farr (L U{i}, J) + fapa (L, J U {i}).

Tento vztah plati zfejmé i po linearizaci
941, J) = gar1 (I U {i}, J) + ga1 (L, J U {i}). (2.5)
To dava prvni ¢ast znéni tvrzeni a druhé se ukize analogicky. O
Véta 2.4. Plat7
My=MED>MP D ... D MP D M.

Diikaz. Prvni rovnost plati z definice My. Posledni inkluze plati z toho, Ze jsme ptuvodni podminky rela-
xovali, a tedy popisuji nadmnozinu ptvodni mnoziny pripustnych feseni.

Bud d € N a ukézeme My O Mgyy1, z ¢ehoz pak ihned vyplyva MF O M éjrl. Podle lemmatu 23]
jsou podminky (230 a ([2:3d) pro M é) implikovany analogickymi podminkami pro M, é:_l. Zbyva porovnat
podminky (23al)). Podle (2) je ale nerovnice ziskana ptenasobenim fy(I,.J) odvoditelna jako soucet
nerovnic ziskanych pfenasobenim fy11(L U {i},J) a far1(I,J U {i}). O

Lemma 2.5. UvaZujme zobrazeni vy zy, J C N, definované

27 =gu(LNN\T) = > (=) ogyy.
ICN\J

Toto zobrazent je bijekci a k nému inverzni zobrazeni md predpis

vy = Z 210

ICN\J

Podobnée

=y gn(LNNT) = > (=D Mwpg
ICN\J

Jje bijekei wyy z"}, Specidlné

xj:v{j}:ZZJ, =9y = ZZL Yk = Wy = ZZZ?

J>j JCN JCN
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Diikaz. Upravime

fa(JLN\J) = HCU]H 1—2;) = HCU]' Z (—1)|I|HCEZ'

jeJ  jgJ jeJ  ICN\J iel
_ I
S LI |

ICN\J JEIUT

Tudiz

27 =gn(LN\T) = > (=)o,

TCN\J

Nyni naopak, upravime vyraz

Z 21ug = Z Z (—D) & g0

ICN\J ICN\J KCN\(IUJ)

Substituci H = I U K dostaneme

>ooaur= Y, Y DFogur= )7 vmus Y ()E =y,

ICN\J HCN\J KCH HCN\J KCH
protoze
0 H
> (= - = { o
=, 1 H=0.
Tim jsme ukézali prvni ¢ast tvrzeni, ostatni se dokédZou analogicky. O

Vé&ta 2.6. Plati M = M;.

Diikaz. Je-li M = (), pak tvrzeni ziejmé plati. Pfedpokladejme tedy M} # (). Protoze je konvexni polyedr
MP navic omezeny, sta¢i ukazat, Ze viechny jeho vrcholy maji z-slozku binarni. Jinymi slovy, pro libovolné
p € R” a ¢ € R™ ma tloha linedrniho programovani

max plz +qly zapodm. (z,y) € MY
optimélni feseni s binarnim 2. Uloha ma konkrétné tvar (podminka (23] je redundantni)

max plz + ¢’y za podm.
> (aig = c)gn(JNNT) 4+ bk -y ga(J,N\J) <0, Vi, VJ C N,

jeJ k=1
Gn(J,N\J) >y - gn(J,N\ J) >0, VJCN.

S vyuzitim substituce podle lemmatu muzeme psat

n
max ijZZJ+ZQk Z 2y za podm.

j=1  J3j k=1 JCN

m
Z(aij —ci)zy + szwfi <0, Vi,VJCN,
jeJ k=1

ZZJ:L

JCN
zy>2%>0, VE,VJCN.
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Poznamenejme, Ze podminka ;- 27 = 1 vznikla substituci pro pfipad J = ). Ozna¢me p; = Zjerj
a hj; = a;; — c¢;. Nyni mé tloha tvar

max Z pyzy + Z iqsz} za podm.

JCN JCN k=1
m
> hizr+ Y bwzl <0, Vi, VJCN,
jeJ k=1
 zy=1, 2y >25>0, VEVJICN.
JCN

Pro pevnou hodnotu z;, J C N, je tato tloha separabilni. Tedy ji miZeme formulovat

n
max ZﬁJZJ—{—Z’}/J(ZJ) za podm. szzl, zy >0,
j=1 JCN JEN

kde

m m
v(z5) = max quzf} za podm. h;jzy + Z bisz} <0, Vi,
k=1 k=1

zjzzf}ZO, Vk.

Substituci 2§ = ZL]}/ZJ, 7 = v7(25)/zs prepiSeme podilohu do tvaru

m m
vJ = max Z qk,{]} za podm. hz‘j + Z bik2§ <0, Wi,
k=1 k=1
1>zh>0, Vi,

piicem? vy = —o0 resp. 77 = —00, pokud je podiiloha nepiipustna. Diky M. # () je konecny aspoii jeden
koeficient pro né&jaké J. Pivodni tlohu linearntho programovéani tak miZeme piepsat do tvaru

max Z(ﬁJ—Fﬁj)zJ za podm. szzl, zy > 0.
JCN JCN

Maximalizujeme tedy linedrni funkci na simplexu, tudiZz optimum se nabyde v néjakém vrcholu. To zna-
mené, Ze existuje J* takové, Ze optimum je zj =1 a 25 = 0 pro J # J*. Tomu odpovid4 hodnota z; =1
pro j € J* ax; = 0 pro j € J*. Hodnota y;, se dopocitd z podulohy ~;+ jako y, = 2{}*. Proménna x
nabyva binarnich hodnot, coz dokazuje tvrzeni. O

Specialni tvary

Pro speciédlni tvary celo¢iselnych podminek 1ze pochopitelné odvodit specidlngjsi, a dost Casto silngjsi,
vysledky. Uvazujme napiiklad binarni proménné z,...,z, a omezeni e’ 2 < 1. Toto omezeni ve tvaru
nerovnosti ¢i rovnosti se ¢asto vyskytuje v riznych souvislostech (viz GUB na strané[60]). V tomto ptipadé
namisto prenasobovan{ vyrazy

1, l—x1, ..., Tn, 1 —x,

miizeme pienasobovat vyrazy

T1, .., Tnp, 1—elz.

Priklad 2.7. Aplikujte specialni RLT prvniho fadu na podminky z ptikladu
Reseni: Nové nerovnice dostaneme potencialné pienasobenim vyrazem 1 — e’z. U prvni podminky,
ktera je tvaru el z < 1, pochopitelné dostaneme redundantni nerovnici, ale druhé vede na

(6x1 4+ 322 —2)(1 —x1 — x2) > 2,

kteréa po tpravé ziska tvar z14+x9 > 1. Cili odvodime tim omezenf 21 +z5 = 1, které dava p¥imo celociselny
polyedr, tj. konvexni obal pfipustnych feseni. Ziskali jsme tak silnéjsi vysledek nez pro standardni zptisob
RLT. O
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Obecnéjsi tlohy

Myslenka RLT lze rozsifit na smiSené tilohy celo¢iselného programovani s celo¢iselnymi proménnymi, které
nejsou nutné binarni. Rovnéz lze vyuzit technik RLT ke konstrukei fezu (viz kapitola 3] nelinearnich uloh
celodiselného programovéni. Dokonce obecné mezi prvni prace vyuzivajici myslenky RLT patii [Adams
[1985]; |Adams and Sherali [1986, 1990], zabyvajici je celo¢iselnym kvadratickym programovanim.

Dalsi relaxac¢ni hierarchie

Lasserrova hierarchie. RLT je zaloZzena na lineérni relaxaci a vnofeni do prostoru vyssi dimenze. Mame
zde 1 hierarchii danou zvétsujicimi se Fady (véta [2.6). Koncepéné podobné funguje i technika zaloZena na
semidefinitnich relaxacich, ktera vede na tzv. Lasserrovu hierarchii, viz napt [Rothvof§ [2013]. Ta, naroz-
dil od RLT, neuvazuje linearni relaxace, ale relaxuje podminky jako semidefinitni program. V ostatnich
aspektech se hodné podobd RLT — opét zvysujici se Ffad relaxace dava lepsi aproximaci az nakonec n-ty
rad dava My, tedy konvexni obal piipustnych FeSeni. Pro ¢istou tlohu 0-1 programovani jsou Lasserrovy
relaxace presné&jsi nez RLT [Laurent, 2003].

Vysvétlime jenom zakladni mySlenku Lasserrovy relaxace bez technickych detailii. Lasserrav piistup
vyuzival statistické interpretace a momentovych matic, my vSak relaxaci popiSeme ryze algebraicky. Uva-
Zujme tlohu ve tvaru

min ¢’z za podm. Az <b, x € {0,1}".
Proi=1,...,m vytvofme nejprve matici
A; = (b — Ajx)ee”
a potom tzv. momentovou matici
M; = DA;D,

kde D = diag(1,z1,...,2,). Pro kazdé x € R™ je M; zjevné positivné semidefinitni. Podobné jako v RLT
aplikujeme nejprve reformulaci, kdy opét vyuZijeme vlastnosti CEZQ = x; pro kazdé pripustné feSeni x.
Dalsim krokem je linearizace, kdy kazdy monom nahradime novou proménnou, tedy v; = [] jeg Tj- Tim
dostaneme lineadrni podminky plus podminku na positivni semidefinitnost matice M;.

Takto jsme zhruba popsali Lasserrovu relaxaci prvniho radu. Vyssi fady funguji analogicky s tim,
7e v relaxaci k-tého fadu matice D na diagonale obsahuje v8echny monomy stupné nanejvys k. Tedy
napiiklad pro £k = 2 mame

. 2 2
D =diag(1, 21, ..., Tp, ], .., Th, T1T2, T1X3y -« oy T1 Ty, LTy« -« Ly 1T ).

Dalsi. Kromé RLT a Lasserrovy hierarchie existuji jesté dalsi relaxac¢ni hierarchie, viz Laurent [2003] i
pro jejich srovnani.
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Kapitola 3

Metody se¢nych nadrovin aneb reznictvi
pana Gomoryho

Uvazujme tlohu celoé¢iselného programovéani ve tvaru
max ¢l z zapodm. z e M, x; € ZVie C C{l,...,n},
kde
M ={z eR"; Az <b, x> 0}.
Princip metod sec¢nych nadrovin spociva nejprve ve vyteseni linedrni relaxace
max ¢’z za podm. x € M. (3.1)

Pokud optimalni feSeni z* spliiuje podminky celociselnosti, jsme hotovi. Pokud ne, sestrojime secnou
nadrovinu r’z = s, ktera odiizne z* od polyedru, ale zadné piipustné FeSeni neodiizne. To jest, musi
platit

rTe* > s

a pritom
rTz < s pro viechna z € M, z; € Z Yi € C.
Podminku 7Tz < s pfidame do omezeni M a cely postup opakujeme.

Pro feSeni jednotlivych linedrnich programu je vhodné tzv. £-metoda, neboli lexikografickd duélni sim-
plexova metoda. Dualni simplexova metoda totiz umoznuje jednoduse pridavat dynamicky nové podminky
a rychle preoptimalizovat. Lexikografie pak je uzite¢na pro konvergenci algoritmu. Nésledujici tfi sekce jsou
proto vénované stru¢nému popisu této metody na FeSeni linedrnich programi, a teprve v dalsich sekcich
se setkdme s algoritmy na ulohy celo¢iselného programovani. Konkrétné, sekce [3.4] popisuje prvni Gomo-
ryho algoritmus na ¢istou tlohu a sekce druhy Gomoryho algoritmus na smiSenou tlohu celo¢iselného
programovani.

3.1 Dualni simplexova metoda

Mé&jme matici A € R™*™ a primarni tlohu linedrniho programovéni ve tvaru:
max 'z, kde M = {x € R"; Az <b, x>0}
={z eR" Az + Iz’ = b, x,2' > 0}.
K ni prislusi dualni dloha

yrél]\ian b'y, kde Mp = {y e R™; ATy >¢, y >0}
={yeR™ ATy — Iy = ¢, y,y/ > 0}.

V revidované formé (bez jednotkové matice) je tabulka simplexové metody pro primarni ulohu

35
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nebazické x

bézické =’ A b

T 0

a pro duélni tlohu

nebézické y

bazické 1’ —AT —c

bT 0

Vidime, ze obé tabulky jsou v zasadé stejné az na preklopeni a znaménko. Myslenka duélni simplexové
metody je FeSit dualni tlohu za pouZziti primarni tabulky.

nebaz. z, baz. v’

baz. 2/, nebaz. y A b

T 0

Zatimco primarni simplexovad metoda zac¢ind s nezdpornou pravou stranou b a postupnymi iteracemi do-
sp&je k vysledné tabulce s nezapornym kriterialnim fadkem —c’', dualni metoda to déla naopak: zacne
s nezapornym kriteridlnim radkem a postupnymi iteracemi dospéje k vysledné tabulce s nezapornou pravou
stranou.

7 geometrického hlediska primarni simplexovd metoda prochazi pripustné bazicka feSeni feSeni, tedy
vrcholy polyedru M, se vzristajici hodnotou ucelové funkce tak dlouho, dokud nenarazi na optimum.
Dualni simplexové metoda naopak prochéazi pfipustné feSeni duélni tlohy, kterd odpovidaji nepfipustnym
bazickym FeSenim primérni tlohy. Postupné pak zlepsuje hodnotu ucelové funkce duélu (a tedy zhorsuje
hodnotu tcelové funkce primaru), nez ziskame pripustné feseni primaru, které bude zaroven jeho optimem.

it Tl
N\
a:l N |
N
x> N 333/'
max \\ Ve
/
\ $2)\
7N
// \I
z? |
|
|
|
2l
Primarni simplexova metoda: postupnéa reseni Duaélni simplexova metoda: postupnéa resSeni
z!, 22, 2% jsou navazujici vrcholy polyedru M. x!, 22, 2% jsou nepiipustné béze.

3.2 Lexikografie

Definice 3.1. Bud z,y € R™. Pak z je lexikograficky vétsi nez y, pséno x = y, pokud i tak, ze x1 =
Yly -, Timl = Yi—1 & x; > y;. Déle, x je lexikograficky vétsi nebo rovno y, psano x > y, pokud = > y nebo
T =1y.

Lexikografie je tedy tplné usporadani na R", kazdé dva vektory jsou porovnatelné.
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Pro x € M oznaéme 7 = (c'z,z) € R*! jako roziirené feseni. Dale fekneme, ze x* je (-optimdlng

resent tlohy max,cps ¢l « pokud T* > T pro viechna x € M. Je ziejmé, Ze f-optimalni feSeni je zaroven
optimélni.

Véta 3.2. Pro ulohu max,cps T necht je mnozina optimdlnich Teseni Moy, neprdzdnd a omezend. Pak
L-optimdlnd TeSent existuje a je jednoznacné.

Diikaz. Protoze Moy je omezeny neprazdny konvexni polyedr, kazdy bod x € My, se da vyjadiit jako
konvexni kombinace x = ), ; osv;, kde v, i € I, jsou vrcholy Moy a a; > 0, . ;a; = 1. Uvazme
lexikograficky nejvétsi vrchol v;+, tj., v+ = v; pro vSechna ¢ € I. Nyni

T =D e Qv 3 Y ieq Al = Ui,

tedy i pro bod z € Moy \ {z*} je T < ©v;+. Podobné pro libovolné z € M \ My, méame Tr < o,
a proto T < U;+. TudiZ v« je f-optiméalni FeSeni. Jednoznacnost je ziejmé, nebot dva rizné vektory jsou
lexikograficky rizné. O

3.3 /-metoda

Jak jsme jiz zminili, linedrni programy (B.I) budeme Fesit ¢-metodou. Ta pracuje s ¢-tabulkou, kterd ma
na zaCatku tvar

€1 L, TN, TN,

g —y 0 o
1 0 1
: -1, : _ :

Tn 0 Tz, | R1| ... | Ry | Ro
Tp+1 Tn+1
A b :
Tm+n Tm+n

Na zagatku jsou nebézické indexy N := {1,...,n}. V prubéhu algoritmu si tabulku budeme zna-

¢it pomoci matice R, a sloupecky zleva jako Ry,..., Ry, Ry. Kazdy radek tabulky odpovida (ne)rovnici
z omezeni tvaru

n
x’i:R’iO_ZRiijja Vi=1,...,m+n.

j=1
U pocatecni tabulky specidlné mame x = 0 — (—x) a pro doplitkové proménné @’ = (Ty41,..., Tnim)"
mame z’ = b — Ax, coz souhlasi.
Uvodni krok
(-tabulka je £-normdlni pokud R; > 0, j = 1,...,n (nestaci tedy pouze nezédpornost prvniho radku).

Pokud je tabulka f-normalni, miazeme jit na bézny krok algoritmu, jinak musime provést ivodni krok.

Do tabulky pfidame podminku 2?21 x; < L, kde L > 0 je dost velké. Hodnotu L budto umime vy¢ist
za zadani, nebo ji ur¢ime pomocnym linedrnim programem, anebo vystupuje jako parametr reprezentujici
libovolné velkou hodnotu. Nova podminka je pifipustna pokud je tdloha omezenda; v opa¢ném piipadé
neomezenost odhalime béhem algoritmu.

Klicovy tadek (tj. ten, ve kterém se vybira pivot) bude ten novy a klicovy sloupec ten lexikograficky
nejmensi. Provedeme pivotizaci dle béznych simplexovych pravidel tak, aby v klicovém fadku byl opaény
jednotkovy vektor, tzn., Ze klicovy sloupec se déli opa¢nou hodnotou pivota. Ozna¢me jako R’ tabulku po
jedné transformaci. Pak transformace s pivotem na pozici (k, ) ma tvar:

1
R, = R 3.2
4 _sz 45 ( a)
/ Rkj .
Rj=R;— SR, j#¢ (3.2b)

Ry
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Tvrzeni 3.3. Po jedné transformaci je tabulka £-normding.
Diikaz. Bud Ry klitovy sloupec a ozna¢me R’ tabulku po jedné transformaci. Protoze R, < 0, bude
R) = —Ry > 0. Déle, z definice £ pro kazdé j # £ mame R, = R; — Ry = 0. O
Bézny krok
Volba kli¢ového tadku k pro pivota:

k:=argmin{i =1,...,m+n; Ry < 0}.
Volba kli¢ového sloupce ¢ pro pivota:

Ry
|Re|

Transformace tabulky probiha podle pravidla (3.2)).
Tvrzeni 3.4. Po transformaci tabulka zistane £-normdlnd.

Diikaz. Pro klicovy sloupec plati

1
R, = R, >~ 0.
C 7 —Ry
Pro ostatni sloupce j # £ plati
Ry
R =R; — =—LR,.
R

Pokud Ry; > 0, tak trivialng R} > 0. Pokud Ry; < 0, tak z definice £ je #Rj - #HRZ. Odtud
J

oo —Bkj
R; - Ry

¢ a proto R} = 0. d
Tvrzeni 3.5. Posledni sloupec tabulky se po kazZdé transformaci lexikograficky zmensi.

Diikaz. Pro posledni sloupec tabulky plati stejné transformacni pravidla. Protoze Ryg, Rge < 0, dostavame

R
R’O:RO—R—’;‘;RHRO. O

Dusledek 3.6. ¢-metoda je konecnd.

Diikaz. Kazda tabulka odpovida jedné béazi, a téch je kone¢né mnoho. ProtoZze se po kazdé transformaci
posledni sloupec lexikograficky zmensi, algoritmus musi skoné¢it po kone¢né mnoha iteracich. O

Tvrzeni 3.7 (kriterium optimality). Je-li * := (R1,..., Rmin,o0) > 0, pak x* je L-optimding Tesend.

Diikaz. Optimalita x* vyplyva z teorie dudlni simplexové metody.

7 dukazu tvrzeni vime, ze f-optimalni TFeSeni je vrcholem M, takZe k dikazu f-optimality z* staci
ukézat, ze prechodem k jinému optimalnimu béazickému feseni (coZ lze uéinit konené mnoha pfipustnymi
transformacemi /-tabulky) si pouze lexikograficky pohorsime vektor Ry = z*.

Uvazme transformaci dle pivota Ry, # 0. Pfedplgklédejme, 7e Rig > 0, nebot pripad Ryg = 0 nevede

k0

ke zméné vrcholu. Pokud Rye > 0, tak Ry = Ry — R—MRg < Ry a tedy si pohorSime. Pro pripad Ry, < 0

necht s := Ny. Pak s-ty radek tabulky je —e; a tudiz R., = Ry — g—’;gRsz =0+ g—’;g < 0. To znamena, Ze

by feSeni nebylo pripustné. O

Tvrzeni 3.8 (kriterium nepiipustnosti). Necht pro index k > 0 plati: Rio < 0 a Ri; >0, j=1,...,n.
Pak M = 0.

Diikaz. k-ty fadek £-tabulky odpovida rovnici zp = Rpg— 2?21 Ryjxn; <0, coz nespliiuje zadny piipustny
(a tedy nezaporny) vektor x. O
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Poznamka 3.9 (kriterium neomezenosti). Tteti, a posledni, moZnost, ktera pro ulohu linedrniho progra-
movéani muZe nastat, je neomezenost. To znamena, Ze tcelova funkce utikd do nekonecna podél nékteré
neomezené hrany. Jak to poznédme z f-metody? ProtoZe uvazujeme nezdpornost proménnych a pfidavali
jsme podminku zyzl x; < L, omezili jsme tak vlastné mnozinu piipustnych feseni. Pokud by tedy tloha
byla neomezené, pozname to tak, Ze doplitkova proménné, odpovidajici pfidané nerovnosti, ztistane v bazi
a optimélni feSeni bude zavislé na parametru L. Pokud i optimalni hodnota bude zavisla na parametru L,
znamend to, ze puvodni tloha je neomezené a z vysledné tabulky mutZeme i vy€ist hranu neomezeného

smeéru.

Poznamka 3.10. Jak je vidét, v £-metodé zavisi na poradi proménnych a omezeni. Rtiznou volbou poradi
na zac¢atku tedy miizeme ovlivnit prubéh celého algoritmu.

Piiklad 3.11. Reste linearni program
max i+ 2x9

za podminek

—x1+x9 <1, 1+ 3w2 <9,
3x1 — 4xo <06, To < %,
T + 29 < 4, xz > 0.

Reseni: Sestavime tabulku a provadime jednotlivé transformace. Pivot je zakrouzkovan a v zéhlavi jsou
nebéazické proménné. Protoze prvni tabulka neni £-normaélni, provadime Uvodni krok s tim, Ze pouZzijeme
nerovnosti x1 + x9 < 4 ze zadani.

T1 X2 Tr1 s T3 X5

zo | -1 =20 o 1 2|8 x| 35 5| %
1| -1 00 x| -1 0] 0 o | -4 1|3
za| 0 =110 T 114 x| L 113
T3 | —1 111 ~ a3 @ -1 -3 ~ x3| -1 00
T4 3 —4)6 T4 7 4| 22 Tq % % ?
vl 1 ()4 s 0 —-1| 0 zs| 0 —1]0
Tg 1 319 Tg -2 -3 -3 zg | -1 =210
zr| 0 13 wr| -1 -1|-3 z7 |3 —3| 0

,%) a optiméalni hodnotu 1—23 Dale vidime,

xi = xf = x5 = 0 (pro nedegenerované

Z vysledné tabulky vy¢teme optimalni FeSeni (x7,z5) = (
Ze TeSeni je silné degenerované, nebot doplitkové proménné x
feSeni by pouze dvé dopliikové proménné byly nulové).

Postup algoritmu znézorfiuje obrazek B.Il Zaciname v bodé 2° = (0,0) a postupujeme skrze bod
z! = (0,4) do vysledného optimalniho Fefeni 22 = z* = (2, 2).

Pro ilustraci jesté ukazeme, jak by metoda pracovala, kdybychom nerovnost 1 + z2 < 4 neuméli
odvodit ze zadani. Pouzijeme nerovnost xy + xo < L, kde L representuje libovolné velké ¢islo.

L ¥ poleo

r1 X2 o T3  Ts T3 X5

zo | -1 =20 o 1 2| 2L zo | 3 5 s+3L zo | 1 3L

z1 | —1 0|0 x1 -1 0 0 | —3 1] -1+1iL o 178

2| 0 —1]0 o 1 T2 | 3 1 $+3L v | L 1]

za| 3 —4|6]| " Yowa| 3 ol L R N S

T4 7 4 | 64+4L 4 2 2 2

zs |1 L4 s 0 -1| 4-1L w0 @ 4-1L zs | 0 -1 0

zs | 1 319 6 | -2 —3|9-3L 26 | -1 —2| 8—2L z6 | =1 =2 0
5

zr | O 113 | -1 —1] 3-1L ar | -1 L 2-1p zr | =1 —1 ] o0
I5 1 @ L

S proménnou L pracujeme jako s parametrem, coz prakticky lze implementovat tak, Ze sloupec pravych
stran se sklada ze dvou podsloupci — prvni representuje absolutni ¢leny a druhy koeficienty u L. O
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T2
max
1
ps \/
3)
4 I

Obrézek 3.1: (Piiklad B.I1)) Pribéh f-metody.

3.4 Prvni Gomoryho algoritmus
Uvazujme Cistou tlohu celo¢iselného programovani ve tvaru
max ¢’z za podm. z € M NZ",
kde AeZ™*" be Z™, ce Z™ a
M ={x e R"; Az < b, = > 0}.
Schema prvniho Gomoryho algoritm |Gomoryl, 1958] je nasledujici:
Algoritmus 3.12 (Prvni Gomoryho algoritmus (1958)).

1: Vyfedime linearni program max,eys ¢! @ pomoci f-metody. Pokud optimélni FeSeni neexistuje, tak
ani puvodni tloha nemé4 feseni. Pokud je optiméalni feSeni celo¢iselné, koncéime.

2: Jinak zavedeme Tez nésledujicim zpisobem. Definujme prvni fadek s neceloc¢iselnymi hodnotami
napravo v tabulce jako

k=min{i =0,...,m+n; Ry & Z}. (3.3)
a nadrovinu
H={z e R" }J_{Rij}ry, = {Rro}}-
K omezenim z M pridame dalsi podminku
r € HY = {z e R Z?:l{Rkj}xNj > {Rio}}
a cely postup opakujeme.

Nyni ukdZzeme, Ze nadrovina odfizne aktualni optimalni FeSeni z* linedrniho programu, ale neodfizne
zadny celociselny bod v M.

Véta 3.13 (pripustnost fezu). Plati z* € int H- a M NZ" C H, kde
int ™ = {w € R"; 30 {Ri; oy, < {Rpo}},
HY = (o e R S (Rigkey, = {Rio}h

1 . <1z 1 . P . 1 . U -
)Gomory ptivodné badal ve své disertaci na nelineérnich diferencidlnich rovnicich. K celo&selnému programovéni se dostal
pozdéji, kdyz pracoval pro americkou armédu.
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Diikaz. 1) Vlastnost z* € int H~ plyne dosazenim z* do nerovnice Z?Zl{Rkj}x}‘Vj < {Rko}, nebot z3 = 0.
2) Bud x € M NZ" libovolny. Pak

n

Ty = Rio — Z Ryjxn; = [Rrol — Z{RijxNj + {Rio} — Z{Rkj}xjvj-
= = =1

Z této rovnice vyplyvé, ze 37 {Ri;}on; — {Rko} € Z. Protoze ale
> =1 {1k} on; —{Rko} > —1,
— N~ ——
>0 >0 <1
musi Y7 {Rij}en; — {Rko} > 0. O
Poznamka 3.14.

1. V algoritmu muZze nastat i situace k = 0, coz je v poradku.

2. Je-li {Ry;} = 0 pro kazdé j € {1,...,n}, pak M NZ" = (. Tedy i kdyZz nadrovina neni dobie
definovana, véta stale plati.

3. Pfidani omezeni z € HT prakticky znamen4, Ze do /-tabulky ptiddame dalsi fadek

minit [ —Re) o B | )

odpovidajici omezeni Tpmin+1 = —{Rrko} — D5, —{Rij}xNj. Pokracujeme ¢-metodou s tim, ze
klicovy fadek bude ten posledni.
4. Rez je jednoduchy, ale nepfilis hluboky.

Tvrzeni 3.15. Po provedeni Fezu a jedné transformace tabulky lze pFidany Fddek vynechat.

Diikaz. Sloupce Rj, j = 1,...,n, tabulky zistanou linedrné nezavislé, a proto jednoznacnost vybéru
kli¢ového sloupce pretrva. Pivodni omezeni z popisu polyedru M rovnéZz zustanou zachovéany, tudiZz se
zachova pripustnost feSeni. Nevratime se ani zpét k jiz spocitanému feSeni, protoze ¢-tabulka lexikograficky
klesé. O

Nyni smérujeme k tomu ukazat, Ze Prvni Gomoryho algoritmus je kone¢ny. Oznacme jako Ry posledni
sloupec vysledné ¢-tabulky (tj. rozsifené ¢-optimalni FeSeni) tulohy v r-té iteraci

max ¢’z za podm. re MNH N---NH'.

Necht R’ zna¢i posledni sloupec po provedeni fezu a jedné transformace tabulky.

Lemma 3.16. Plati R = R’y = Ry

Drikaz. Plyne z tvrzeni Rovnost napravo nastane pokud po jedné transformaci tabulky je uz R’{) pfimo

f-optimalni. O
Lemma 3.17. Ezistuje vektor v € Z™ "+ tak, Ze Ry > v pro kaZdé r =0,1,. ...
Diikaz. Staci volit v = (,0,...,0)7, kde « je celo¢iselna dolni mez na optimalni hodnotu. O

Lemma 3.18. Bud'p libovolné takové, Ze R}, ¢ Z. Pak

(Roos -+ By 10 [Rpol) = (R, - R 0, R o) (3.4)

Diikaz Pro jednoduchost vynechame horni index 7 a budeme psat R namisto R”. Rez konstruujeme podle
k-tého radku tabulky a podle ([B.3) je & < p. Definujme

g =min{i =0,...,m+n; Ry # 0}

jako index prvni nenulové hodnoty v ¢-tém sloupci. ProtoZze Rgp # 0, méame g < k < p.
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Ry~ 0 Ry
0
q ng >0
k Ry #0 Ryo € Z
b RpO ¢ 7
—{ Ry} —{Rio} <0

Rozlisme dva piipady:
(a) Necht ¢ < p. Ze vztahu pro pravy sloupec tabulky po jedné transformaci R = Ry — ?gkﬁR
dostavame specialné pro g-tou slozku (predchozi hodnoty se nezméni)

{Rko}
ZJOZRqO —{R } q€<Rq0-
Tudiz (Roo, - - -, Rg0) = (Rpy - - -, Ryg) @ proto i (B.4).

(b) Necht ¢ = k = p. Ze vztahu pro k-tou slozku pravého sloupce tabulky po jedné transformaci
dostavame

—{Rro}
—{Rpe} {R e}

kde jsme vyuzili Rgy > {Rg¢}. Nyni tedy dostavame (34)).

R0 = Rro — ——— Ry = Rio — {Rko} < Rio — {Rro} = [ Rro],

Véta 3.19. Proni Gomoryho algoritmus je konecny.

Diikaz. Sporem piedpokladejme, Ze algoritmus je nekoneény a vytvori posloupnost postupnych feseni R,
r=0,1,... Podle Lemmatu B.I6 je R® = R? » ... Tudiz dostavame nerostouci posloupnost

Ry > Rjy > Ry >

Podle Lemmatu B.IT je posloupnost zdola omezeni. MiuZe existovat index rqg takovy, Zze posloupnost je
konstantni od rg-tého ¢lenu. Pak je nerostouci posloupnost

0 ro+1 ro+2
RIOZRIO Z]:510 R

Obecné, uvazujme minimalni s € {0,...,m + n} takové, Ze posloupnost Rso? Rso? R?O, ... se nikde neu-
stali. Pak od urcitého ¢lenu je posloupnost nerostouci, zdola omezené a proto mé limitu. Z konvergence
posloupnosti tedy existuje z € Z takoveé, Ze od ur¢itého ¢lenu jsou prvky posloupnosti v intervalu (z, z+1).
Formalnég, existuje g takové, Ze pro v8echna r > r, je RL; € (2,2 + 1). Nyni pouzijeme Lemma B.I§ pro
p = s, coz je piipustné diky R}, € Z. Z lemmatu Vyplyva Ze

(R607"' Rs 1,0» lR J) = (R/OOV"?R/gfl,OvRIgO)?
neboli R';! < R < |R,| = z, coZ je spor. O
Poznamka 3.20. Pro dukaz konec¢nosti algoritmu jsme potfebovali konkrétni znalost fezu pouze v Lem-

matu B.I8] ¢ast @ Proto pro ditkaz koneénosti jinych algoritmii seénych nadrovin staci pouze adaptovat
tuto Cast dikazu.
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Piiklad 3.21. Reste celociselny linearni program
max xp — I
za podminek
—§x1+x2§§, xl—%mg%, x>0, x € 72,
Reseni: Omezeni prepiSeme do tvaru s celo¢iselnymi koeficienty
—x14+3x2 <1, 3x1—22<1, x>0, x €72

Z nerovnic odvodime vztah z1 + z9 < 1, ktery pouZzijeme pro uvodni krok #-metody. Sestavime £-tabulku
a vyresime linearni relaxaci f-metodou.

I T2 xIs T2 Tyg T2
9| —1 1|0 Z0 1 21 x| 3+ 21%
T -1 00 1 1 1 1 T % —% %
o 0O —-110 ~ €2 0 -1 0 ~ o 0O —-11]0
x3 -1 3|1 3 1 4 2 xs3 % % %
T4 3 —1]1 T4 @ -4 -2 zq | —1 00
v | () 11

Protoze feSeni (%, 0) relaxované tlohy nespliuje celo¢iselné podminky, zavedeme fez. Volime k = 0 a fezna
nadrovina bude %m + %.%'2 = % Pfiddme novou podminku do tabulky a pfeoptimalizujeme. Jak vidime
dole, sta¢i jedna transformace. ProtoZze feSeni jesté stale nebude celoCiselné, zavedeme druhy fez (pro
k =1) a po transformaci tabulky uz ziskdme celoc¢iselné optimalni feSeni.

Xq T2 Xq Te g T6
xo | % 2 1 0 0 1] 0 x| 0 110
AR w3 3|3 n| 1 10
zo | 0O —1| 0 | _ @ -3 x| 1 =210
x3 | % 51 % z3 | -1 4| 0 3 | -2 5|1
T4 -1 0 0 T4 -1 0 0 T4 -2 1
IO R EIOEE

Z vysledné tabulky vy¢teme optimalni celo¢iselné feseni (x7,25) = (0,0) a optimalni hodnotu 0.

Je uziteéné se podrobnéji podivat na seéné nadroviny. Prvni méla tvar %x4 + %.%'2 = % Za proménnou
x4 dosadime ze Ctvrtého fadku dplné prvni tabulky predpis x4 = 1 — 321 + x2, ¢imZ dostavame tvar
nadroviny x; — z9 = 0 v proménnych x,zs. Podobné druhé seéné nadrovina méla tvar %x4 + %xg = %
Dosazenim z¢ = —% + %x4 + %xz a xy =1 — 3x1 + xo dostaneme tvar 2x1 — xo = 0 se¢né nadroviny.

Postup algoritmu a se¢né nadroviny jsou znazornény na obrazku 3.2l Optimum relaxované tlohy je z° =
(%, 0). Po prvnim fezu dospé&jeme k fegeni ! = (%, %) a po druhém fezu dojdeme konecné k celoc¢iselnému
optimu x? = z* = (0,0).

Poznamenejme, Ze kdybychom na zacétku nepievadéli nerovnosti na tvar s celo¢iselnymi koeficienty,
tak by algoritmus nepracoval korektné a vratil chybné feseni (zkuste to!). O

Piiklad 3.22. Najdéte optimalni feSeni nasledujicich celoéiselnych linedrnich programti pomoci prvniho
Gomoryho algoritmu:

max r1 + X9

za podm. 3z + 6x9 < 10,
T1,T2 Z 0, (a)
r1,xe € 7,
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Reseni:

Z2

max

Obrazek 3.2: (Priklad B:21)) Prubéh prvniho Gomoryho algoritmu.

max X9
za podm. 2x1 + 22 < 7,
—3x1 + 22 < —1,
x1, w2 > 0,
xr1,To € Z,

(a) Sestavime pocate¢ni tabulku /-metody pro nalezeni optiméalniho feSeni linearni relaxace. Pocateéni
tabulka neni ¢-normalni (pro sloupce neplati R; > 0), pfidame proto podminku z; + 2z < L a
provedeme piislusnou transformaci. Radek s pridanou podminkou je klicovy, klicovym sloupcem je
lexikograficky minimalni sloupec, tedy prvni. V dalsim kroku je klicovym tfadkem k prvni fadek se
zapornou pravou stranou Ryg a kliovy sloupec £ volime podle pravidla

xo
71
T2
x3

T4

%:lexmm{|}l:;j:j| Ry; <0, =1, ,n}
r1 X9 T4 T2 3 T2
-1 =110 zo | 1 0 L zo | 3 5
-1 0 0 N T 1 _om % 9 %
0 -1 0 T2 0 -1 0 T9 0o -1 0
36 |10 3 @ 3 | 10-3L 23| =1 0 0
@ 1 | L | -1 0 0 zy | -2 1] -2 +1L

Pridany fadek s omezenim mtizeme po posledni tpravé vypustit, protoze hodnota na pravé strané uz
bude vzdy kladna a radek tedy nebude klicovy. Posledni sloupec tabulky je nezédporny, optimélnim
feSenim relaxace je (%,0). Toto TeSeni neni celociselné, zavedeme tedy fez podle prvniho Fadku
s necelociselnou hodnotou na pravé strané (tj. fadek s proménnou xzg). Do tabulky pfidavame fez
jako fadek ve tvaru

—{Ru} - —{Rin} | —{Rro},

kde {r} =r — |r|. Tento fadek volime jako kli¢ovy.
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Zo
T
T2
T3

5

r3 T2
1 10
3 13
1 10
3 2|3
0 —1]0
1 010
1
@ ol

T5 X9
zo | 1 113
T 2 13
T om0 —1]o0
x3 | —3 1
z5 | —1 0

Ve vysledné tabulce vidime optimalni FeSeni celo¢iselného programu (z1,z2) = (3,0) s hodnotou
ucelové funkce 3.

(b) Opét vytvorime pocate¢ni tabulku, kterou jednou transformaci upravime na ¢-normalni tabulku a

néasledné hledame optimélni feSeni relaxace.

Zo
1
T2
3
T4

L5

1 T9
0 -1 0
1 0 | o
0 -1 0
2 1 |7
3 1 | -1
1 @ L

o

z1

T3
T4

Ts5

r1 s
1 L g
-1 0 0 T1
1 1 L ~ X9
1 @ - L .
-4 -1 |-1-1L Tq
0 -1 0 x5

r1 X3
2 7
10 0
2 7
0 —1| o
@ N
1 -1 —7+1L

Posledni fadek s pridanym omezenim miZeme v tomto kroku opét vypustit. Na pravé strané je
zaporné hodnota v fadku s x4, provedeme proto jesté jednu transformaci s timto kliCovym radkem.

Ziskali jsme optiméalni feSeni relaxace (z1,z2) = (

Lo
T
T2
T3

T4

1 X3
2 1] 7

1 0] 0
2 1|7
0 -1] 0

@ 1| -8

T4 T3

2 3 | 1o
Lo | 5 5 5

1 1 8
1| ~5 5 5

2 3 | 19
T2 | 5 5 |5
T3 0 -110
Tq | —1 0 0

8 19

55

celociselné, zavedeme tedy fez podle fadku s xg a provedeme dalsi transformaci tabulky.

T
T
9
x3
T4

T6

T4 I3
2 3 [ 19
5 5 5
_1 1 8
5 5 5
2 3 | 19
5 5 5
0 -1] 0
-1 0 0
_3 | _4
5 5

o

T
T3

Ty

T6

Tg I3

1 0 |3
1 1

-3 7 |2
1 0 |3
0 —1/0
5 3

—3 5 |2

-1 010

Vysledné feSeni (x1,x2) = (2,3) uz je celociselné, je tedy optimalnim feSenim zadané ulohy.

) s hodnotou ucelové funkce %. ReSeni neni

O
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3.5 Druhy Gomoryho algoritmus
Uvazujme smiSenou tlohu celo¢iselného programovani ve tvaru
max ¢’z za podm. z € Mg,
kde Ac Q™" be Q™ ceQ, CC{l,...,n}a
M ={z e R"; Az < b, = > 0},
Me={zx € M;z;€ZproiecC}.

Pro diikaz konecnosti se navic predpoklada, ze C' = {1,...,no} pro n&jaké ng < nazg=claz € Z
(druh& podminka uz neni na jmu obecnosti).
Schema druhého Gomoryho algoritmu |Gomory, 1960| je nasledujici:

Algoritmus 3.23 (Druhy Gomoryho algoritmus (1960)).

1: Vyfedime linearni program maxgeys ¢! @ pomoci ¢-metody. Pokud optimalni FeSeni neexistuje, tak
ani puvodni tloha nemé4 feSeni.

Pokud optimalni feSeni spliiuje celo¢iselné podminky, konc¢ime.
2: Jinak zavedeme fez nasledujicim zptsobem. Definujme
k= argmin{i € C; R0 ¢ Z}.
a nadrovinu
H:={xeR" 3 vjry, = {Rro}},
kde v;, 7 € N, jsou definovany

( {Rkj} N; e C, {RkO} 2 {Rk‘j}7 (3.5a)
{Rro}

B ﬁ}%ko}(l —{Rk;})  N; €C, {Rpo} < {Ruij}, (3.5b)

W= Ry; N; ¢ C, Ry; >0, (3.5¢)
{Rro}

%(—Rw) Nj ¢ C, Rkj < 0. (3.5d)

K omezenim z M pridame dalsi podminku

reH ={zreR" Y7, Vi, = {Rro}}

a cely postup opakujeme.

Nadrovina odfizne aktuélni optimalni feSeni x* linedrniho programu, ale neodfizne Zadny pripustny
bod v M¢. Nejprve dokdzeme pomocné lemma.

Lemma 3.24. UvaZujme omezeni
y<z+b z,y>0 zeR, yeZ,

kde b € 7. Pak ndsledujici feznd nerovnost je piipustnd

Ditkaz. Neformalng je vidét platnost fezu na obrazku B3l Rezna primka musi prochazet bodem (0,10]) a
mit smérnici 1——1{b}' Pro formalni dikaz rozlisme dva pripady:
1) Je-li y < |b], pak je tvrzeni jasné, nebot ve vyjadieni nerovnice jako y — |b] < 171{b}x je leva strana

nekladna a pravi nezaporné.




3.5. Druhy Gomoryho algoritmus 47

Obrazek 3.3: (Véta B.24]) Podstata Fezné piimky.

2) Necht y > |b], to jest, y > |b] +1 = [b]. Nyni upravme

—-b<ux,
y—[b] + (1—{b})§9€
(1 ={b})(y — o) + (1 = {b}) < =,
(1={oH(y — [b]) <=,
z ¢ehoz vyplyva vysledna fezné nerovnost. O

Tvrzeni 3.25 (Piipustnost Druhého Gomoryho fezu). Plati z* € int H~ a Mo C H™, kde

H™ ={z eR™ 27:1 VTN, < {Rro}},
o e RN I, e, > {Ruol)
Dikaz. Vlastnost z* € int H~ plyne dosazenim z* do nerovnice Z?:l ij}kvj < {Rko}, nebot z3, = 0.

Nyni se zaméifme na vlastnost Mo C HT. Bud x € M libovolny pevny. Podle k-tého fadku tabulky
plati

Tk = RkO — Z?:l Rkijj.
Rovnici prepiSseme jako dvé nerovnice
T+ >0 Rijrn; < Ro, (3.6)
—xp = D5y Rjrn; < —Ryo.
Prvni nerovnici upravime na

Ty + Z RijNj + Z Rijjvj + Z RijNj + Z RijNj < Ry
(E35a) (E3D) (E59) E5d)

a dale na
T + Z | Ryjlzn, + Z [Rijlzn, + > 0< R+ Y (1—{Rij}) Z Ryjz;.
B39 (3D

Nyni pouzijeme Lemma Bﬂ, proménné na pravé strané nerovnosti maji nezaporné koeficienty, proto
miizeme lemma pouzit. Tim odvodime platnou nerovnost

{Rk]} Ry;
we+ D | Brjlen; + ) [Bijlen, + ) 0 < [Rro] + —
k (B%) kjlTN. (%:ED kj | TN, (13%:3) k0 (%:H) —{Ry 0} (%1_{}%}
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K této nerovnici pfi¢teme nerovnici ([3.7) a dostaneme

> —A{Rijtan, + D zn, + > —Rigan, + Y 2en; < —{Riol-
(B5a) (E20) (BT E5d)

Koeficient v sumé odpovidajici ([B.50) je

1 —{Ry} 1—{R;j} = —{Rko}
Ryl — Ry — ——=2= =1—{Ry;} — 1o = 1 —{Ry;}).
|7 k]—| kj 1— {Rko} { k]} 1 _ {RkO} 1_ {RkO}( { k]})
Koeficient v sumé odpovidajici ([B.5d) je
Ry {Rko}
Bk MY - S Goli") S - N
1= {Re} 7 1—{Rko} "
Odvodili jste tedy platnou nerovnost 27:1 —jtN, < —{Rko}- O

Poznamka 3.26. Pro¢ jsou nutné 4 varianty ([3.5a)-(B.5d]) v popisu fezné nadroviny v druhém Gomoryho
algoritmu? Nejprve musime rozlisit diskrétni proménné a spojité proménné. Pripady (B.5d)-([B.5d) pak
rozliSujeme, protoze pro pouziti Lemmatu B.24] potiebujeme kladny koeficient u spojité proménné. Pripady
(B5a)-(B.5h) rozlisujeme, aby byl fez co nejhlubsi: ProtoZe pro aktualni Feseni a* plati x5, = 0, je Fez
tim hlubsi, ¢im je nadrovina H dale od pocatku. Chceme tedy koeficienty v; co nejmensi. Kdy nastane

(@5a) < [B5)? Prave tehdy, kdyz

{Rro}

it = T Ry

neboli po tpraveé
{Rij}(1 = {Rro}) < {Rro}(1 —{Ri;}),
cili {Ry;} < {Rko}. To je piesné podminka na rozliSeni piipada (B.5al)-(B.5D).

Poznamka 3.27.

1. Po provedeni Fezu a jedné transformace tabulky lze pfidany fadek vynechat.

2. Rez je konstruovan tak, aby fungoval pro smiSenou tlohu a aby byl co nejhlubsi. Presto hloubka
Fezu neni nijak zavratna.

3. Je-li 5 = 0 pro v8echna j € {1,...,n}, pak Mc = 0, tedy fez je pfipustny, i kdyZ nadrovina sama
o sobé& neni dobfe definovana.

4. Pridani omezeni x € H prakticky znamen4, Zze do /-tabulky piidame daldf fadek

Tmantl | =71 -~ =Y | —{Rro}

odpovidajici omezent Ty, 4n+1 = —{Rko} — > i1 (=) n,- Pokracujeme (-metodou s tim, Ze klicovy
radek bude ten posledni.

Piiklad 3.28. Reste priklad B21 pomoci druhého Gomoryho algoritmu.
Reseni: Uvazovana tiloha ma tvar
max r1 — r9 za podm. — %xl—}—xg < %, T —%xz < %, x>0, x € 72
Omezeni nemusime piepisovat do tvaru s celo¢iselnymi koeficienty; ve stavajicim tvaru mame C' = {0, 1, 2}.
Déle vyuzijeme toho, Ze z nerovnic vyplyva vztah x1 +xo < 1, ktery pouzijeme pro dvodni krok £-metody.

Sestavime ¢-tabulku a vyfesime linearni relaxaci ¢~-metodou.
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T X9 5 T2 Ty T2
xo | —1 10 x0 2] 1 x| 1 2]4%
x| -1 00 1 1)1 x| 1 -3 |3
2| 0 —1|0] ~ @ 0 1| 0 | ~ 23| 0 =110
I R EA I N T I I I A
z| 1 1)1 4 @ ~4| -2 | -1 0|0
o | (D) 1)1

Protoze feseni (%, 0) relaxované tlohy nespliuje celo¢iselné podminky, zavedeme fez. Volime k = 0 a fezna
nerovnice ma tvar Z;‘L:1 VjTp, < —{Rko} < —%. Vypocet v; pro j = 1,2:

1. Protoze Ny =4 € C a Ry = Rg1 = 1 > 0, nastane tfeti pfipad z definice ; a polozime y; = 1.
2. Protoze Ny =2¢€ (C a % = R0 < Rjo = %, nastane druhy piipad z definice 7; a polozime 7, = %.

Priddme novou podminku do tabulky a pfeoptimalizujeme.

x4 9 Te €2
w[ 1 2[3] w[ 1 1[0
T 1 —% % 1 1 —% 0
Z9 0 -1 0 ~ T2 0 —-1]0
z| L 8| 8 v 3 g3
2| -1 0] 0 x| -1 |3
w (D) 4]

Jak vidime, sta¢i jedna transformace a dostaneme optimalni celo¢iselné feseni (z7, x3) = (0,0) a optimalni
hodnotu 0.

Jak konkrétné vypada fezna nadrovina? Podle predpisu je tvaru —xz4 — %xz = —%. Proménnou x4
vyjadiime z prvni tabulky jako x4 = %—xl—i—%xg a dosazenim dostavame popis se¢né nadroviny v ptivodnich
proménnych jako —% + 1 — %xz — %xz = —%, neboli x1 — %xz = 0. Je to tedy stejny ez, ktery Prvni
Gomoryho algoritmus sestrojil az v druhé iteraci. U

Poznamka 3.29. Historii Gomoryho fezt provazi ve védecké komunité oscilace mezi ptijetim a odmitanim.
Nejprve byly povazovany za zézracné, pak zcela odmitnuty ve prospéch metod branch & bound (kapitolad])
a nakonec opét povolany do boje s celo¢iselnymi programy. Kli¢ovou novou myslenkou, kromé fady jinych,
bylo aplikovat vice Fezii najednou (viz sekce [3)); najit vhodnou kombinaci fezi je vSak stéle otevieny
problém. Uspé&na byla i kombinovace s jinymi pifstupy a také se celkem podafilo zvladnout zasadni
problémy se zaokrouhlovanim v tabulce. (Cornuéjols [2008] uvadi, ze aplikaci vSech fezi ze simplexové
tabulky sniZilo vzdalenost k optimélni hodnoté v priméru o 24 %.

3.6 Dalsi rezy

Pékny prehled riznych fezi pro smiSenou tlohu celoéiselného programovani uvadi napi. (Cornuéjols [2008].

3.6.1 Integer rounding a Chvatalovy—Gomoryho rezy

Priklad 3.30. Uvazme
M ={z € Z" Ba1+ Bay + a3+ Foa > B}
Zaokrouhlenim koeficientt vlevo nahoru, a poté pravé strany rovnéz nahoru dostaneme platnou nerovnost
(splnénou pro kazdy bod z M)
201 + 2w + 13 + 14 2> 7.

Tuto nerovnost odfizne nap¥. bod = = (0,0, %,

relaxaci mé tedy smysl generovat takovéto Tezy. O

0)7, ktery ta pivodni nerovnost splituje. Pro linearni
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Obrazek 3.4: ustrace prikladu, kdy ani vSechny Chvétalovy—Gomoryho fezy nezmensi M na My, a tedy
Chvéataltiv rank je vétsi nez 1. Pravy vrchol trojuhelniku totiZz neodiizneme vice nez o zhruba zlomkovou
¢ast a nedostaneme se mimo okolni celo¢iselné body.

Postup z prikladu miizeme zobecnit. Ve shodé se sekci uvazme polyedr
M ={zx eR";, Az <b, x > 0}
a konvexni obal celo¢iselnych bodu
My = conv(M NZ").

Pak pro libovolné u > 0 je ul Az < uT'b platna nerovnost pro M, a
lul Az < |ulb)

je platna nerovnost pro My, neodfizne tedy zadny celo¢iselny bod z M. Tato nerovnice se nazyvéa Chvataltiv—
Gomoryho Fez. Pridanim vSech takovychto nerovnic pro vSechna mozna v > 0 zmensime M na néjaky
mensi polyedr (neni vidno na prvni pohled, Ze je to polyedr). Nemusime jesté dostat M (viz obrazek B3.4]),
ale pokud cely postup opakujeme, po kone¢né mnoha iteracich (tzv. Chvatalav rank) dospéjeme k M.
Toto tvrdi slavna Chvétalova véta z r. 1973, a plati i pro redlna data.

Priklad 3.31.
1. Najdéte Chvataliiv—Gomoryho Fez, ktery odfizne bod (0, %, 0,0,0) od polyedru

M = {x € Z5; 9x1 + 1229 + 8x3 + 1724 + 1325 > 50, > 0}.
2. Najdéte Chvataluv—Gomoryho fez, ktery odfizne bod (20, 5, %) od polyedru

M = {(z,y) € R? X Z; x1 + 23 < 25, 21 + 22 < 8y, (v,y) > 0}.

3.6.2 Generovani logickych nerovnosti

V 0-1 programovéani lze uvazovat i opaénym smérem — generovat nové jednoduché omezeni. Smysl téchto
omezeni je stejny jako u se¢nych nadrovin, nevyrabét redundantni nerovnice, ale omezeni, ktera potencialné
odfiznou ¢ast relaxovaného polyedru. Postup se nejlépe vysvétli na piikladu.

Priiklad 3.32. Uvazme celoCiselny systém

Tx1+ 3xo — 4oy — 224 < 1,
=211 4+ Txo + 323 + 4 < 6,
—2x9 — 3x3 — 64 < —5,
=3z + 223 < 1,
x € {0,1}*

Z prvni nerovnice mtizeme odvodit podminky:

e Je-li 2y =1, pak 3 = 1 (neboli 27 < x3).
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e Je-li 1 =1, pak 4 = 1 (neboli 21 < zy4).

e Nemohou obé x1, z9 byt zaroven rovny 1 (neboli z1 + xo < 1).

7 druhé nerovnice podobné odvodime podminky:

e x| > X0, x0+x3 < 1.

7 tfeti nerovnice odvodime podminky:

e rotuwy>1, w3+mxy <L

7Z posledni nerovnice pak odvodime podminku:

e I > I3.

Zkombinovanim podminek dostaneme:
o 11> 1x3, x1 < x3, tedy 1 = x3.
o x1+x0 <1, 21> x9, tedy 220 = 0.
e ro+x4>1, 20 =0, tedy z4 = 1.

Tudiz v zasadé bez vypoctu jsme odvodili z1 = z3, xo = 0, x4 = 1, coz skutecné dava vSechna p¥ipustna
feseni (1,0,1,1) a (0,0,0,1). O

3.6.3 Perfektni parovani a kvétinové nerovnosti

Edmondstv algoritmus |Edmonds, [1965] na nalezeni perfektniho parovani je zaloZen na linearnim pro-
gramovani, dualité a senych nadrovinich. Se¢né nadroviny generujeme z faktu, ze z mnoziny vrcholi
liché velikosti musi vychézet aspon jedna hrana. Navic se da ukazat, Ze vSechny takovéto nerovnosti staci
k tomu, abychom piavodni relaxovany polyedr ofizli na konvexni obal perfektnich parovani. S pomoci
duality pak ziskdme polynomialni algoritmus.

Problém maximéalniho parovani v grafu G = (V, E) ma formulaci

max er za podm. Az <e, z € {0,1}"",
eck
kde z. = 1 odpovida hrané v parovani a x. = o jinak. Platné se¢na nadrovna pak pro libovolnou mnozinu
vrcholit 7' C V' liché velikosti ma tvar 3 c pop) Te < 2(IT| — 1), kde E(T) jsou hrany grafu G s obéma

vrcholy uvnitf T'. I kdyZ je téchto nerovnic exponenciélné mnoho, chytrym vybérem lze dostat polynomiélni
algoritmus.

Cviceni
3.1. Vyfteste priklad B.2T] pomoci prvniho a druhého Gomoryho algoritmu a primdrni simplexové me-
tody.
3.2. (a) Jakym zptisobem lze pii pouziti f-metody rozpoznat neomezené linearni programy?
(b) Jak muZeme rozpoznat nepiipustnou linearni relaxaci, pfipadné nepfipustny celo¢iselny pro-

3.3. V préhdit @ém@]ﬂ%ﬁr@%oﬁﬁh%a@&%ﬁﬁ%}% nadroviny a provedeni transformace tabulky
podle nového fadku pak tento fadek vynechame. Mize se stat, ze se nékdy pozdéji dostaneme zase
na druhou stranu této se¢né nadroviny? Obecné, jak ovlivni vynechani fadku pribéh algoritmu?

3.4. Adaptujete prvni Gomoryho algoritmus tak, abychom se vyhnuli feziim u¢elové funkce (tj. £ > 0).
Jak to bude s konecnosti? Dokazeme se jednoduSe vyhnout i fezim pro doplitkové proménné?

3.5. Zobecnéte prvni Gomoryho algoritmus pro smiSenou tlohu. Voditkem vam muze byt druhy Gomo-
ryho algoritmus a dtikaz spravnosti se¢né nadroviny.

3.6. Pro druhy Gomoryho algoritmus dokazte kone¢nost (za vhodnych predpokladi). Staci analogii
Lemmatu B.I8] z prvniho Gomoryho algoritmu.

Dale, diskutujte konec¢nost pro piipad, Ze tucelova funkce nemusi nabyvat celo¢iselnych hodnot.
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3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

Ovlivni ngjak prubéh prvniho resp. druhého Gomoryho algoritmu to, Ze soustavu nerovnic pfedem
prendsobim né&jakym kladnym (a napf. celym) ¢islem?

Najdéte platnou nerovnost (vzhledem k dané mnoziné X), ktera odfizne bod x*:

(a) mnozina X = {(z1,22) € Z x {0,1} : 221 — x5 < 2} a bod z* = (1.5,1)7,

(b) mnozina X = {(21,22) € Ry x Zy 121 < 9,21 < 4z} a bod 2* = (9, ).
Dokazte, ze se¢nou nadrovinu ¢isté tlohy celo¢iselného programu lze definovat napft. také nasledu-
jicim zpusobem: Bud dig € 7Z, tj. vysledna [-tabulka nemé napravo celé ¢islo v k-tém fadku. Seéna
nadrovina je pak tvaru Zje[ xn, =1, kde I = {j = 1,...,n; dy; € Z} (mnozina indext prvka
v k-tém Fadku, které nejsou celociselné).

Bud f > 0 dano. Najdéte miniméalni popis konvexniho obalu mnoZiny
M={(r,y) €EZxR;z—y < f, y>0}

pomoci soustavy linedrnich nerovnic.



Kapitola 4

Metody branch & bound

Myslenka metody branch & bound (,vétveni a mezi“) byla nezéavisle dotknuta nékolika autory bé&hem
50. let 20. stoleti. Prvni uplny algoritmus byl formulovan v legendarnim ¢lanku [Land and Doig [1960],
ktery myslenku proslavil, ale prvni rozumné implementace se objevuje az v [Dakin [1965]. Nazev ,branch
& bound® pochazi od [Little et all [1963], ktefi jej vymysleli pro rekurzivni metodu na feseni problému
obchodniho cestujictho.

Uvazujme smiSenou tlohu celoéiselného programovani ve tvaru

max ¢z za podm. z € Mg,
kde Ac Q™" be Q™ ceQ™ CCH{l,...,n}a
M ={x e R"; Ax < b, x > 0},
Mc = {x € M; x; € Z pro vSechna i € C'}.
Schema metod zalozenych na branch & bound je nésledujici, viz obrazek [£.11

Algoritmus 4.1 (Branch & bound).
1: Vyiesime linearni program max,cys ¢! x.
Pokud optimalni feSeni neexistuje, tak ani ptivodni tloha nema4 feSeni.
Pokud je optimalni feSeni z° € Mc, konéime.
2: Jinak zvol k € C takové, Ze 29 ¢ Z a definuj dva konvexni polyedry
My = {x € M; z}, < |22]},
My = {2z € M; x> [29] + 1}.
Rekurzivné vyfes dvé podulohy na polyedrech M; resp. My a vyber lepsi feSeni.

Pro feSeni linearnich relaxaci je opét vyhodné pouzit dudlni simplexovou metodu (nap¥. ¢-metodu),
protoze potiebujeme rychle pifeoptimalizovat po pfidani nové podminky zp < Lxgj resp. Ty > Lxgj + 1.
Pro k € C takové, Ze xg = Ryo € Z, k-ty tadek f-tabulky ma tvar

n
xp = Ryo — Z Ry,
j=1
Podminka zj, < |29 pak vede na novou nerovnici
n
— " Rijey, < —{Rio}, (4.1)
j=1
a podobné podminka zj > |29] + 1 vede na novou nerovnici

> Rijay, < {Rko} — 1.
j=1

53
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T2 )\
Mo _, max
2 M T
M
a1

Obréazek 4.1: My8lenka metody branch & bound.

0 I

xp < |y T > chgj +1

Obréazek 4.2: Strom representujici volani podiloh metody branch & bound.

Cili do ¢-tabulky pridame koeficienty jedné z téchto nerovnic.

Poznamka 4.2 (Meze).

Algoritmus [£1] popisuje schema vétveni. Metoda tedy prochazi binarni strom

representujici volani podiloh, viz obrazek Pro t¢innou implementaci, abychom neprochéazeli zbyteéné

v8echny uzly stromu, pot
vat si aktudlné nejlepsi p

febujeme efektivné zohlednit také ,,meze*. Nejjednodussim zptisobem je pamato-
Fipustné feseni 2* € Mo (jakmile néjaké objevime) a piislusnou hodnotu ucelové

funkce z* = ¢l'z*, ktera dava globalni dolni mez na optimalni hodnotu f*. Naopak, horni mez na optimalni
hodnotu podulohy davéa prislusné linearni relaxace. Proto miizeme zavést test:

Je-li optimalni hodnota linearni relaxace dané podilohy mensi nebo rovna z*, pak podilohu
nemusim fesit (podstrom ve vypocetnim stromu odfizneme).

Poznamka 4.3 (Zakladni vlastnosti).

e Jednoduse Tesi smiSené tulohy, zejména je-li malo celociselnych proménnych.

e Je-li M omezeny

(srov. Poznamka [[.24]), pak algoritmus je kone¢ny. Kazda proménné totiz nabyva

kone¢né mnoho hodnot a tudiZz se podle ni mohu vétvit koneéné mnohokrat.

e D4 se snadno par

alelizovat.

D Ailsa Landova a Alison Doigové, matematicky z Londynské skoly ekonomie.
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e Narozdil od se¢nych nadrovin neni tak citlivy na zaokrouhlovaci chyby.
e Da se jednoduSe pouzit i pro nelinearni tlohy celoc¢iselného programovani.

e Na druhou stranu, miaze byt hodné pomalé a narotné na pamét.
Poznamka 4.4 (0-1 programovéni). Pro 0-1 programovani (sekce [[I]) maji podulohy tvar

My = {x € M; x}, = 0},
My ={z e M; z; =1}.

S kazdou hladinou zanofeni ve vypodcetnim stromu se tedy zafixuje jedna proménna a dimenze tlohy
(=pocet proménnych) klesa.

Priklad 4.5. Tento piiklad ukazuje, Ze metoda branch & bound miize byt ¢asové naro¢na (exponencialni)
i pro jednoduchou tlohu. Pro n liché uvaz

n n
max Z 2x; za podm. Z 2z; <n, x € {0,1}".
i=1 i=1

Vidime, Ze optimaln{ FeSeni je napf. prvnich %(n — 1) proménnych rovno jedné, a ostatni nula; optimalni
hodnota je n — 1. Na druhou stranu, linearn{ relaxace da optimélni hodnotu n pro kalidy uzel stromu az
do hladiny 3(n — 1). Musime tud{z projit strom az do hloubky % (n + 1) a navstivit 22 (1) yzlq. O

Vétveni jde uvazovat jesté v fadé jinych variant. Napf. pavodni algoritmus [Land and Doig [1960)]
uvazoval nejprve dvé podilohy se zafixovanim xj := Lxgj resp. I == Lxgj + 1, a teprve potom v pfipadé

potifeby dalsi hodnoty proménné zy.

Piiklad 4.6. Reste pitklad B2 pomoci metody branch & bound.
Reseni: Uvazovana tloha mé tvar
max r1 — T2 za podm. —%xl—i—xQ < %, xr] — %332 < %, x>0, x € 72.

Podobné jako v pfikladu [3.28 vyTesime nejprve linearni relaxaci £-metodou.

ol T2 €5 Z2 X4 T2

zo | —1 0 Zo 1 2 1 X0 1 % %
1 | —1 00 T 1 1 1 T 1 _% %
T2 0 —-11]0 ~ Z2 0 -1 0 ~ X9 0O —-11]0

1 1 1 4 2 1 8 | 4
T3 | —3 L3 3 3 3| 3 3| 3 5|9
wa| 1 -1|1 2 @ ~4| -2 -1 00
o | (D) 1)1

Protoze feSeni 2¥ = (%,0) relaxované tulohy nespliiuje celoéiselné podminky, rozdélime tlohu na dvé

podilohy. Celod¢iselnost porusuje pouze prvni proménnd, proto zvolime £ = 1. Prvni podialoha vznikne
pfiddnim podminky zj < [2? ], jez mé& nyni podobu z; < 0. Pro pfidan{ do ¢-tabulky je vhodngjsi vyjadreni
(A1), jez ma tvar —zy4 + %xg < —%. Pridame tuto podminku do ¢-tabulky a pireoptimalizujeme.

Ty T2 Te 9
o 1 2| 3 zo | 1 0
I 1 —% % I 0
T2 O =101 ~ 2] 0 -1]0
1 8 4
3 39|09 3| & 1%
Ty -1 0] 0 x| -1 % %
Te @ % —% Te —1 0 0
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Stacila tedy pouze jedna transformace a dostali jsme optimélni celo&iselné feseni ! = (0,0) v této vétvi.

V druhé vétvi feSime podilohu s pfidanou podminkou z; > Lxgj + 1, kterd nabyde tvaru z; > 1.
V feci nebézickych proménnych mé nerovnice tvar x4 — %xg < —%. Pridame tuto podminku do ¢-tabulky
a preoptimalizujeme.

T4 T2 T4  Tg
zo | 1 2| 1 x| 3 2| -1
1 1
| 1 -3 3 x| 0 —1] 1
T2 0 —1 0 ~ To _3 _3 )
- 1 8| 4
3 3 9| 9 T3 3 % _g
zy | —1 0| O
Ty —1 0
2
re |1 @ —3 zs| 0 1] 0

Protoze ve tfetim fadku tabulky je napravo zaporna hodnota, ale nalevo samé kladné, nelze vybrat zadného
pivota, a proto je mnozina piipustnych feSeni prazdna. V této vétvi vypocetniho stromu se tedy optimum
nenalézé, a proto je optimalnim feSenim 2! = (0,0). O

Piiklad 4.7. Reste pomoci metody branch & bound tlohu

max 13z1 + 8xo
za podm. x1 + 229 < 10,
ox1 + 2z < 20,
xr1,To € Z+.

Reseni: Opét zacneme sestrojenim ¢-normélni tabulky a vyfeSenim lineérni relaxace.

Tl X2 T5 T2 T3 X2

zo | =13 =8| 0 zo | 13 ) 13L o | 13 18 130

r1 | —1 0 0 T 1 1 L T 1 2 10

9 0 -110 ~ X 0 -1 0 ~ x2| 0 -1 0

v | 1 2|10 7| (C) 1| 10-1 23| =1 0 0

| 5 2|20 w| -5 —3|20-5L x| =5 30

T @ 1| L rs | —1 0 0 rs5 | -1 -1 | =10+ L

V nasledujicim kroku ziskime optimalni fegeni linearni relaxace (z1,z2) = (3, 12). Regent neni celodiselné,

rozvétvime proto vypocet na dvé podilohy podle nékteré celo¢iselné proménné s aktualné necelo¢iselnou
hodnotou, zvolime napf. proménnou x1. V podilohach priddvame do programu omezeni x; < LgJ = 2,
resp. r1 > LgJ + 1 = 3. Do pfislugné tabulky mtZeme tato omezeni pridat ve tvaru

- ZRWUNJ- < —{Rko}, ZRijNj <{Rpo}—1.
=1 =1

Nésledné tedy fesime podilohu s pridanym Fadkem I., ktery reprezentuje prvni nerovnost, a druhou
podulohu s pridanym radkem II. pro druhou nerovnost.
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T3 T4 (@) 3 Te (1) L7 X4
x| T8 1B zo | 49 |58 o | 7T 4 |59
7| - i 3 1| 0 L2 x| -1 0 3
5 1 15 1 1 5 1 5
2| 8§ T8 |7 T2 3 3|4 20 3 3| 3
3| -1 0 | 0 @3 | =1 0 |0 z3 | -4 -1 2
zg| 0 =110 2y | -1 —4 | 2 2| 0 —1] 0
o3 )] w6 | 0 —1]0 vl -1 0] 0
(1) (‘3 T I (111) @ 1] -1
w3 113

Po jedné transformaci dostaneme v tloze (I) celo¢iselné optimalni feseni (z1,x2) = (2,4) s hodnotou 58.
V tloze (II) dostaneme necelociselné feseni (3, g) s lepsi hodnotou tcelové funkce 59, musime tedy tento
uzel dale rozvétvit. Volime proménnou z9 a pridanim podminek zo < 2 a 29 > 3 vytvorime podulohy (III)
a (IV).

Uloha (III) vede na relaxaci s optimalni hodnotou 57.6, ktera je hori nez aktualni nejlepsi hodnota
pro celoéiselné FeSeni, tuto vétev mizeme tedy ukoncit. Dale lze snadno nahlédnout, ze tloha (IV) je
nepiipustna, jelikoz obsahuje podminky x1 > 3, x5 > 3 a bz + 2z9 < 20.

Optimalnim FeSenim zadané celo¢iselné tlohy je tedy feseni (2,4). O

4.1 Prochazeni vypocetniho stromu

Binarni vypocetni strom lze prochazet riiznymi zptsoby. Nabizi se zakladni postupy jako prohledavani
do sitky (seznam podiloh je fronta) a do hloubky (seznam podiloh je zasobnik). Druha varianta se zda
perspektivnéjsi, protoze rychleji najde pripustné feseni, které v disledku pomiize ofezat neplodné vétve
v stromu.

Sofistikovanéjsi moznost je v daném kroku vybrat podulohu s maximalnim hornim odhadem na opti-
méalni hodnotu (tedy s nejvétsi optimalni hodnotou relaxace). Jaka datova struktura se hodi pro seznam
podiloh? Protoze potiFebujeme rychle najit maximum a odstranit ho, a umét pridavat dalsi prvky, tak se
hodi halda, kterd operace vykonava v logaritmickém case vzhledem k velikosti seznamu. Teoreticky pak
vychazi nejlépe Fibonacciho halda, kde vkladani trva amortizované konstantni Cas.

4.2 Volba proménné pro vétveni

Pro efektivitu prochazeni stromu mé velky vliv také volba celo¢iselné proménné xy, podle které vytvarime
podulohy.
Volba méa vesmés podobu

k:=arg max min(d;,d),
8 (d;,d;)

kde d:,d jsou ur¢ité miry vhodnosti dané proménné pro vétveni.

177

1. Nejjednodussi volbou je mira necelociselnosti

d; = {x?}, df =1 — {x?}

7

Volime tedy proménnou, kterd odpovida nejméné celoCiselné slozce relaxovaného optima.

2. Dalsi moZnosti je pouzit pseudoderivace

d; = d;r = ’CZ‘

2

Koeficienty ucelové funkce udavaji miru zmeény ucelové funkce pii zméné proménné, tedy vétsi vliv
na zménu relaxované optimalni hodnoty maji proménné s vétsi hodnotou |¢;|.
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3. Kombinaci obou pfedchozich dostavime

di = {a}eil, df = (1~ {2})leil,

7

coz dava odhad, o kolik se odfiznutim snizi optimalni hodnota relaxace.

4. O néco drazsi, ale presné&jsi, je pro kazdého kandidata pouzit zaokrouhleni nahoru i dold a podivat
se jak se zméni (pfesné ¢i aspon piiblizné) hodnota ucelové funkce pro provedeni jednoho kroku
simplexové metody. Pro dané i € C takové, 7e 20 & Z, i-ty fadek simplexové tabulky ifka

n
Ty = RiO - E Riijj-
i=1
Podminka z; < |2?] vede na novou nerovnici
n
— Y Rijzy, < —{Rio},
Jj=1

a ucelovd hodnota po jedné transformaci tabulky klesne aspon o

. . Ry
di = pin | g (R}

Analogicky, podminka x; > [2?] 4+ 1 vede na novou nerovnici
n
> Rijry, < —(1 - {Ri}),
j=1

a ucelovd hodnota po jedné transformaci tabulky klesne aspoin o

R .
dt = min —2(1—{Ry}).

j:Rij<0 _RU

4.3 Dalsi varianty

Branch & cut

Branch & cut [Padberg and Rinaldi, [1987| je kombinaci obou hlavnich metod se¢nych nadrovin a branch
& bound. V zasadé se jedna o branch & bound s tim, Ze v uréitych uzlech vypocéetniho stromu osekdme
relaxovany vrchol pomoci seénych nadrovin. Vétsinou se fezy pouzivaji u kofene a v blizkych uzlech,
abychom meéli dobré relaxované feSeni hned v pocatku.

Nic ndm nebrani pfidat vic seénych nadrovin najednou. Neni moc vyhodné pfidévat vSechny mysli-
telné Fezy, protoZe fada z nich bude redundantni a akorat navysi pamétovou a tim i ¢asovou naroc¢nost.
Achterberg [2009] doporuc¢uje vybrat nékolik fezti, které jsou na sebe co nejkolméjsi. Zvolime-li threshold
e > 0, pak stac¢i postupovat hladovym algoritmem a pfidavat takové se¢né nadroviny, jejichz normaly (po
znormovéani) maji skalarni sou¢in v absolutni hodnoté nanejvys € se vSemi jiz vybranymi fezy.

Branch & price

Jedn4 se o kombinaci branch & bound a metody column generation (kapitola [T pro feseni velkych tloh
s obrovskym poé¢tem proménnych. Protoze bazické optimélni feSeni linedrniho programu méa nebézické
slozky nulové, metoda column generation nejprve vybere jen proménné do baze a ostatni zafixuje na nulu.
Poté iterativné generuje sloupecky tabulky, tj. uvoliiuje dalsi proménné podle reduced cost, tj. podle nejvice
porusné podminky na nezapornost kriteridlniho radku.
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4.4 Implementacni zalezitosti

Preprocessing

Uvazme tlohu
max clx za podm. Az <b, { <z <u.

Pred vlastnim Fesenim tlohy lze provést nasledujici zjednodusujici operace pro kazdou nerovnici a’z < b;
ze soustavy Ax < b:

o Utdhnuti mezi. Pro kazdé k

1
ar >0 = 3 < Q_k:(bl — Z ajfj — Z ajuj>,

Jj#k:a; >0 Jj#k:a;<0
1
ap, <0 = xp > — | b; — a;u; — ail;|.
¥ k_ak<z Z 7 Z T
Jj#k:a; >0 J#k:a;<0

o Test redundance. Dana nerovnost je redundantni pokud

Z a;u; + Z ajéjgbi.

j:a; >0 J:a;<0

o Test nepTipustnosti. Systém je nepiipustny pokud pro né&jaké ¢

Z aj€j+ Z ajuj>bi.

j:a; >0 J:a;<0
e Fizace proménngch. Pro kazdé k

(1) pokud ¢ > 0 a a;; < 0 pro vSechna i, pak mtizeme zafixovat xj = uy,

(2) pokud ¢x <0 a a;; > 0 pro viechna i, pak miizeme zafixovat xy == (k.

Tyto predzpracujici operace funguji dobie i pro linearni programovani. V celo¢iselném programovéani mi-
Zeme navic pii utdhnuti mez{ nové meze zaokrouhlit — horni odhad doli a dolni odhad nahoru. Operace
navic muzeme opakovat, protoze vysledek jedné operace ovliviiuje ty ostatni.

Piiklad 4.8. Uvazme celo¢iselny program

max 2z + x9 — x3 za podm. bxr; — 2x9 + 8xg < 15,
8x1 4+ 30 — 1x3 > 9,
1+ 22+ 23 <6,
0 <z <3,
0<z <1,
1 < x3, z e 73

Aplikujte jednotlivé operace preprocessingu: ]

Dalsi
Komer¢ni systémy casto obsahuji
e Priority. Moznost zadat priority proménnym, podle kterych se pak Fidi vétveni ve vypocetnim
stromu.

e User cut-offs. MoZnost zadat preference uzivatele na simplex strategies (zda simplexova metoda
¢i metoda vnitinich bodi), strong branching (zda vénovat vétsi ¢as dobrému vybéru vétve, tj.
proménné xy), atp.
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e GUB (generalized upper bound) branching nebo tézZ SOS1 branching (Beale & Tomlin, 1970). Rada
aloh obsahuje podminky typu: >, x; = 1, x € {0,1}", to jest, pravé jedna z proménnych z; je
jedna, ostatni nulové. Sestavovat podilohy popsanym zpusobem neni efektivni, lepsi je uvazovat
podilohy:

(1) x; =0 pro vsechna i € Cf,

(2) x; =0 pro vSechna i € Cs,
kde Cy U Cy = {1,...,n} je disjunktni rozklad proménnych. Rozklad miZzeme provést sekvenéné
jako Cy ={1,...,r}, Co ={r+1,...,n}, nebo po vhodné permutaci. Kazdopadné, obé podtlohy
maji vyrazné mensi dimenzi.
Pokud bychom pouzili formulaci z piikladu [[35 tak relaxovana tloha pak mé typicky feSeni
l=w =... =wg_1 > wg > Wiy = ... = w, = 0, tudiz vétveni podle necelociselné proménné
wy, rozdéli dlohu na dvé srovnatelné velké podilohy, které maji automaticky zafixovanych k resp.
n — k + 1 binarnich proménnych.

Vice o tom jak Fesit podobné ,symetrické” podminky viz Margot [2010)].

Nésledujici tabulka uvadi klicové faktory na zrychleni praktickych implementaci béhem obdobi kolem
roku 2000; od té doby ale heuristiky ziskaly dtlezitéjsi roli.

faktor koeficient zrychleni
fezy 54
preprocessing 11
volba proménné na déleni 3
heuristiky 1.5

4.5 Aktualni trendy

Aktualni trendy vyzkumu (k roku 2015) zahrnuji napf.

e Zobecnéné vétveni podle obecnych nadrovin. Cili misto podle nadroviny x; = :U? rozdéluji podialohu
podle nadroviny a’z = b.

e Viybér LP solveru na feSeni jednotlivych relaxovanych poduloh vyrazné ovlivije rychlost celého
algoritmu.

4.6 Software

Nekomeréni solvery:
e SCIP (Solving Constraint Integer Programs), http://scip.zib.de/
e GLPK (GNU Linear Programming Kit), http://www.gnu.org/software/glpk/

Komeréni solvery (vybér):
e CPLEX, http://www.cplex.com/
e Gurobi (GNU Linear Programming Kit), http://www.gurobi. com/

Modelovaci systémy zahrnujici vybér z vyse zminénych solveri:
e GAMS (General Algebraic Modeling System), http://www.gams . com/

e NEOS (Network Enabled Optimization Server), http://neos.mcs.anl.gov/neos/ — zdarma na
dalku

e AIMMS (Advanced Interactive Multidimensional Modeling System), http://www.aimms.com/
e AMPL (A Mathematical Programming Language), http://ampl.com/

Dalsi informace viz napft. |Atamtiirk and Savelsbergh [2005]; [Bussieck and Vigerske [2011].
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Cviceni
4.1. Dokazte, ze pfi pouziti metody branch & bound na smiSenou tlohu s jedinou celo¢iselnou promén-
nou navstivime pii prochazeni vétviciho stromu nejvyse 3 uzly.

4.2. Upravte metodu branch & bound tak, aby nalezla , dostateéné dobré* piipustné feSeni s hodnotou
ucelové funkce v toleranci p % od optimalni hodnoty (pro dané p).

4.3. Aplikujte techniku ,,utdhnuti mezi“ k vypoc¢tu co nejtésnéjsich mezi pro celo¢iselné proménné x,
..., Tg za podminek

2x1 + Txo — 3x3 + 64 — 925 + 6 < —12,

T — 2x9 + x3 + 4dag 4+ 205 — 36 < 13,

HAS [1,4], X9 € [0, 7], T3 € [4, 10], T4 > 2, T5 € [0,2], zg > 0,
T1y...,26 € 2.

4.4. Uvazujme minimaliza¢ni tlohu celo¢iselného programovéni, pro kterou je pribéh metody branch & bound
reprezentovan nasledujicim vypocetnim stromem (¢islo pod uzlem reprezentuje optimélni hodnotu
prislusné linearni relaxace, ¢islo nad uzlem optimélni hodnotu s celo¢iselnym fesenim):

Najdéte co nejtésnéjsi meze pro optiméalni hodnotu tlohy. Které uzly stromu miizeme odfiznout, a
které musime dale rozvétvit a prohledat?
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Kapitola 5

Heuristiky

Heuristiky jsou jednoduché metody, které maji za cil rychle najit dobré piipustné feSeni, coz zvysuje
rychlost metod typu branch & bound. Pozitivni vysledek neméame garantovany, takZze heuristiky mohou
selhat. Vyznam dobrych heuristik ale je, Ze v mnoha p¥ipadech funguji a efektivné pomahaji pfi feSeni tim,
ze davaji globalni dolni mez na optimalni hodnotu (viz poznamka [£.2)). Pékny ptehled heuristik najdeme
v Berthold [2006], a heuristiky pouZivané programem SCIP pak v Berthold [2007].

5.1 Heuristiky pro nalezeni pripustného reSeni
Relax & fix
Uvazujme tlohu ve tvaru

max ¢!z +d'y zapodm. Ax+ By<b, z,y >0, x €Z", ye Z™.

ménné, u kterych pozadujeme, aby byly bliZe k optimu.

Heuristika sestava ze dvou krokid. V prvnim feSime relaxovanou tlohu s x € Z", y € R™ (tedy relaxuji
celo¢iselnost proménnych y). Necht ziskdme optimalni feseni z*, y*. V druhém kroku zafixujeme = = x*
a dofesime ptvodni tlohu. Pokud dostaneme pripustné feSeni, je dobrym piipustnym FeSenim ptivodni
tlohy. V této heuristice fesime tedy 2 mensi celo¢iselné tulohy.

Cut & fix
Uvazujme tlohu ve tvaru
max ¢! x+d'y zapodm. Ax+ By<b, z,y >0, x€Z", ye Z™.

Tato heuristika nejprve k omezenim piida nékolik seénych nadrovin a spoéitame relaxované reSeni z* €
R"™, y* € R™. Nyni, pro pfedem zvolenou malou konstantu € > 0, pfidame podminky

|z* +ce| <z < [x* —ee]

a dofesime do celociselného optima. Heuristické feSeni ziskam rychleji, protoze pridané podminky snizi
trochu dimenzi tlohy. Pokud totiz z je dostate¢né blizko celému ¢islu (nanejvys o €), pak

lz7 +e] = [a7 —e,
coz zafixuje i-tou proménnou x;.

Feasibility pump

Zakladni idea: Najdi optimalni feseni relaxované dlohy, zaokrouhli a najdi nejblizsi pfipustny bod relaxo-
vané tlohy v sou¢tové normé. Postup iteruj. Detaily viz |Achterberg and Berthold [2007].
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5.2 Heuristiky pro nalezeni dobrého reSeni

Nyni se zaméiifme na tulohy, kde je snadné najit pripustna feseni, ale je velmi tézké najit optimum.
Nasledujici heuristiky se proto snaZzi najit co nejlepsi piipustné feSeni (bez garance optimality) a jsou
adaptaci z heuristik pro dlohy spojité optimalizace s velkou dimenzi.

Lokalni prohledavani

Tato heuristika funguje tak, Ze dané pripustné feSeni se snazi lokalné vylepsit. Prohleda sousedni feSeni a
pokud najde lepsi, zméni aktualni pripustné reSeni na toto nalezené a postup opakuje.

Konkrétni postup se dost odviji od konkrétni tulohy. V problému obchodniho cestujictho mize jit
o tzv. dvoj-vymeény, kdy danou cestu na dvou mistech pfestiihnu a spojim opacné konce (viz sekce [[0.4)).
Heuristiky pro ulohu Facility location problem jsou v sekei [[1.3]

Nasledujici heuristiky se snazi vyvarovat toho, abychom uvizli v lokdlnim maximu.

Simulované Zihani

Metoda, kdy prochézim mezi pfipustnymi fesenimi. Na zacatku je symbolicka teplota T vysoka a dovoluje
nam piejit i k hors§imu feSeni. Postupem casu teplota klesd a nedovoli ndm pfili§ si pohorsit tcelovou
hodnotu. Az nakonec smime prechéazet jen k lepSim FeSenim.

Formélnéji, je-li A rozdil i¢elovych hodnot aktuélniho feSeni a ndhodné vybraného sousedniho, tak
k sousednimu piejdu vzdy pokud A > 0 (tj., sousedni FeSeni neni horsi) a s pravdépodobnosti e 2T kde
T je ¢as, pokud A < 0 (tj., sousedni FeSeni je horsi).

Tabu search

Opét prochazime mezi piipustnymi feSenimi. Pokud se nemohu pfemistit k lepSimu reSeni, mohu prejit i
k horsimu. K zabranéni vraceni se zpét k jiz nalezenym lokélné optiméalnim FeSenim slouzi tzv. tabu list,
coz je seznam nékolik predchozich lokalné optimalnich feSeni, které jiz nesmim navstivit.

Genetické algoritmy
Jejich princip spoc¢iva v tom, Ze mame seznam nékolika piipustnych TeSeni, nazyvany vgbér z populace.
Kazdy jedinec je néjak kdodovan. Tyto jedince pak ménim podle pravidel

e mutace — zménim trochu koéd jedince,

o kriZeni — zkombinuji kédy dvou jedincii,

e piirodni vyjbér — vybirdm co nejlepsi jedince.

Implementace téchto pravidel zavisi na konkrétnim typu tlohy.
Napiiklad pro problém obchodniho cestujiciho, viz sekce [[0.4l

Cviceni

5.1. Pomoci heuristiky relax & fix aproximujte optimalni FeSeni tlohy

max 13z + 8y
za podm. x + 2y < 10,
5z + 2y < 20,

z,Yy € L.



Kapitola 6

Dekompozice

Uvedeme si dva typy dekompozic. Prvni, Bendersova, rozdéluje proménné do dvou ¢asti a uréitym zptiso-
bem redukuje problém na nékolik mensich. Druha, Lagrangeova, naopak rozdéluje do dvou skupin pod-
minky v omezenich.

6.1 Bendersova dekompozice

Bendersova dekompozice Benders [1962, [2005| funguje v zasadé i pro linearni ¢i specialni nelinearni pro-
)
gram, ale pro naSe ucely uvazujme smiSenou tlohu celoc¢iselného programovani

max ¢! z+d'y zapodm. Az +By<b, >0, ye, (6.1)

kde mnozina Y zahrnuje linearni a celo¢iselné podminky jako napf. y > 0, y € Z™ atp. Budeme predpo-
kladat Y # (). Potom miiZzeme tilohu piepsat jako

max {dTy + max{c'z; Ax <b— By, x> 0}} )
ye

nebo pomoci duélniho linearniho programu jako

max {dTy + min{(b — By)Tu; ATu > ¢, u> 0}}.
ye

Specialng, primarni a dualni linedrni program oznacime jako
max{cl z; Az <b— By, = >0}, P(y)
min{(b — By)Tu; ATu > ¢, u>0}. D(y)
Abychom mohli pouzit dualitu, budeme jesté predpokladat, Ze mnozina pfipustnych reSeni duélni dlohy
U= {u; ATu>c, u>0}#0.

Neprazdnost U snadno ovéfime zvlast, a pokud by neplatila, tak pivodni iloha je neomezena & prazdna.
Pro praktické tlohy je to vesmés splnéno, jinak lze teoreticky pouzit nastroje popsané napi. v Po-
znamce

Budte v1,...,vy vrcholy a hy,..., hg sméry neomezenych hran konvexniho polyedru U. Pro pevné y,

pokud v tloze nastane (b— By)Th; < 0 pro jisté j, pak[D(y)|je neomezena a tudiz [P(y)| nep¥ipustna.

Proto se staéi omezit na situace kdy (b— By)Th; > 0 pro viechna j = 1,..., H. Nyni miizeme tlohu (6.1
ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

max (dTy +min;—y,__ v (b— By)Tvi) za podm. (b— By)Thj >0Vy, yevy,
neboli

max z za podm. z <d'y+ (b— By)'v; Vi, (b—By)'h;>0Vj, yeY. (6.2)
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Timto jsme zmensili dimenzi puvodni tlohy, protoZe namisto spojitych proménnych = zde mame jiz jen
jednu spojitou proménnou z. Nicméné, celo¢iselné proménné zlstévaji stejné.

Abychom nemuseli enumerovat viechny vrcholy a neomezené hrany U, tak je budeme generovat po-
stupné dle potieby podle nasledujictho iterativniho algoritmu. Pro indexové mnoziny I, J si ozna¢me

max z zapodm. z <d'y+ (b—By)lvViel, (b—By)'h;>0VjcJ, yeY. Pry

)

Algoritmus 6.1 (Bendersova dekompozice). Na zacatku poloz I :== (), J :== (). V k-té iteraci postupujeme
1. Vyfes tlohu [P s} Mé-li tloha optimum (y*, z*), jdi na krok

Je-li uloha neomezena, tak (y*,z*) zvol jako vrchol z néhoz vychazi neomezena hrana a jdi na
krok 21

Je-li nepfipustnd, je nepfipustna i (6.I]). Konec.
2: Vyfes ulohu [D(y)|s y == y*.
Nepripustnost nenastane diky U # ().
Je-li neomezena dle hrany hj;- vychazejici z vrcholu v;«, tak piitad I :=TU{i*}, J = JU{j*} a
jdi na krok [
MaA-li optimalni FeSeni ve vrcholu v;+, tak rozliSme dva piipady:
(a) Je-li z* < dTy* + (b— By*)"v;+, pak plati z* < d'y* + (b— By*)Tv; pro vechna i =1,...,V
a proto je (y*, z*) optimum tlohy (6.2]). Tudiz je z* optiméalni hodnota i ptivodni ulohy (6.1]),
y* je optimalni feSeni a druhou ¢ast optima x* dopocitdme z podminek duality.
(b) Jinak, pfitad I := I U {i*}, a jdi na krok [II

Konecnost algoritmu je zaruCena, pocet iteraci je maximalné V + H.

Navic, algoritmus lze kdykoli ukondéit, a médme dolni a horni odhady na optimalni hodnoty. Jako
horni odhad optimalni hodnoty slouzi z* (postupem iteraci se zmensuje). Naopak, pokud tloha [D(y)| méa
optimum v kroku B Algoritmu 61 tak 2° := d”y* + (b— By*)Tv;+ je dolni mezi optimalni hodnoty (nebot
(y*, 2°) je piipustné feSeni).

Bendersova dekompozice se nevyplati pro kazdou tlohu, ale pro nékteré typy tloh je vhodné. UkaZzeme
si jeji pouziti v uloze UFLP (sekce [IT.4)).

Poznamka 6.2. Bendersovou dekompozici dostaneme tlohu se stejnym poc¢tem celo¢iselnych promén-
nych, ale s pouze jedinou spojitou proménnou z. Protoze ¢isté celoc¢iselné tlohy se fesi snadnéji, muze byt
vyhodné proménnou z uvazovat jako celo¢iselnou a pak bindrnim piilenim aproximovat spojitou hodnotu.

Piiklad 6.3. Bendersovou dekompozici vyfeste tlohu (viz obrazek [6.1))

max —dx + 3y za podm.
—2z+y <0,
-z + 3y <13,
y < 10,
z,y >0, yeZ.

Resent: V této tloze je

a mnoZina U representuje trojihelnik s vrcholy (0,0)7, (0,5)7 a (2.5,0)7:
U={ucR? —2u; —uy > -5, u>0}

Na zacatku nastavime I := (), J := (). Jednotlivé iterace jsou:
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Obrézek 6.1: Mnozina pfipustnych feSeni, tcelova funkce a optiméalni FeSeni (z*,y*) piikladu

1. Nejprve resime tlohu
max z zapodm. ye€Y ={y<10, y >0, y € Z}.
Uloha je neomezena, volime y* = 07, 2* = co. Nyni feiime tilohu
mingep (b — By)Tu = mingey Oup + 13us.

Uloha méa optimum v bodé vy = (0,0)7. Aktualizujeme I = {1}.

2. Resime tlohu
max z zapodm. yeVY, z<d y+ (b— By)Tu,
¢ili
max z za podm. y €Y, z < 3y.
Uloha mé optimum y* = 10, z* = 30. Nyn{ fe§ime tlohu
mingcy —10u; — 17us.

Uloha mé optimum ve vrcholu ve = (0,5)T. Aktualizujeme I = {1,2}.

3. Resime tlohu
max z zapodm. y€Y, z <3y, 2 <65—12y.
Uloha mé optimum y* = 4, z* = 12. Uloha
mingecy —4u; + ug

ma optimum ve vrcholu vz = (2.5,0)7. Aktualizujeme I = {1,2, 3}.

4. Resime tlohu
max z zapodm. y€Y, z <3y, 2 <65—12y, z <0.5y.
Uloha mé4 optimum y* = 5, z* = 2.5. Uloha
minueU —5U1 - QUQ
mé optimum ve vrcholu vz = (2.5,0)7 a plati
2.5 =2 <d'y* + (b— By") vz = 2.5.

TudiZ méame optimum puavodni ulohy: Optimalni hodnota je 2.5, optimalni feSeni je y* = 5 a
x* = 2.5 (to zjistime vyfeSenim linedrniho programu po dosazeni y* do puvodni ulohy). O
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Cviceni
6.1. Bendersovou dekompozici vyfeste tilohu
max —2.%'1 - 2.%'2 - 3y1 - 4y2;
xr1 — 22 — 3y1 + 1y2
—x1 + 3x2 — 2y1 — 2y2 <
y1 < 2,

>0 ylayZGZ

6.2 Lagrangeova relaxace a dekompozice

Lagrangeova relaxace

Snaha Lagrangeova relaxace (z roku 1963) je ziskat lepsi relaxaci a tim i horni odhad na optimalni hodnotu
nez obyc¢ejnou celo¢iselnou relaxaci.
Uvazujme celo¢iselny program ve tvaru

max ¢’z zapodm. Az <b, Dz <d, x>0, z €Z", (P)
kde A € R™*" D e R*" b e R™, d € RY. Pripomenme, 7e standardni celo¢iselna relaxace ma tvar
max ¢!z za podm. Az <b, Dz <d, x>0, z€R" (CR)

Pro ucely Lagrangeovy relaxace predpokladejme, ze podminky Ax < b jsou ,nehezké“ a ty ostatni
jsou ,hezké* v tom smyslu, Ze na mnoziné

Q={xeZ"; Dx <d, x>0}

se snadno optimalizuje (napiiklad, Ze matice D je totalné unimodularni). Rozdéleni podminek pak ¢asto
vychazi z podstaty daného problému.
Definujme tulohu Lagrangeovsky relaxujici podminku Ax < b jako

max ¢’z +ul'(b— Az) zapodm. z € Q. (Py,)
Tvrzeni 6.4. Plati|(P)| < pro kazdé u > 0.

Diikaz. Bud z ptipustné feSeni ulohy |(P)|a bud u > 0. Pak x je pfipustnym feSenim tlohy a navic
cl'e <cle+ul(b— Ax). O

Tedy tloha |[(P, )| je relaxaci ulohy |(P)l Podobné relaxujeme i tlohy v jiném tvaru, napf. pro rovnice
neni nutna nezapornost u.

Protoze relaxuje |(P)| pro vSechna u > 0, je pfirozené vzit to nejlepsi mozné u > 0, coz nas vede
na Lagrangeovu relazaci

min za podm. u > 0. (LR)

Je to vlastné Lagrangeova duélni tloha z teorie nelinedrni optimalizace.
Jaka je sila Lagrangeovy relaxace? Vzdy je aspon tak dobra jako celociselné relaxace:

Véta 6.5. Plati[(LR) = max{c’z; Az < b, x € conv(Q)}.

Diikaz. Bez ujmy na obecnost (srov. poznamku [[L24) necht @ je omezeny a sklada se z bodu 1, ..., z,.
Pak Lagrangeova relaxace (P, )| ma tvar

mln - m>151 Jaax oy +ul (b — Axy)

=min z zapodm. z>clz;+ul(b— Azx;) Vi, u>0, z €R.
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Toto je pripustna tloha linedrniho programovani, tudiz ji muZzeme nahradit dualni alohou
max Y.L (cTz)yi d 4 (b—Ax)y; >0, eTy=1, y>
I (c"x)y; zapodm. Y1 ( zi)y; >0, ey =1, y > 0.

Vyraz > ! | y;z; vyjadfuje konvexni kombinaci bodi z Q. Takze substituci z = Y 7, y;2; dostaneme
tlohu
max ¢z za podm. Az <b, z € conv(Q). O

Dusledek 6.6. Plati

(P) <|(LR)<|(CR),

V fetizku nerovnosti mohou nastat vSechny mozné kombinace kdy se néjakd nerovnost nabyde jako
rovnost ¢i jako ostra nerovnost. Ukazeme postacujici podminky pro tyto situace.

Disledek 6.7. Je-li conv(Q) = {z € R"; Dx < d, = > 0}, pak|(LR)=|(CR)

Lagrangeova relaxace je tudiz stejné jako klasicka celociselna relaxace pokud je polyedr {z € R™; Dx <
d, x > 0} celociselny. To nastane naptiklad, pokud matice D je totalné unimodularni. Tudiz aby Lagran-
geova relaxace byla silnéjsi nez celoCiselné relaxace, nesmi se na mnoziné () optimalizovat az prili§ snadno.

Naopak, nasledujici postacujici podminka nam zarucuje |(LR) = .

Tvrzeni 6.8. Bud u > 0, bud x* optimdini Tesent takové, Ze Ax* < b a navic (Az*); = b; pro
vSechna i : u; > 0. Pak x* je optimdlnim tTeSenim

Diikaz. Podle predpokladu je x* pfipustné feSeni tulohy |(P)l Podle tvrzeni je[P) < cl'z* +uT' (b —
Az*) = cT'z*. Tudiz 2* je optimalnim fesenim [(P)] O
Subgradientni algoritmus

Jak Tesit ulohu [(LR)}? UkaZzeme si efektivnéjsi metodu neZ prostou enumeraci z dikazu véty
7, diukazu véty muzeme ulohu [(LR)| vyjadiit jako min,>o f(u), kde

f(u) = max (b— Az)Tu + Ly, (6.3)
1= 7"'7q
axy,..., Ty jsou prvky mnoziny Q. Tato funkce je konvexni a po ¢astech linedrni. Tudiz nemtzeme pouzit

metody konvexni (hladké) optimalizace a musime na to jit jinak. Konkrétng, vyuZzijeme subgradienti.

Definice 6.9. Subgradientem konvexni funkce f: R™ — R v bodé u* je libovolny vektor d € R™ takovy,
ze f(u) > f(u*) + d' (u — u*) pro viechna u € R™.

Geometricky, f(u) musi lezet nad nadrovinou f(u*)+d” (u—u*), ktera se f dotyka v bodé u*. Ziejmé,
je-li f diferencovatelna, tak subgradientem je (a musi byt) gradient d = V f(u*) = (aa—fl(u*), ce aann(u*))T.
Subgradient nasi funkce (63]) spocitame podle nasledujiciho pozorovani.

Tvrzeni 6.10. Bud x,+ optimdlni fesent|(P,)| s u == u*, to jest
f*) = (b — Azy ) u* + T xye.

Pak funkce f(u) md v bodé u* subgradient d :=b — Axyx~.

Diikaz. Bud u > 0. Mame ukazat f(u) > f(u*) + d’ (u — u*), neboli

max (b—Az)Tu+cTa; > (b— Az )Tu* + T oy + (b— Az )T (u — ).
1= 7"'7q

To se zjednoduSenim pravé strany upravi na

max (b—Az)Tu+ Tz > (b— Az )Tu+ T xye,
1= 7"'7q

coz zjevné plati. O
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Zakladni myslenka subgradientniho algoritmu, podobné jako u gradientnich metod, je iterativné se
posouvat v mnoziné pripustnych reSeni ve sméru klesani —d.

1

Algoritmus 6.11 (Subgradientni algoritmus). Zvol poc¢atecni u' a nastav k = 1. V k-té iteraci prove-

deme:
1: Res tlohu s u = u¥, a necht ma optimum Tk
2: uF 1l = max(u* — ap(b — Az,r),0),
3 k=k+1.
Druhy krok zarucuje w1 > 0.
Parametr aj > 0 urcuje délku kroku ve sméru klesajictho subgradientu. Mozné volby:

e Volime «y, tak, aby ap —p o0 0 & Zf;zl Q. —rp_00 0. Toto zarucuje konvergenci. Typickou volbou
je ax = 1/k, prakticky je to ale pomalé.

e Hodnota a; je po dobu p iteraci konstantni, a pak se po kazdych p iteracich pronasobi parametrem
p € (0,1). Konvergence je zarucena pro a; a p dostateéné velkeé.

e Dalsi volby viz [Wolsey [1998].

Ukonc¢ovaci podminkou muze byt napt. d = 0, pfekroceni limitu poctu iteraci, nebo pro celociselna
data podminka f(u*) —z < 1, kde z je tcelova hodnota nejlepsiho dosud nalezeného piipustného feseni
(tedy je to optimum). Poznamenejme, Ze algoritmus muzeme kdykoliv ukonéit a podle véty dava|(P,)]
horni odhad na optimélni hodnotu; tedy v principu neni nutné resit do optima za kazdou cenu.

Lagrangeova dekompozice

Lagrangeova dekompozice ve své podstaté je specidlnim piipadem Lagrangeovy relaxace, kdy relaxaci
ur¢ité podminky se uloha rozpadne na dvé (ne zcela nezavislé) podilohy. Piepisme |(P)|do tvaru

max ¢l z zapodm. Az <b, Dy<d, z =y, x,y € AR
Lagrangeovou relaxaci podminky =z = y dostaneme

m]'kn max{(c —u)Tz+uly; Az <b, Dy<d, =,y € VAR
ueR”

= min (max{vTx; Az <b, x € Z1} + max{w’y; Dy < d, y € Z'} ). (LR’)
vV, Ww:c=v+w

Takto dostaneme jesté€ lepsi horni mez nez piimou Lagrangeovou relaxaci.

Tvrzeni 6.12. Plati[(LR’)]= max{c'z; z € conv{z € Z"; Az < b} Nconv{z € Z7; Dz < d}}.

Lagrangeova relaxace pro specialni alohy

Lagrangeova relaxace je vyhodna pro fadu specialnich tloh. V Sekci [[0.3] ukdZeme pouziti pro problém
obchodniho cestujiciho a v Sekci [I1.5] pro tlohu UFLP.

Cviceni
6.2. Diskutujte obracenou implikaci v Dusledku [6.7 To jest, pokud|(LR) =|(CR), plati conv(Q) = {z €
R™, Dx <d, x > 0}7

6.3. Aplikujte subgradientni algoritmus pro Lagrangeovu relaxaci na nésledujici celo¢iselny program:

max 16z1 + 10xo + 4y
za podm. 8xy + 2x9 + x3 + 44 < 10,
T+ X2 <1,
x3 + w4 <1,

T1,%2,T3,T4 € {07 1}
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6.4. S vyuzitim Lagrangeovy relaxace TeSte nasledujici celo¢iselny program:

max 921 + 429 + 1523
za podm. 3z1 + 2x9 + 4wz <5,
x1,xe,x3 € {0,1}.

Urcete optimalni hodnotu relaxace (P,) pro v8echny moZné hodnoty u > 0 a najdéte nejlepsi
mozny horni odhad na optimélni hodnotu programu, ktery z téchto relaxaci miizeme ziskat (tj.
optimum pro Lagrangeovu relaxaci).
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Kapitola 7

Column generation

Tato technika byla vyvinuta pro celociselné a spojité linedrni programy s velkym poc¢tem proménnych
[Cochran et all, 2011; Wolsey, 1998] Uvazujme nejprve linearni program

min ¢’z za podm. Az =0b, = >0, (7.1)

kde pocet proménnych n je velké. Bud I C {1,...,n}. Z matice A vybereme sloupce indexované mnozi-
nou I, a ozna¢ime ji Ay. Jinymi slovy, zafixujeme proménné x; = 0, ¢ ¢ I. Dostaneme mensi podtlohu

min C?I'] za podm. Ajry=b, x; > 0. (7.2)
Bud z7} optimum této podilohy. Z podminek duality snadno ziskdme i optimum y* duélni tlohy
max bly za podm. ATy < ;.

Doplnénim nul vektoru x dostaneme piipusté feseni z* ptvodni tlohy (ZII). Potom z* je optimem, pokud
y* spliuje v8echny podminky dualni dlohy k (7.1))

max b'y za podm. ATy <c.

Pokud y* nespliuje vSechny podminky, tak vyber tu nejvice porusenou a pridej jeji index do seznamu
I a preoptimalizuj podilohu. Pokud fesime podilohu (Z2]) primarni simplexovou metodou, tak tlohu
s prfidanym sloupcem snadno preoptimalizujeme rozsifenim simplexové tabulky o jeden sloupec a pivotizaci
v tomto sloupci.

Pokud v uloze (T.I)) mame navic podminky na celo¢iselnost x € Z", tak metodu miZzeme zkombinovat
s branch & bound.

Priklad 7.1. Uvazujme tlohu ve tvaru
min clTxl + cgmg za podm. Ajxy + Agxe = b, x1,29 >0, z; € X;, i € {1,2},

kde X; = {x; € Z"; Cix; < d;}, i € {1,2}. Budte vi,... ,vfm vSechna pripustna FeSeni X;. Pak pouZijeme
substituci

m; mg
ri=Y ANvh, AL =0, > A =1
k=1 k=1

Tim dostaneme linearni program s potencialné velmi mnoha proménnymi v}
Jaka je sila takové transformace? PTepisem vlastné feSime tlohu

min cfml + 02Tx2 za podm. Az + Agxe = b, x1,29 > 0, x; € conv(X;).

Tedy urcité je relaxace aspon tak silnd jako standardni celoCiselna relaxace, na druhou stranu neméme
garanci, ze feSeni bude celo¢iselné. U

U Poprvé aplikoval Gilmore & Gomory (1961), ale nazev patrné zavedl Appelgren (1969).
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Priklad 7.2 (Boland and Surendonk, 2001). Uvazujme tlohu planovani rozvozu zbozi zédkaznikiim pro
obdobi 12 nésledujicich mésict. Standardni model by byl

min g Ci,sLi sty

%,8,t

kde ¢; s je cena za prepravu zbozi zdkaznikovi ¢ lodi s. Proménna z; s, € {0,1} fika, jestli lod s v ase ¢
obslouzi zakaznika i. Podminky jsou:

E ZsList > di,t7 VZ,t,
S

kde zs je kapacita lodé s, a d; ; je pozadavek zakaznika 7 v mésici ¢. Dale,

es < in,s,t < Us, vs7
it

kde /5 a us je minimélni a maximalni po¢et pouZiti lodé s za celou dobu rozvrhu. Lod s muZe byt vyuzita
maximélné jednou béhem sekvence mg mésicli, coz vede na podminky

Z(l“z‘,s,t +Tigtp1 o F Tigtrm—1) <1, Vi, s.

i

Konkrétni problém s 16 zakazniky a 30 lodémi nebyl v Cplexu viibec dofesen do optima a nejlepsi nalezené
feSeni bylo 16% od optima. Celo¢iselné relaxace je totiz velmi slaba.

Zkusme problém preformulovat. Zavedeme proménné y; 1., € {0, 1}, které fikaji zda pozadavek zakaz-
nika i v mésici ¢t bude uspokojen kombinaci lodi k. Uloha ma nyni tvar

ikt \s€k

za podminek

ls < Z Yi kot <wus, Vs,

1, k3s,t

Z (Wit + Yikts1 + - oo+ Yikprme—1) <1, Vi, s.
i, k>s

Pocet proménnych je nyni velmi vysoky, a proto je vhodné pouzit metodu Column generation. Vybiréni
a pridavani sloupce zde odpovida (pro daného zékaznika i a mésic t) nalezeni kombinace lodi k, ktera
nejvice zlepsi tcelovou hodnotu. Pro vySe zminény konkrétni problém byla tloha vyfeSena za 2 minuty
s tim, Ze bylo vygenerovano 1700 sloupcu (tj., kombinaci lodi). Navic FeSeni bylo rovnou celo¢iselné. [

Cviceni
7.1. Aplikujte metodu column generation pro feseni fezného problému:

e firma Karlovy trubky, s.r.o, (viz cvi¢eni [[.26]) skladuje kovové trubky délky 218 em,

e zédkaznik zadal objednavku na 44 ks trubek délky 81 em, 3 ks trubek délky 70 cm a 48 ks trubek
délky 68 cm.
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Kapitola 8

Problém batohu

Uvazujme problém batohu ve tvaru
max ¢’z zapodm. o'z <b, z € {0,1}", (8.1)

kde a,c € Z" a b € Z. Interpretace mize byt takova, Ze chceme maximalné naplnit pomyslny batoh
abychom nepfekrodili jeho nosnost, pficemz kazdy predmét mé svou hmotnost a uzitek.

Piedpoklad. Budeme predpokladat, ze a > 0, ¢ > 0. Tento predpoklad je bez Gjmy na obecnost.

Diikaz. ,,Predpoklad a > 0.“ Je-li a; = 0, pak zafixujeme z; := 2sgn(c;) — 1. Je-li a; < 0, pak zavedeme

substituci z; = 1 — x; € {0,1}. Koeficienty se pak zméni takto: a] := —a;, prava strana nerovnosti
b = b — a; a koeficient v ucelové funkei na ¢, := —¢;. Celkova cena se zvétsi o ¢;.
,Predpoklad ¢ > 0. Je-li ¢; < 0, pak zafixujeme z; := 0. ]

Predpoklad 2. Budeme predpokladat, Zze max;—1, ., a; < b. Tento pifedpoklad je bez tjmy na obecnost.

Diikaz. Kdyby a; > b pro ngjaké i, tak mohu zafixovat x; := 0. U

Dalsi typy. Kromé (81) lze uvazovat jesté fadu dalsich variant, napf.

max ¢’z za podm. a’z <b, x>0, z € Z",
max ¢’z zapodm. o’z =b, z € {0,1}". (8.3)

Nékteré uvedené vysledky funguji analogicky i pro tyto varianty, jiné nikoli. Na nékteré pripadné odliSnosti
upozoriujeme v textu, jiné nechdviame ¢tenéfi na rozmyslenou.

Priklad 8.1 (Investovani kapitalu). Uvazujme jednoduchy model investovani kapitélu b jednotek penéz
mezi m projekta, pri¢emz i-ty projekt vyzaduje pocatecni investici a; penéz a Cisty vynos je ¢; penéz.
Uloha najit nejvynosnéjsi portfolio pak vede pifmo na tvar (8I). O

Priklad 8.2 (Problém déleni materidlu). Predstavme si material vyrabény ve velkych kusech (role textilu,
ocelové trubky aj.) délky b, ale vyuzitkujeme pouze dily o délkach a;, i = 1,...,n. Chceme-li maximalné
vyuZit material a mit tak minimélni odpad, resfme ulohu (8.2))

max a’z za podm. a’z <b, x>0, z € Z" O

Preprocessing I.

Je-li >, a; < b, pak optimum je = 1. Je-li a; > b pro néjaké i, pak miizeme zafixovat z; := 0[]

DTento pFipad nenastane u pivodni tlohy diky Predpokladu 2, ale miize se uplatnit u podtlohy pf¥i fesenf metodou branch

& cut — sekce [B.41
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8.1 Slozitost
Véta 8.3 (Korte & Schrader, 1981). Problém batohu je NP-uplny (vSechny varianty). O

Prestoze je problém batohu je NP-tiplny, neni silné NP-uplny. To protoZe existuje pseudopolynomialni
algoritmus, ktery bézi polynomialné pfi unarnim kédovani vstupu. Jinymi slovy, je polynomialni vzhledem
k velikosti vstupu (pfi standardnim kodovani) a nejvétsimu ¢islu na vstupu (coZ v naSem piipadé mizeme
brat b). Dusledkem je, Ze pro malé b pobézi pseudopolynomiélni algoritmus rychle.

Pseudopolynomiélnich algoritmii pro problém batohu existuje povicero, ukdzeme si jeden z nich vyu-
zivajiciho principu dynamického programovéani.

Algoritmus 8.4 (Pseudopolynomialni algoritmus I.). Mé&jme pole S délky b+1, indexovano od 0, udavajici
v S|a] nejlepsi cenu Zle c;x; pro dany soucet hmotnosti o = Zle a;z;. Na po¢atku nastav S[0] := 0,
ostatni jsou —1.

Algoritmus sestavéi ze zakladniho cyklu o n iteracich. V k-té iteraci pfidavame k-tou proménnou a
prozkouméame jestli mizeme dosdhnout dalsiho sou¢tu hmotnosti a/nebo lepsi ceny. To provedeme tak, Ze
pro kazdé i = b — ay,...,1,0 takove, ze S[i] > 0, zjistime, co zpusobi pfidani dalsiho predmétu. Jestlize
S[i] + e, > S[i + ag], dosadime S[i + ax| := S[i] + ck.

Nakonec z pole S vybereme nejvétsi hodnotu, kterd udava optimalni hodnotu tlohy. Pokud si u jed-
notlivych nezapornych slozek pole S pamatujeme i index k, mizeme jednodusSe zrekonstruovat jak jsme
nejvétsi hodnotu dostali a jaké (resp. jakd vSechna) optimalni feSeni ji odpovida.

Piiklad 8.5. Adaptujete algoritmus i na ostatni varianty problému batohu ([82) a (83).
Reseni: Pro (82) bude jedinad zména v testu pfidani k-tého predmétu, ktery mohu pridavat vicekrat.

Cili novy test bude probihat proi =0,1,...,b— ag, protoze to umozni opakované piidavat jeden predmét.
Pro (83) bude naopak jedind zména v nalezeni optimélni hodnoty, kterd se nachézi v S[b]. Je-li
S[b] = —1, pak uloha neméa p¥ipustné FeSeni. O

Priklad 8.6. Pomoci Algoritmu [R.4] vyfeste tlohu
max 1 + 5o + 3x3 + x4 + 225 za podm. 3x1 + 4xs + 323 + 224 + 25 < 7, = € {0, 1}5.

Reseni: V tabulce dole je stav pole S na zacatku a v pritbshu jednotlivych iteract:

indexy pole S 0 1 2 3 4 5 6 7
poc. stav o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
pridani x; 0o -1 -1 1 -1 -1 -1 -1
pridani xo 0 -1 -1 1 5 —1 -1 6
pridani x3 0 -1 -1 3 5 —1 4 8
pridani x4 0 -1 1 3 5 4 6 8
pridani x5 0 2 1 3 5 7 6 8

Vidime, Ze optimalni hodnota je 8. Optimalni feSeni dopocitdme zpétné, nebo je moZnost v pribéhu
algoritmu pamatovat jednotliva diléf feSeni. Optimélni feseni jsou dvé, (0,1,1,0,0)T a (0,1,0,1,1)T.
Poznamenejme, Ze z vysledné tabulky vidime také optimélni hodnoty pro problémy batohu s pravou
stranou postupné 0,1,...,b. Nerovnost v zadani problému se nemusi nabyt jako rovnost pro optimélni
feSeni. To je nazorné vidét na piipadu kdy by prava strana byla b = 2. Pak optimalni hodnota neni 1,
coZ je maximalni hodnota pro fefeni splitujici nerovnost jako rovnost, ale 2 pro feseni z = (0,0,0,0,1)7,
které spliuje nerovnost ostre. U

Slozitost pseudopolynomiélniho algoritmu 8.4 je O(nb) aritmetickych operaci, coz vzhledem k Prepro-
cessingu I. je také O(n > 7" ;| a;). Podobné muzeme sestrojit pseudopolynomialni algoritmus, ktery bude
polynomialni vzhledem k n a koeficientum ve vektoru c.
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Algoritmus 8.7 (Pseudopolynomialni algoritmus II.). Uvazujme tlohu s parametrem ¢
min o’z zapodm. ¢fz>¢, =z {0,1}" (8.4)

Pokud je optimalni hodnota mensi nebo rovna b, optimalni feSeni je pfipustnym reSenim ptivodni tlohy
(BI)), majici hodnotu ucelové funkce aspon . Jinak takové piipustné feSeni neexistuje. Binadrnim pro-
hledavanim parametru ¢ € [0, K|, kde K = )" | ¢; tak v fadové log(K) iteracich najdeme optimum

(ERY)

loha ([84]) je vlastné problém batohu (sta¢i uvaZzovat substituci 2/ := e — x), lze fesit pseudopolyno-
mialnim algoritmem 4] v ¢ase O(nK). Celkem dostavame slozitost O(nK log(K)) aritmetickych operaci.

Pro problém batohu dokonce existuje tplné polynomialni aproximad¢ni schema.

Véta 8.8 (Ibarra & Kim, 1975). V polynomidlnim case vzhledem k 1/e a velikosti vstupu lze najit pripustné
x* € {0,1}" tak, Ze

clz* > (1 —¢e)max cf'z za podm. o'z <b, z € {0,1}".

Diikaz. Pro § == en~! max;—1,_, ¢; preskalujeme koeficienty ucelové funkce ¢, := |¢;/d]. Diky volbé § se
optimélni hodnota zméni pouze méalo. ProtoZe ¢, < n/e, tak pseudopolynomialni algoritmus B7] vyresi
novou ulohu v ¢ase polynomialnim vzhledem k n a 1/¢.

Zaokrouhleni v definici ¢, zpisobi, Ze transformace neni ekvivalentni a optimum se mize zménit. Na
druhou stranu, diky volbé& § se optimélni hodnota zméni pouze mélo. Je-li * optimum tlohy s tc¢elovou
funkei ¢/, a 2°P* optimum piivodni tlohy, tak

cl'z* > 6dTx* > 6T Pt = 5| T /6]2Pt > 6(c/d — e)T xoP*

> TPt — §n = TPt — ¢ max;¢; > (1 —¢)cl aoPt,
kde jsme v posledni nerovnici pouzili fakt, ze ¢! z°P* > max; ¢; diky Predpokladu 2. ]

Poznamka 8.9 (Celociselné vs. racionalni koeficienty). Problém batohu s celo¢iselnymi koeficienty (8.1I)
je NP-aplny problém, ale nikoliv silné NP-tuplny problém, protoze pro néj existuje pseudopolynomialni
algoritmus. Pokud ovSem budeme uvazovat racionalni hodnoty a,c € Q™ a b € QQ, uloha se stane silné NP-
tplnou [Wojtczak, 2018]; pFevod na celo¢iselné koeficienty prendsobenim nejmensim spoleénym nasobkem
jmenovatelt zde nefunguje, protoze by to vedlo k ¢isltim s exponenciélné velkou velikosti v unarnim zapisu.
Zajimavé takeé je, Ze pro tento problém batohu s racionalnimi koeficienty stale existuje iplné polynomialni
aproximac¢ni schema.

Prestoze je problém batohu speciédlni tlohou celo¢iselného programovéni, lze kazdy rovnicovy 0-1 line-
arni program zredukovat na problém batohu, varianta (83]). Této redukci se Fikd agregace omezeni a je
popséna dole. Jednoduse feCeno, rovnice dame dohromady z pohledu g-arni ¢iselné soustavy, kde ¢ je dost
velké.

Véta 8.10 (Glover & Woolsey, 1972). Bud A € Z™*", b € Z™ a definujme q = 1 + 2n max;;{|ai;|, |bs|}.
Pak soustava

Az =0, z€{0,1}" (8.5)
je ekvivalentni s
Z <Z qilaij) xTj= Zqiflbi, x € {0,1}". (8.6)
j=1 \i=1 i=1

Diikaz. ,=“ Jasné, nebot rovnice (8.0]) je jen linearni kombinaci rovnic z (8.5]).
,<=“Bud k € {1,...,m}. Vezméme obé strany rovnice (86) modulo ¢*. Bude to

n k k
Z (Z qilaij> Ty = Zqiflbi, (8.7)
=1

j=1 \i=1
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nebot pro pravou stranu plati

k
Z g b

=1

k k
. LA 1 1
<D a7l <5 d T e - =5 - 1) < 5
=1 i=1

a podobné

n k - n 1 k ' 1
Z (Zqz 1aj> Ti| = qu_l Zaijxj < §qu_1(q— 1) < 5(]’“.

i=1 j=1 i=1

Protoze obé& strany rovnice (86) mohou byt zaporné, byl nutny odhad obou stran rovnice (87), aby

v absolutni hodnoté& byly mensi nez %qk.

Podobné pokud vezmeme obé& strany rovnice (8.6) modulo ¢*~!, dostaneme
n k—1 k-1
j=1 \i=1 i=1

Odectenim od rovnice (87) pak ziskame ¢*-nasobek k-té rovnice ze soustavy (83). Postupnou volbou
ke {1,...,m} tak vygenerujeme vSechny rovnice z (8I). O

Disledek 8.11 (Papadimitriou, 1981). Bud A € Z™*", b € Z™. Pfi pevném m je tiloha
max ¢’z za podm. Az =b, z€{0,1}"

resitelnd v pseudopolynomidlnim case.

8.2 Relaxace

Relaxace pro (8.1))
Relaxace (8] vede na linearni program

max ¢’z zapodm. a’x <b, 0<uz <1,

B mizeme vyjadFit explicitné. Predpokladejme, Ze proménné jsou set¥idéné tak, ze < >

jehoz teseni x
al

. > g—z Pak 2% je ve tvaru

-1
b—>1"1 a;
R =1" R R
71:1,.%' :ail7x7‘+1:"':xn:0
T

pro urcité r € {1,...,n}. Optimalni hodnota je pak

r—1
T R Z _Zzlal
¢ +

cat= Cr.
i=1
Optiméalni feSeni nam rovnéz nabizi heuristické pifpustné feseni 2 ve tvaru
x{{:...:xf_lzl,xi{: —m =0

a tcelovou hodnotou ¢’z = Z:;ll ¢;. Optimélni hodnotu tedy mtzeme tésné zapouzdrit do intervalu
T .H .T.,.R]_ r—1 b— ZZ ai
[cx,cx]—[zizlci,zzll—l— L—c,| .
c1 Cn

Poznamka 8.12. Setiidéni posloupnosti ats - o> vyzaduje Cas O(nlogn). Relaxované optimum mi-
Zeme najit dokonce v linedrnim case bez tfidéni. Vyuzijeme toho, Ze median posloupnosti lze najit
v O(n). Pokryjeme-li kapacitu b pomoci prvni pilky, zaméfime se rekursivné na ni, jinak proménné
prvn{ pilky nastavime na 1 a rekursivné se zaméfime na druhou putlku. Tak potfebujeme pouze cas

O(n)+0(n/2)+0(n/4)+...= O(n).
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Relaxace pro (8.2)

Podobné miizeme postupovat pro variantu (8.2]) problému batohu. Relaxovana tloha mé optimalni feSeni
zf = (%,O, ...,0)T s optimélni hodnotou %cl. Heuristické piipustné fedeni jest zff = (L%J,O, ) Kl
b

s ucelovou hodnotou LEJCL Pro tuto variantu umime dokézat i presnost aproximace.

Tvrzeni 8.13. Heuristické Feieni nend vic jak dvakrdt horsi nez optimum, tj. ¢LzH > %CTCC*.

Diikaz. Ukazeme vic, dokonce ¢!zt > %CT@“R. 7 Preprocessingu I. vime, 7ze a1 < b, tedy LGLJ >1> {ai}

Nyni ' '
N U Y .
cralt e ElH{a) T 2da) 2

ai

Priklad 8.14. Pro variantu (8J]) takovato relativni chyba neplati. Uvazujme napiiklad dlohu s a =
(1,100)7, b = 100, ¢ = (2,100)T. Pak heuristické feseni je 2 = (1,0)7 s hodnotou tucelové funkce
c'zM = 2, ale optimalni feseni je 2* = (0,1)7 s optimalni hodnotou ¢’ z* = 100. O

Odhad absolutni chyby:
Tvrzeni 8.15. Pro obé varianty (1) a [82) je cl'z* — cTall < claft — cT2H < max;—i . n Ci-

Diikaz. Pro &) je c'z® — Tzt < ¢, < max; ¢;. Pro 82) je claff — T2 < ¢ < max; ¢;. O

8.3 Sec¢né nadroviny

Budeme uvazovat se¢né nadroviny tzv. typu ,,cover inequalities. Bud C C {1,...,n} tak, ze ) ;.- a; > b.
Pak nemohou byt vSechny proménné z C' nastaveny na jednicku, a proto lze pifidat podminku

» @i <|C]-1. (8.8)
1eC
Mnozina C' se nazyva cover, a speciilné je to minimalni cover, pokud zadné vlastni podmnozina uz cover

netvori.
Podminku (88) lze jednoduse zesilit na tvar

Y o <|Cl-1,
ieJ
kde J = CU{j; aj > a; Vi € C}.

Jiny zptsob jak zesilit podminku je tzv. lifting. Cilem je dostat podminku tvaru

Zai$z+zﬂ?i <|C] -1,

igC ieC
kde «a; € N. Pro jednoduchost predpokladejme, ze C = {s + 1,...,n}. Hodnoty aq, ..., as; budeme poéitat
postupné, V iteraci t jiz zname a, ..., a;—1 chceme urcit co nejvétsi ay € N aby platilo
t—1
Ty +Za,~x,~ +in <|C) -1
i=1 ieC

pro vSechna pripustna x, coz vede na tlohu

t—1 t—1
ap = |C| — 1 — max { Zaixi + in; Zaixi + Zaixi <b-—ay €0, 1}n—s+t—1}.
i=1 icC i=1 ieC
Pokud tuto tlohu vyfesime piesné, je vyslednd sefné nadrovina sténova [Wolsey, [1998|, nicméné i dolni
odhad na a; muze dét silny fez.
Zbyvé otéazka jak volit cover C. To vyplyne ¢asto samo. Je-li * neceloCiselné optimalni FeSeni relaxace,
pak muzeme volit C = {i; =} > 0}.
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Priklad 8.16. Uvazme piiklad a bud x* optimum relaxace. Najdéte piislusny minimélni cover a
pomoci liftingu zesilte fez. Pridejte Fez do podminek a najdéte prislusné relaxované optimélni feSeni.
Reseni: Setiidénim proménnych sestupné podle ¢;/a; dostaneme tlohu

max 2x1 + bz + 3x3 + x4 + x5 za podm. x1 + 4xe + 3x3 + 224 + 325 < 7, x € {0, 1}5.

Linearni relaxace méa optimalni feseni xf* = (1,1, %, 0,0)” a piislugny cover je C = {1,2,3}. Snadno se
nahlédne, Ze je minimalni.

Lifting ay: Spocitame tlohu
max x1 + xo + x3 za podm. x1 +4wg + 323 <7 —ay(=5), = € {0, 1}5.

Optimalni hodnota je 2, tudiz ay = |C| —1 -2 =0.
Lifting a: Spocitame tlohu

max 1 + o + o3 za podm. x1 4 4xs + 323 <7 —as(=4), x € {0,1}°.

Optimalni hodnota je 2, tudiz a5 = |C| —1—2 = 0.
TudiZ nejsilngjsi cover nerovnost je x1 + x2 + x3 < 2. Po pridani k relaxované tiloze dostaneme line4rni
program

max 2xi + 5xo + 3x3 + x4 + x5
za podm. x1 +4xe +3x3 + 224+ 305 <7, x1+ 20+ 23 <2, x € [0, 1]5,

jehoZ optimalni feseni (0,1,1,0,0)” je jiz celo¢iselné. O

8.4 Branch & cut

Metoda branch & bound ma pro problém batohu jednodussi podobu. S kazdym rozvétvenim klesne dimenze
podproblému o 1 (tak jako pro kazdy 0-1 celociselny program) a navic z predchoziho vime, Ze relaxovanou
tlohu v kazdém uzlu umime hned vyftesit. Zde se vyznamné uplatni{ Preprocessing I.

Nicméné, jak jsme vidéli v prikladu 5] i pro snadnou tlohu musi nékdy metoda branch & bound
provést exponencialni pocet krokt. Pfidanim se¢nych nadrovin sice ztratime explicitni vyjadieni FeSeni
relaxovanych podiloh, zesilime tim ale tyto relaxace a vypocetni ¢as vétSinou zlepsime.

Podle |Schrijver [1998] experimenty provadéné Balasem a Zemelem s ndhodnym vstupem a 10* pro-
ménnymi trvaly uz roce 1980 pouze ca jednu sekundu. Pouzitd metoda kombinovala branch & bound,
setné nadroviny a dynamické programovani.

Priklad 8.17. Vyreste priklad pomoci zakladni metody branch & bound.
Reseni: Postup metody je znazornény v nasledujicim stromu:

2% =(1,1,%,0,007, T2 =9

70 =(1,1,0,0,0)7, T3 =7

SC33:1

zt=(1,2,1,0,007, Tzl =8.75
7' =(1,0,1,0,0)7, T3l =5
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V kofeni spoéitame Feeni relaxované tlohy z° = (1,1, %,O,O)T a prislusnou horni mez na optimélni

hodnotu ¢’2% = 9. Odpovidajici heuristické p¥ipustné Feseni je #° = (1, 1,O,O,O)T a ucelova hodnota
c'z% = 7. V levé vétvi zafixujeme 23 := 1. Optimum relaxované tlohy je z! = (1, %, 1,0,0)” s hodnotou
'zl = 8.75. Prislugné heuristické feSeni je &' = (1,0, 1,0,O)T, ale n¢elova hodnota ¢’ ! = 5 je mala,
takZe jej nemusime ukladat. Dal3i leva vétev méa optimum relaxace rovnou celoéiselné 22 = (0,1,1,0,0)7.
Ucelova hodnota je ¢Ta? = 8, coz vylepsuje dosavadni nejlepsi piipustné feSeni. Zaroveii to dava lepsi
dolni odhad na optimalni hodnotu. TudiZz backtrackujeme zpé&t: otcovsky uzel mizeme vynechat, protoze
horni mez ¢’'z! = 8.75 nic lepsiho neslibuje. Dojedeme az ke kofeni a vydame se pravou vétvi s omezenim
x3 = 0. Optimum relaxované tlohy je 22 = (1,1,0,1,0)” s hodnotou ¢’ z3 = 8. Tudiz 8 musi byt optimélni
hodnota a 22 a 23 dvé optimalni fedeni. O

8.5 Preprocessing II.

Bud r hodnota ze sekce vénované relaxaci a predpoklddejme i setiidénost proménnych. Tim padem se
bude ¢ekat, Ze optimélni FeSeni pro prvni proménné budou spis jednicky, a pro ty na konci spis nuly. Proto
postupné pro kazdé i = 1,...,r zafixujeme x; = 0, a pokud horni mez optimalni hodnoty tlohy s touto
fixaci (spoc¢itand napf. relaxaci) bude mensi nebo rovna dolni mezi optimélni hodnoty ptivodni ulohy
(spoCitané napf. heuristikou), pak miZzeme natrvalo pfifadit x; = 1. Podobné, pro kazdé i =r +1,...,n
zafixujeme x; = 1, a pokud horni mez optimalni hodnoty tlohy s touto fixaci bude mensi nebo rovna dolni
mezi optimélni hodnoty ptvodni dlohy , pak natrvalo pfifadime x; = 0.

Abychom nemuseli pocitat v kazdém kroku znovu relaxované optimum (pfestoZe to nestoji moc préce),

Cr

miizeme optimalni hodnotu relaxace po zafixovani z; = 0, i < 7, shora odhadnout pomoci ¢’ 2% —¢; + = ay,
T

coz zabere konstantni ¢as. Podobné po zafixovani x; = 1, i > r, pouzijeme horni odhad ¢’z + ¢; — - ay.
T

8.6 Aplikace: se¢né nadroviny pro 0-1 programovani
Uvazujme 0-1 program
max ¢!z zapodm. Az <d, z € {0,1}",

kde A € Z™*"™, c € Z™ a d € Z™. Je-li matice A velka a Fidka, pak jednotlivé nerovnice se chovaji témér
jako samostatné problémy batohu. Je-li z* neceloCiselné optimum relaxace, tak muzeme Fezné nadroviny

vytvafet pomoci cover nerovnic pro jednotlivé nerovnice soustavy. Tento postup se pry osveédcil [Schrijver,
199g].

Uvazujme jen jednu z nerovnic ve tvaru a’x < b a chceme najit cover C C {1,...,n} tak, aby
dai>b, Y ar>|C|-1,
icC icC

nebo spise
daizb+1, > ar>|Cl. (8.9)
ieC i€C
Prvni podminka vychazi z definice coveru a druhé slouzi k odfiznuti bodu z* sefnou nadrovinou (8.8]).
Nyni nefunguje postup ze sekce B3] na vytvoreni C, protoze cover definovany jako C' = {i; 7 > 0} by

nemusel spliiovat podminku ) ;.- a; > b, a musime na to tudiz jinak. Zavedeme-li z € {0, 1}" indikatorové
proménné mnoziny C, tak hledame FeSeni

n n n
ZCLMZIH-L Zw’{z@-zZzi,
i=1 i=1 i=1
coz vede na problém batohu

n n
min Z(l —x})z; za podm. Zaizi >b+1, z€{0,1}". (8.10)
i=1 i=1
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Tvrzeni 8.18. Bud z* optimdlni FeSeni a o™ optimdlni hodnota (810).

(1) Je-li o* > 0, tak x* splituje kazdou cover nerovnici typu (839) pro a’z < b.

(2) Je-li o <0, tak C = {i; z{ = 1} je cover pro nejvice porusenou cover nerovnost y ;- x; < |C|—1

(je poruSena o 1 — o*).

Prestoze takovéto generovani se¢nych nadrovin vyzaduje fesit problémy batohu jako podilohy, je takto
straveny cas vyrazné mensi v porovnéni s puvodni tlohou. Navic misto pfesného FeSeni lze aplikovat
heuristiky (ale na tkor sily fezu) nebo e-aproximaci dle véty B8

Cviceni

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

Uvazujme varianty problému batohu

max ¢z za podm. o’z <b, x € {0,1}", (Py)
max ¢z za podm. o’z <b, x>0, = € Z", (P2)
max ¢z za podm. Az <b, z € {0,1}", (Ps)
max ¢z za podm. o’z =0b, = € {0,1}", (Py)

kde ¢, A,a,b > 0.

(a) Ukazte, ze pfedpoklad a,b,c > 0 neni v (P») na ajmu obecnosti. Jak je to u (P3) a (Py)?
(b) Rozhodnéte, které z variant (P;)—(Py) je pfevoditelnd na n&jakou jinou, popft. které jsou na
sebe navzajem pirevoditelné.

(¢) Pro (Ps;) navrhnéte heuristiku a horni odhad jeji relativni chyby.

(d) Prostudujte metodu Branch & Bound pro problémy (Ps3) a (Py).

(e) Prostudujte preprocessing pro problémy (P)—(Py).
Pro problém batohu (81 s predpoklady a > 0 a max;{a;} < b ukazte, Ze podminka z; > 0 je
sténova.
Aplikujte Lagrangeovu relaxaci (a porovnejte ji s klasickou celo¢iselnou relaxaci) na problém batohu
E1).

Najdéte minimalni covery a pfislusné se¢né nadroviny pro mnozinu

{z €{0,1}7 : 1121 + 623 + 63 + Sxy + Sx5 + 426 + 27 < 19}.

Reste problém batohu pomoci metody branch & bound:

max 1721 + 1029 4+ 2523 + 1724
za podm. bz1 + 3zo + 8xz+ Tzy < 12,
r1, 22,73, 74 € {0,1}.

Pizzerie U misného Karla nabizi n druhii pizzy, pfi¢emz pizza i se pece t; minut. Karel ma 2 pece.
Porad'te Karlovi jak v co nejkratsim c¢ase upéci vSechny druhy pizzy. To jest, zformulujte to jako
optimaliza¢ni tdlohu.

Maly Karlik ma karticky s prirozenymi ¢isly a chce je rozdélit an dvé hromadky tak, aby soucty
v obou hromédkéch byly stejné. Kolik maximalné se musi odebrat karti¢ek, aby to zaru¢ené nebylo
mozné?
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Kapitola 9

Set covering

Pokryvaci tloha set covering méa tvar
min ¢’z za podm. Az >e, z € {0,1}", (9.1)
kde A € {0,1}"*™ a c € N

Priklad 9.1. Zformulujte pomoci (@) dlohu vrcholového pokryti grafu a ilohu maximalniho parovani
v grafu. ProtoZe tloha vrcholového pokryti grafu je NP-tézka, je NP-tézky i problém set covering.

Reseni (Vicholové pokryti): Bud G = (V, E), |V| = n, graf a chceme najit nejmensi mnozinu vrcholit
tak, aby z kazdé hrany obsahovala aspon jeden konec. Problém vede na formulaci

min e’z za podm. ATz >e, =z e {0,1}",

kde A je matice incidence grafu G (definice [L9). Proménné jsou booleovské indikatory vrcholu, které
vybereme, a i-t4 nerovnost v omezenich pak rika, Ze hrana ¢ musi byt pokryta.

Reseni (Mazimdlni parovini): Bud G = (V,E), |E| = m, graf a chceme najit nejvétsi mnozinu
disjunktnich hran. Problém vede na formulaci

max e’z zapodm. Az <e, ze{0,1}™,

kde A je matice incidence grafu G. Proménné jsou booleovské indikatory hran, které vybereme, a i-ta
nerovnost v omezenich pak rika, Ze vrchol ¢ musi byt pokryt maximalné jednou hranou. Poznédmka: Pti
vazeném parovani nahradime u¢elovou funkei e’z za ¢’ .

Nyni zavedeme substituci y := e — = a tloha bude
m —min e’y zapodm. Ay > Ae—e, ye{0,1}™.

Piestoze to neni pfesné pozadovany tvar (@), je to velmi podobny problém. Jediny rozdil je v pravé
strané omezeni, kdy vektor Ae — e, udéavajici seznam stupnu vrcholt snizeny o 1, se obecné nesklada jen
z jednicek. Nicméné za predpokladu, Ze G neobsahuje vrcholy stupné nula nebo jedna (coz je bez tjmy na
obecnost), je vektor Ae — e nezaporny. O

Piiklad 9.2 (Emergency servis centers). Pomoci minimalniho po¢tu nouzovych st¥edisek chceme pokryt
cely kraj. Tento problém vede piimo na formulaci ([@.1)), kde z; udava jestli se j-té stfedisko otevie ¢i
nikoli a a;; udava zda j-té stiedisko dokaze obslouZit i-tou oblast. U

Poznamka 9.3 (Set partitioning). Podobné tuloha je problému set covering je napt. set partitioning
s rovnostmi namisto nerovnosti:

min ¢z zapodm. Az =e, z e {0,1}",

kde A € {0,1}"*" a ¢ € N". Jak ukazujeme dole, tato aloha lze prevést na (@.1I), takZe se budeme nadéle
vénovat pouze set coveringu.

85
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Diikaz. Uloha set partitioningu je ekvivalentni s tlohou
min ¢’z + aely zapodm. Ar—y=e, y>0, ze{0,1}", ye N,

kde o > 0 je dostatecné velké (staci brat o = e”'c41). Eliminaci y (tj., dosazenim y := Ax —e) dostaneme
tlohu

min ¢!z + el (Ax —e) za podm. Az >e, z € {0,1}",
neboli
am +min (¢! + ae? Az za podm. Az >e, x€{0,1}".

Pokud je optiméalni hodnota aspon «, znamena to, Ze puvodni tloha set partitioningu neni pripustné.
V opacném piipadé se optimélni feSen{ i hodnota rovnaji. ]

9.1 Branch & bound

Metodu branch & bound pro tlohu set coveringu prvné zkoumali Lemke, Salkin & Spielberg (1971).

Metoda branch & bound v principu funguje tak, jak jsme ji popisovali v kapitole [l ale mé& pfeci jenom
jisté specifika.

Pokud vétvime tlohu na dvé podilohy podle proménné xy, tak ob& podilohu maji mensi dimenzi diky
pridané podmince z; = 1 resp. xx = 0. V prvnim piipadé se navic snizi pocet omezeni, protoze pro a;; = 1
se stavé i-ta nerovnice redundantni. Tudiz mazeme vypustit e’ A,;, nerovnic.

Jak volit k podle kterého se vétvime? Existuje nékolik pristupt:

e k= argmin; c;, protoze tato proménna ma nejmensi vliv na tcelovou funkeci.

e k= argmax; eTA*j, protoZze ¢im vice jedni¢ek mé matice A v k-tém sloupci, tim vice nerovnosti
pak bude redundantnich v jedné vétvi prohledavactho stromu a rychleji najdeme dobré feSeni.

. Cjq . ~ , ~z o
e k= argmin; eT—j‘*j, kombinace predchozich dvou piistupii.

Typicky se volba jeSté zuzuje na tzv. preferable set P, coz jsou indexy jednicek v tom Ffadku matice
A s nejméné jednickami. ProtoZze aspon jedna z nich musi byt pokryta, je vétsi Sance, Zze vétev
stromu s z = 1 vede k optimu.

9.2 Preprocessing

Nékolik jednoduchych pravidel, které se projevi zejména béhem prochazeni vypocetniho stromu metodou
branch & bound:

e Existuje-li fadek matice A se samymi nulami, tj. A = 07, pak je tloha nepiipustna (a naopak).

e Existuje-li fadek matice A s pravé jednou jednickou na k-té pozici, tj. A = eg, pak miZeme
zafixovat xj, = 1.

e Radkova dominance: Je-li A;, > Aj, pak i-td nerovnost je redundantni a lze vypustit.

e Sloupcova dominance: Pokud pro néjakou indexovou mnozinu J C {1,...,n}\{k} plati >, ; As; >
A a ZjeJ ¢; < ¢, pak lze zafixovat xy == 0.

9.3 Hladovy algoritmus

Algoritmus 9.4 (Hladovy algoritmus pro set covering problem).
1: Poloz M == {1,...,m}, 2% =0a S; = {i; a;; = 1}.
2: Dokud M # () délej:
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Yy
dn .
f(z) = max;{qizi}
dn—1 }
plocha
- dnn
plocha
Qn—l(zn—l — zn)
q1
Zn, . . . . Zn—1 . . . 21 2
Obrazek 9.1: Ilustrace k dikazu Lemmatu
. Cj
° = ar mm
j & g @l H_q |M N S |
[ ] ﬂjj{ = 5
o M =M\ Sj

Mnozina M udéava indexy jesSté nepokrytych nerovnosti, volba j* odpovida heuristice ze sekce

Lemma 9.5. Budte 0 < q1 < ... < g, redlnd a z1 > ... > z, prirozend. Pak plati

ZQZ zZi — ZZ+1 + gnzn < HllaX {QZZZ}H(Zl) (92)

kde H(k) =1+1/241/3+... + 1/k.

Diikaz. Leva strana nerovnosti (9.2)) representuje soucet obsahti obdélnikii (0, z,,) X (0,¢n), (2n, 2n—1) X

(0,qn—-1), ---, (22,21) x (0,q1), viz obrazek Graf funkce f(r) = max;{q;z;}z~! lezi nad témito obdél-
niky, coz se snadno ovéii dosazenim hodnot z,,...,z1: Pro x = 23 obdélnik zasahuje vysoko ¢, zatimco

f(zk) = maXi{Qizi}Zk_l > qkzkzk_l = qk.
Soucet obsaht obdélnikt shora odhadneme plochou pod grafem f(x), pfesnéji feSeno plochu pod

grafem pouze odhadneme sou¢tem funkéniho hodnot v bodech 1,..., 2z (protoZe zy,...,21 € Z, a tudiz
dostaneme jemnéjsi déleni). To da pifmo pravou stranu nerovnosti (9.2)). O

Véta 9.6. Bud z* optimdini feseni (31). Pak ¢’z < H(d)c'x*, kde d = max;—1,..n |9
Diikaz. Uvazujme relaxovanou ulohu k (@) ve tvaru linedrniho programu

min ¢z za podm. Az >e, x>0. (9.3)
Dualni problém je

max elu zapodm. ATu<e¢, u>0. (9.4)
Namisto pozadovaného odhadu ve skute¢nosti dokdzeme vice, a to

Lot — H(d) - elu < H(d) - et < H(d) - ',
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kde 2% je optimalni feSeni relaxace (I3) a u je jisté piipustné feseni dualniho problému (0.4).
Oznacme jako T pocet iteraci hladového algoritmu a pro iteraci t necht M; znaci aktualni mnozinu M
indext nepokrytych nerovnic. Déle ozna¢me
G

. Cj
Q= ————=— = min ————.
UM N S| i ati=o [ My 0 S

Nyni definujme piipustné feseni duélniho problému ([@4]) jako

w; = Hq(td) pro i € My \ My4q.
Takto definované u je dualné piipustné, nebot pro kazdé j € {1,...,n} je
m T T
(ATu)y =3 waig = 3 Hq(td) 2 wi=D H?d) 2 e )
i=1 t=1 1€Mi\ M1 t=1 i€ My 1€EMiq1

T
1
i) ;QtﬂMt NSj| — M1 0.S5)).

Podle Lemmatu s volbou ¢ a z = |M; N S;| mizeme tuto hodnotu shora odhadnout

(ATu); < ) t:HllfffT{Qt\Mt NS;l} - H(|M1 0 Sj|)
1 Ci
< — —2——|Myn S| ¢ - H(d) = ¢;.
< @) %\ M S} H@O =

Nakonec porovname hodnoty dualni ucelové funkce a hladového feseni:

T
1 1 1
fu= > G| M| = M) = 7 Y g = e, 0

Hladovy algoritmus tedy dava FeSeni, ktera nejsou vic nez H(d)-krat horsi nez optimum. Navic, po-
mérovou chybu miZzeme odhadnout H(d) < H(m) ~ log(m). Celkem se véfi, Ze neexistuje fadové lepsi
polynomialni aproximacni algoritmus, protoZe by to pak znamenalo silné dusledky pro tiidu NP [Feige,
1998].

Cviceni

9.1. Pomoci branch & bound metody vyfeste tilohu set partitioningu a daty

101001
- T’ (01 00 11
C—(37271717372) ) A= 000110
1101 01
9.2. Pomoci branch & bound metody vyFeste tlohu set coveringu a daty
101001
01 1011
J— T =
c=(444836), A=, 1 | 1 ¢
1101 01

9.3. Najdéte piiklad, kdy se nabyde (co nejt&snéji) mez z véty [0.61



Kapitola 10

Problém obchodniho cestujiciho

V problému obchodniho cestujiciho (TSP, traveling salesman problem) chceme najit nejkratsi cestu pro-
chazejici n mésty tak, abychom kazdé mésto navstivili pravé jednou. Tomuto popularnimu problému se
vénuje fada praci jako |Applegate et al. [2006]; (Cook [2012].

Matematickd formulace ulohy: Dan tplny orientovany graf s vrcholy V' = {1,...,n} a matice ohodno-
ceni C' € R™ "™, kde ¢; = oo Vi. Pak feSime optimaliza¢ni tlohu

min Z CijTij za podm. Z Tik = Z =1V eV, (10.1a)
ijri i itk jij#i

Tij € {O, 1} Vi 7é 7 (10.1b)

x predstavuje hamiltonovskou kruznici. (10.1c)

Rozeznavame razné typy TSP. Symetrické TSP ma matici C symetrickou a tloha se zjednodusSuje na

min Zceaze za podm. Z ze=2VkeV, z.€{0,1} Ve € E, (I0.Id).

ecE e:kee

Pokud navic plati trojuhelnikova nerovnost ¢;; < ¢ +cg; pro viechna i, j,k, i # j, tak se jedna o metrické
TSP. A nejspecialngjsim typem je eukleidovské TSP, pro néz existuje vnoreni do roviny tak, Ze vrcholy
odpovidaji bodim a ¢;; eukleidovskym vzdalenostem mezi nimi.

Tvrzeni 10.1. V eukleidovském TSP existuje optimdini cesta a nakresleni v rovin€ s nekriZicimi se hra-
nams.

Diikaz. Uvazujme dvojici kifzicich se hran, vyznacenych ¢erné na obrazku:

Tvrdime, Ze tyto dvé hrany lze nahradit dvéma vodorovnymi, vyznafenymi modie (P¥ipadné dvéma
svislymi, podle toho, kterda z téchto dvou variant vede na hamiltonovskou kruznici. Ta druhé varianta
vede na dvé podkruznice.) Z trojihelnikové nerovnosti mame e < a + b, f < ¢+ d, z ¢ehoz souctem je
e+ f < (a+d)+ (b+ c). Tudiz soucet délek novych hran je nanejvys rovno souc¢tu délek pivodnich hran.
Nejkratsi cestu proto neprodlouzime. ]

Tvrzeni 10.2. Optimdlni cesta v eukleidovském TSP prochdzi body na hranici konvexniho obalu bodi
v tom poradi, ve kterém jsou uspoidddny podél této hranice.

Priklad 10.3. Pouziti TSP v praxi:
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1. Typickym piikladem je doprava & logistika (rozvaZeni zbozi zakazniktum, ...). Moderni aplikace
zahrnuji také napiiklad TSP s drony, kdy dopravni vozidlo projizdi pateini cestu a drony pak
obsluhuji jednotlivé zékazniky z dopravniho vozidla.

2. Vyroba a testovani ¢ipt: PTi ovéfovani funkénosti hotovych Eipl se spojuji jednotlivé komponenty
do cest, na kterych se provadi testovani zkusebnimi daty. TSP umoziuje minimalizovat cesty, a tak
i zkratit testovaci fazi |[Cook, 2012].

3. Videohry: Pfi na¢itani textur ke scénédm je tfeba naditat z disku z riznych mist. Aby se zefektivnila
rychlost nacitani, ma smysl poskladat data cilené, napt. podle nejlepsi cesty v grafu, kde vrcholy
odpovidaji texturam a délka hrany poc¢tu scén, které obsahuji jednu texturu, ale ne druhou |Cook,
2012].

4. Psychologie: Test se sklada z nalezeni TSP s vrcholy oznacenymi 1, A, 2, B, ..., 12, L, 13. Existuje
souvislost s ispéSnosti v testu a poskozenim mozku. Prizkum v r. 1990 ukazal, Ze je nejrozsifenéjsim
testem a je stale stejny, aby se dosahovalo statisticky relevantnich vysledki |Cook, 2012].

5. Archeologie: (relativni) datovani hrobu. Petrie uZz v roce 1899 vyuzil néco jako TSP k nalezeni
¢asové souslednosti hrobtt v Hornim Egypté. Vrcholy TSP odpovidaji hrobtim a vzdélenosti pak
Hammingové vzdalenosti ur¢itych rysi a artefaktt nalezenych v hrobech |Grétschel, 2012, str. 199].

6. Tazeni gent aj. ]

Definice 10.4 (Aproximaéni faktor). Rikame, Ze algoritmus resi TSP s aproxima¢nim faktorem ¢ pokud
dava pripustné feSeni, které neni vic jak ¢-krat horsi nez optimum.

Poznamka 10.5 (Slozitost). TSP je NP-tézky problém, protoZe pomoci ného dokéZeme vytesit tlohu
existence hamiltonovské kruznice v grafu. Toto plati i pokud se omezime na bipartitni grafy, dokonce i jen
na grafy ve tvaru podmnoziny 2D miizky (Itai, Papadimitriou & Szwarcfiter).

NP-tézkost zustane zachovana i pro eukleidovské TSP, stejné jako pro rizné modifikace TSP jako
napf. nalezeni nejdelsi cesty, bottleneck TSP (nalezeni cesty, jejiz nejdelsi hrana je co nejmensi) aj. Dalsi
slozitostni vysledky:

e |Papadimitriou and Vempala, 2006]
Je NP-tézké aproximovat nesymetrické metrické TSP s faktorem %g.

e |Papadimitriou and Vempala, 2006]
Je NP-tézké aproximovat symetrické metrické TSP s faktorem 222

219"
e |Arora, [1996; Mitchell, [1999]
Existuje polynomiélni aproximac¢ni schema pro eukleidovské T'SP.

Zatim je oteviena otéazka jestli existuje aproximaéni algoritmus na metrické TSP s konstantnim faktorem
mensim nez 1.5 (srov. Christofidiuv algoritmus dole). Pro obecné TSP Zadny takovy algoritmus neexistuje.
Oteviené je také jestli eukleidovské TSP je ve t¥idé NP, protoze diky eukleidovské metrice musime pocitat
S odmocninami

Tvrzeni 10.6. Pro obecné TSP neexistuje polynomidlni algoritmus s konstantnim aproximacnim faktorem.

Diikaz. Redukei z problému hledani hamiltonovské kruznice grafu G = (V, E). Hrany ohodnot 1, a chy-
béjici hrany doplii s vahou 1+ r, kde 7 > 0. Pokud ptvodni graf G obsahuje hamiltonovskou kruznici, tak
optimalni hodnota TSP je n, jinak asponi n + r. Pomér je tedy 1+ r/n a mize byt libovolné velky. O

Jaka je nejhorsi ¢asova slozitost pro TSP? Pokud bychom enumerovali vechny mozné hamiltonovské
kruZznice, sloZitost by byla O(n!). Pomoci dynamického programovéani (Held & Karp, 1962) a rekurzivniho
volani podiiloh mtzeme slozitost snizit na O(n?2").

DToto souvisi z tzv. Grahamovym problémem souc¢tu odmocnin. Uvazme dvé fady &isel 1, 25, 31, 84, 87, 134, 158, 182,
198, a 2, 18, 42, 66, 113, 116, 169, 175, 199. Druha ma v&tsi soucet odmocnin, ale pokud ke kazdému &islu pficteme 10°, tak
je soucet odmocnin vétsi jen o ~ 3-107%7.
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10.1 Formulace

Podminku (I0:Id) na hamiltonovskou kruznici lze zformulovat nékolika zptsoby

(1) podminka Miller—Tucker—Zemlin (1960): pfidame proménné v;, i = 1,...,n, 1 < v; < n, a pod-
minku

vi—vj+nx; <n—-1, i=1,...,n, j=2,...,n. (10.2)
(2) podminka Dantzig—Fulkerson—Johnson (1954):

szljzl, YU C{l,...,n}, 1<|U <n—1. (10.3)
ieU jeU

(3) podminka Dantzig—Fulkerson—Johnson (1954) jinak:

> wy<|U=1, YUC{L...,n}, 1<|U[<n—1 (10.4)
i#jeU
Drikaz.
(1) Sporem, necht mame bez tjmy na obecnosti podcyklus 2,3,...,k, to jest x93 = xg4 = ... =

Tp—1k = Tp2 = 1. Pak (I0.2) maji instance

U2 — U3 < _17

vg —vy < —1,

Vg — V2 < _17

a jejich souctem odvodime 0 < —k, coz je spor.

Naopak, necht nyni z odpovida hamiltonovské kruznici. Set¥id vrcholy podle pofadi navstiveni
s tim, Ze zatneme ve vrcholu 1. Pfifad v; := k pokud vrchol i je v potfadi k-ty na kruznici (tedy
specialné vy = 1). Nyni, budte i € {1,...,n}, j € {2,...,n} libovolné. Pokud z;; = 0, tak
podminka (I0.2)) ma tvar v; —v; < n—1, coz je automaticky splnéno. Pokud z;; = 1, tak podminka
([I02) ma tvar v; —v; < —1, coz je také splnéno, protoze vrchol j nasleduje na ¢ na kruznici.

(2) Jasné z toho, ze pokud mnozinu vrcholi rozdélime na dvé neprazdné €asti, tak hamiltonovska
kruznice musi pfejit od jedné do druhé.

(3) Jasné z toho, Ze uvnit¥ kazdé vlastni ¢asti grafu je odpovidajici ¢ast hamiltonovské kruznice pouze
stromem (& lesem). O

Pro symetrické TSP pak (I0.3) a (I0.4) maji tvar

> we>2, YUC{l,...,n}, 3<|U| < [n/2],
e€cE(U,V\E)

> m<|UI-1, YUCA{L,...,n}, 3<|U| < [n/2], (10.5)
ecE(U)

kde E(U,U’) zna¢f mnozinu hran spojujicich vrcholy z U s vrcholy z U’, a pro zjednoduseni E(U) =
E(U,U).

Miller—Tucker—Zemlinova podminka mé vyhodu, Ze omezeni neni mnoho, ale na druhou stranu nejsou
prilis silné (Ze by byly sténové ve smyslu pojmu ze strany [I0). Naopak, (I0.3) resp. (I0.4]) obsahuji
exponencialni pocet nerovnic, ale jsou zarucené sténové pro n > 3 (Grotschel, Padberg, 1979). Pres
vysoky pocet nerovnic nemame zaruceno, ze FeSeni relaxované tlohy je optimalni. Pfesto se tato formulace
(v této nebo jiné formé) pouziva spise nez Miller—Tucker—Zemlinova.
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Poznamka 10.7 (Transformace nesymetrického TSP na symetrické TSP). Nesymetrické TSP miZeme
snadno prevést na symetrické TSP (Jonker & Volgenant, 1983). Zakladem transformace je zdvojeni vrchold,
takZe nova tloha ma mnozinu vrchola V* =V UV’ = {1,...,n} U{1l’,...,n'}. Nova matice vzdalenosti

C* bude tvaru .
u cC
C*=|
(er 1)

kde prvky matice U jsou dostatecné velké hodnoty (v principu mize i byt oo). Matice C je rovna matici C,
jen s tim rozdilem, ze ¢ = €, kde € > 0 je dost mala hodnota (mizeme ale i polozit tuto hodnotu jako
nulovou nebo i zapornou). Hrany typu (¢, j), z nového do starého vrcholu, tak prispivaji podle vzdéalenosti
cij, zatimco hrany typu (i, '), pfispivaji podle obracené vzdalenosti cj;. Hrany typu (i,7) a (7,7') se
nepouziji, protoZe jsou moc drahé, a naproti tomu hrany typu (4,4') se pouziji, protoze jsou dostatecné
levné.

10.2 Sec¢né nadroviny

Zamétime se na podminku (I0.4]), ktera jde nasledujicim zpiisobem jesté zesilit [Nemhauser and Wolseyl,
1999], a pomiZe odfiznout dalsi nepiipustna feSeni pii celoc¢iselné relaxaci. Hiebenem nazveme mnoZinu
U CV z (I04) spolu s mnozinou hran E’, kde hran je lichy pocet a kazda ma pravé jeden konec v U. Pak
miizeme pro symetrické TSP odvodit nasledujici podminku. Pokud |E’| > 3, tak je podminka sténova.

U

El

Véta 10.8 (Hiebenova nerovnost). Za vijSe uvedenygch predpokladi kaZdé pripustné Tesent spliiuje
1
> met+ Y e < |U|+§(|E’|—1). (10.6)
e B(U,U) ecE’

Driikaz. UvaZzujme nerovnosti

Y wme=2 Viel,
e: e={i,j}€E
. <1 Ve€ F,
-1, <0 Vee E(UV\U)\E.

Souctem dostaneme

> 2w+ Y 2w <2U|+|E.

ecE(U) eck’
Vydélenim 2 a zaokrouhlenim pravé strany dolt pak mame (I0.6]). O

Podminku muZeme zobecnit tim, ze misto hfebenu budeme uvazovat zobecnény hieben (Chvatal, 1973).
V ném zuby hiebenu nahradime jakymikoliv podgrafy W7, ..., Wy lichého poctu tak, aby byly disjunktni
a méli aspon jeden vrchol uvnitf i vné U. Pak miZeme odvodit nésledujici podminku.

U

Wo 1472] Ws
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Véta 10.9 (Zobecnéna hiebenova nerovnost). Za vySe uvedengch predpokladii kaZdé pripustné feSentd
splnuge

> xe—i—z > xe§|U|+Z|W|——3k+1) (10.7)
ecE(U) i=1 ec B(W;)
Diikaz. JednoduSe odvodime
> 2xe+z >z <2
ecE(U) i=1 ecB(U,V\U)NE(W;)

jakozto dalsi nerovnosti typu (I0.5]):

Z T < Wil =1, Vi=1,... .k

eeE(Wi)

Yz UMW -1, Vi=1,... .k
ec E(UNW,;)

Y < |Wi\U|-1, Vi=1,...,k
ec E(W;\U)

Souctem dostaneme

k k
2w +d > 2w S2AUI+ D (Wil =1+ [UNWi| = L+ [W;\U| - 1).

e€E(U) i=1 ec E(W;) i=1

Protoze |W; \ U| = |W;| — |U N W], prava strana nerovnosti se zjednodusi na

k
20U|+ ) _(2[Wi| - 3).
i=1

Vydélenim 2 a zaokrouhlenim pravé strany dolt pak méame (I0.7]). O

Protoze prava strana (I0.7) se da vyjadiit jako |U| 4 %(Zf:1(2|WZ| —3) — 1), je jasné, Ze se jedna
o zobecnéni (10.6]).

Aby toho nebylo malo, miZeme zobecnéné hiebeny jesté dale zobechovat na tzv. klikové stromy
(Grotschel-Pulleyblank, 1986). Napf. tak, ze zuby hiebenu budou vlastni hiebeny, nebo Ze se rizné hiebeny
navzijem propoji skrze spole¢né zuby. Plati, Ze takovato zobecnéni generuji vesmés sténové nerovnosti,
presto se timto postupem k celo¢iselnému polyedru M; nemusime viitbec dopracovat.

Neni znam zadny polynomidlni algoritmus na generovani nesplnénych hiebenovych nerovnosti. Na
druhou stranu, neni zatim ani znamo, Ze by to bylo NP-tézké, takze problém je otevien.

10.3 Relaxace a dolni odhady na optimalni hodnotu

Eukleidovské TSP — kontrolni zény
Pro eukleidovské TSP mizeme dolni odhad na optimum ziskat jako optimalni hodnotu linedrniho programu
n
max Z 2r; za podm. r; +1r; < ¢ Vi, j, r; >0 Vi. (10.8)
i=1

Libovolné pfipustné feseni nam vytvor{ kolem kazdého vrcholu ¢ kruznici s polomérem r;. Protoze se tyto
kruznice neprotinaji, k navstiveni vrcholu ¢ musim projit kruznici a urazit vzdalenost aspon 2r;.
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Metrické TSP

Miniméalni kostra grafu urcité da dolni odhad na optimum. MiZzeme ke kostte jesté pridat nejkratsi (v kostie
neobsazenou) hranu vychézejici z libovolného listu kostry. A samoziejmé vybereme list, z néhoz vychazejici
nejkratsi hrana (mimo kostru) je co nejdelsi

Jind mozZnost je uvazovat tzv. minimalni{ 1-strom. Najdeme minimalni kostru na grafu bez vrcholu
v = 1 (nebo jakéhokoli jiného) a ptfidame k ni dvé nejkratsi hrany vychazejici z v. Hodnota takovéhoto
minimélniho 1-stromu typicky byva ~ 10% pod optimem.

Prirazovaci problém

Pokud ve formulaci TSP relaxujeme podminku (I0.Id), dostaneme dopravni problém, resp. jeho specialni
pripad nazyvany pfifazovaci problém. Dopravni problém je FeSitelny pomoci linearniho programovani
nebo specialnich metod (napf. tzv. madarska metoda (Koénig & Egervary, 1931, Kuhn, 1955), ktera hleda
nejvétsi perfektni parovani v odpovidajicim bipartitnim grafu iterativnim zvétSovanim mensiho parovani
a s tasem O(n?) dava silné polynomialni algoritmus).

To, Ze se jedna o dopravni problém, nahlédneme snadno. MnoZinu vrchol zdvojime V UV’ a hrany
povedou jen z V' do V. Pokud nastavime kapacity vyrobcu i spotiebiteli na 1, a ceny jako ¢;;, dostavame
piimo dopravni problém, viz p¥iklad [L111

Prirazovaci problém pro symetrické TSP

Pro symetrické TSP, relaxovana tiloha (i bez podminek z, < 1) ma tvar jednoduchého linearniho programu

min Z CeTe za podm. er =2VkeV, z.>0.
ecl edk

Pro né&j vzdy existuje optimalni feSeni se slozkami v {0, 1,2}. Zajimavé jest, Ze dualni ulohou jsou kontrolni
zony ([0.8]); podminky r; > 0 Vi tak sice nevzniknou explicitng, ale plati implicitné diky trojahelnikové
nerovnosti.

Pokud ptridame omezeni z. < 1, e € F, dolni odhad se ndm zlepsi a optimélni feSeni bude mit slozky

v {0,3,1}.

Celociselna relaxace podle podcest

Pokud relaxujeme pouze podminku celo¢iselnosti, dostaneme také linedrni program. Pii podmince (I0.3))
¢i (I04) ale ma uloha exponencialni pocet nerovnic. Principialné mizeme i takovouto ulohu fesit polyno-
mialné, protoze dovedeme polynomiélné rozhodnout separa¢ni problém. Separacni problém zni:

Dén konvexni polyedr M a bod y € Q™. Rozhodni, zda y € M, a pokud ne, tak najdi oddélujici
nadrovinu, tj. a € Q" takové, ze a’x < aTy Vo € M.

Pokud je separa¢ni problém freSitelny efektivné, pak i jakykoli linearni program nad M, a to s vyuZitim
elipsoidového algoritmu [Schrijver, [1998].

UvaZme napt. podminku (I03)); porusenou podminku pro separa¢ni problém najdeme pomoci efektiv-
nich algoritmii pro toky v sitich. Uvazme nas graf jako sit s kapacitami z;; a najdeme maximalni tok mezi
vrcholy 1 a j € V. Maximalni tok nam dava zaroven i minimalni fez. Je-li jeho hodnota alespon 1, tak
v8echny podminky z (I0.3)) jsou splnény, jinak minimélni fez dava rovnou mnozinu U. Nestac¢i vSak feSit
pouze jednu tlohu, ale musime (pokud jesté nemame porusenou podminku) projit v8echny toky z vrcholu
1 do jakéhokoli jiného, a pro nesymetrické TSP i v opatném sméru.

Aproximaé¢ni faktor je 1.5, to jest, optimalni cesta neni delsi nez 1.5-n4sobek dolni meze.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze i pfes exponencidlni pocet podminek celociselna relaxace nemusi davat
celo¢iselné feSeni.

Priklad 10.10. Uvazujme nasledujici graf. Cisla na hranach udévaji hodnotu pripustného feseni x. Hrany,
které v grafu nejsou znézornény, maji piislusnou hodnotu z, = 0.
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1
1 1
1 2 2 1
2 1 1 2
3 1 3
1
Prislusné feseni x je pripustné reSeni celo¢iselné relaxace, tudiz spliuje vSechna omezeni typu (I0.3) ¢
(I0F). Nicméné, toto FeSeni stale jesté neni celociselné. O

Lagrangeova relaxace

Potencialné lepsi horni odhad nez je celociselné relaxace nam muze dat Lagrangeova relaxace (sekce [6.2)).
Uvazujme symetrické TSP a analogii formulace (I0.4)), navic s redundantni podminkou )z, = n.

min Zcexe za podm. er =2Vie{l,...,n},

ecE e3>t
S e <|UI-1, VIgUC{l,...,n}, 2<|U/<n—1,
ecE(U)
=
eck

z e {0,1}El

Lagrangeovsky relaxujeme rovnice pro vSechna i # 1 a dostaneme tlohu (P,)

n

min Z CeTe + Z 2u; — Z (wi + uj)ze

e€E i=2 e={i,j}€E, i#1
za podm. Zme =2,
ed1
Y m<|UI-1, VigUC{l,...,n}, 2<|U<n—1,
ecE(U)
D we=n,
eckE
x e {0,1}7,

Pripustna feSeni této ulohy jsou pravé 1-stromy. Minimalni 1-strom najdeme jednoduSe jako miniméalni
kostru na podgrafu na {2,...,n} a prfidame dvé nejkratsi hrany z vrcholu 1. Tedy ulohu (P,) dovedeme
efektivné resit, coz je v Lagrangeové relaxaci to podstatné.

Podle Disledku dostaneme stejny odhad jako celociselnou relaxaci. Nemusime se ale vyporadavat

vvvvvv

Puavodné pochazi jiz od autort Held—Karp (1970, 1971).

10.4 Heuristiky

Heuristiky davaji vice ¢i méné dobré pfipustné feSeni a tim paddem i horni odhad na optimalni hodnotu
TSP. Predpokladdme zde metrické TSP. Znamé heuristiky jsou napf.
Nejblizsi soused

Vyber pocatecni vrchol. Pfesuni se do nejblizsiho sousedniho vrcholu, z néj pak do jemu nejblizsimu

sousedu (kterého jsme jesté nenavstivili) atd. dokud nepokryjeme vSechny vrcholy a cestu neuza-
vieme.

Casova slozitost je O(n?), aproximacni faktor 3([log(n)] + 1) a nelze zlepsit.
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Hladovy algoritmus

Set¥id hrany vzestupné dle délek a postupné buduj kruZnici pfidavanim nejkratsich hran tak,
abychom neporusili pfipustnost, to jest, aby nevznikla podkruznice ¢ vrchol stupné 3.

Casova slozitost je O(n?log(n)). Pro vétsi n se chova lépe nez Nejblizsi soused, aproximaéni faktor
5([log(n)] +1).

Vkladaci algoritmus

Induktivné pridavam vrcholy do jiz zbudované kruznice. Vkladam tak, aby podcesta vzrostla co
nejméné. Priddvany vrchol miZe byt: ten s minimalnim nartstem cesty ¢i ten nejblizsi néjakému
vrcholu na kruznici (aproximacni faktor 2), anebo ten s nejvétsi vzdalenosti od vrcholi na kruznici
(aproximaéni faktor ~ log(n), ale chova se dobfe a robustné) [Cook, 2012].

Popiseme podrobnéji variantu piidani nejblizsiho vrcholu k néjakému vrcholu na kruznici 7' (Nearest
insertion, INemhauser and Wolsey [1999]). Definuj (i*, j*) := arg min;ey\7, jer ¢ij- Pak ke kruznici
T pfidame hranu {i*, j*} a vrchol i* napojime na toho vyhodnéjsiho ze dvou sousedii vrcholu j*.

Christofides (1976)

Christofiduv algoritmus najde FeSeni s aproxima¢nim faktorem 3/2. Nejprve si ukazme metodu s fak-
torem 2: Najdi minimélni kostru a zdvojnasob jeji hrany, takze na nich existuje eulerovsky tah
(jehoz délka je nanejvys optimum TSP). Tim, Ze pfesko¢ime/vyskrtneme vicendsobna navstiveni té-
hoz vrcholu celkovou délku nezvysime (diky trojuhelnikové nerovnosti) a dostaneme hamiltonovskou
kruznici.

Vylepseni na faktor 3/2 provedeme tak, Ze k nalezené minimalni kostfe pfiddme minimalni parovani
(to 1ze najit v polynomialnim ¢ase); minimalni parovani staéi hledat na mnoziné vrchold, které maji
na kostfe lichy stupen. Faktor 3/2 pak plyne z toho, Ze minimalni parovani ma cenu maximéalné
polovi¢ni jak TSP (kaZda hamiltonovska kruZznice se rozpada na dvé disjunktni parovani).

Heuristik existuje jesté cela fada. Nejmenovali jsme tieba jesté metody: Savings (Clarke—Wright, 1964),

Sweep pro eukleidovské TSP ¢i Boruvkuv algoritmus.

Priklad 10.11 (bez trojuhelnikové nerovnosti). Uvazme graf s n = 5, kde hrany na cesté 1-2-3-4-5 jsou
ohodnoceny 1, hrana (5,1) ma délku r a ostatni 2.

Metoda nejblizgiho souseda iniciovana ve vrcholu 1 najde kruznici 1-2-3-4-5-1 délky 4 + r (na obrazku
vyznaceno modie), ale optimalni je 7. Tedy pro dost velké r dostaneme libovolné $patny aproximadéni
faktor. To je divod pro¢ pro heuristiky vétsinou predpoklddame metrické TSP. U

Kromeé heuristik na nalezeni dobrého pfipustného feSeni existuji i lokalné vylepsujici algoritmy, které

zacnou s pocatecnim pripustnym feSenim a iterativné se ho pokouseji zlepsit lokdlnimi zménami.
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k-vyména

Kromé heuristik na nalezeni vychoziho pfipustného feSeni existuji také lokdlné vylepsujici techniky. Napf.
k-vyména spo¢iva v odstranéni k hran z kruznice a pridani novych k hran tak, aby vznikla zase ha-
miltonovska kruznice. Pokud je nova kruznice lepsi, zapamatujeme si ji. Vyzkousime-li vSechny takovéto
k-vymeény, dostaneme jako feSeni ,lokalni minimum®. Pocet k-vymén muze byt ale velky, takze se ¢asové
vyplati jen pro mala k. Tabulka ukazuje pocet moznych napojeni po odstranéni k£ hran

k ‘2 3 4 5 6 7 8
pocet preusporadani ‘ 1 4 20 148 1358 15104 198144

Lin—Kernighan—Helsgaun (LKH)

Namisto zkouSeni v8ech moZnych k-vymén piisli Lin—Kernighan (1973) s variabilni k-vyménou, zaloZenou
na sekvenéni vymeéné. Efektivni implementaci pak navrhl [Helsgaun [2000].

Sekven¢ni vymeénu si lze predstavit takto: Z hamiltonovské kruznice odstranime hranu z1 = (t1,%2) a
dostaneme hamiltonovskou cestu z vrcholu t9 do vrcholu ¢;.

- -

KdyZ nyni pridame hranu y; = (t2, t3), je jen jedina volba jak odstranit hranu xo = (¢3,t4), abychom zase
dostali cestu.

n
N
° o —= ——e °
Nova cesta vede z vrcholu t4 do vrcholu ¢7.
n
t4 ts t3 ty

Tento postup ,,pfidani hrany a odstranéni hrany* opakujeme tak dlouho nez uzavieni cesty na kruznici
nezlepsi dosavadni nejlepsi feSeni nebo bychom se opakovali. V druhém p¥ipadé backtrackujeme zpét a
zkousime jiné volby hran.

Zefektivnit tento postup lze mnoha zptsoby. Nésledujici lemma 1ika, Ze stac¢i uvazovat pouze takové
vybéry hran y;, aby ¢asteéné soucty vah hran Zi?:l g; > 0, kde g; == c(x;) — c(y;).

Lemma 10.12. Budte go,...,gp—1 € R tak, Ze Zf:_ol gi > 0. Pak existuje i* pro néjz cdstecné soucty
Z?:o gir4i > 0Vk=0,...,p—1, kde indexy scitame modulo p.

Diikaz. Definujme

T = min {7" Z 0, z::(] 9i S 0}7
ro :=min{r >ry +1; Z;:rhq gi <0},

re =min{r > r;_1 + 1; Z;’:T[71+1 gi <0}

Nyni staci volit ¢* := ry;41, protoze podle definice posledniho ry je Zf:Z g; > 0 pro vsechna k =4*,... ,p—
1. Podle predpokladu je S°P" 1 g; > 0, tudiz f;ll* gi + Zf:o g; > 0 pro viechna k = 0,...,i* — 1. O

1=
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Dale, vybér y; je omezen na pét hran nejblizS§ich minimalnimu 1-stromu. Kromé sekvenénich vymeén
také zkousi nesekvenc¢ni 4- a 5-vymeény (tvar kvétu). Takovato 4-vymeéna se da pouZit i jako popostréeni do
nové vylepsujici sekvence misto zkouseni novych zac¢atki s ndhodnymi cestami (tzv. zietézeny algoritmus).

Uvadi se, ze pro n < 50 najde LKH optimum skoro ve vSech pripadech a pro n = 100 v ca 30% pripadii.
A i pokud nenajde optimum, tak nebyva vic nez 1% az 2% od optimalni hodnoty. V soucasnosti (2011)
drzi rekord o nejlepsi feseni World TSP, tlohy s 85900 mésty za Zemi.

Dalsi

Simulované Zihdni bylo pivodné vymysleno pravé pro TSP a NP-t&zké problémy obecné |Kirkpatrick et all,
1983].

Genetické algoritmy. Zde je otézka jak kiizit jedince (=cesty). Metoda EAX (Edge-Assembly Cros-
sover) vezme sjednoceni cest, a u kruznic se stfidavymi hranami vezme hrany 2. cesty a nahradi jimi ty
doplitkové hrany u celé 1. cesty. Varianta INagata [2006] nasla zatim nejlepsi feSeni u 100 000 vrcholového
grafu Mony Lisy.

10.5 Historie a vypocty
Na rozdil od problému batohu je TSP skutecné stale tézké vyfesit i pro stfedné velké instance. Tabulka

dole ilustruje vyvoj pii feSeni TSP na nejvétsich vyfesenych instancich své doby. Cas od roku 2000 je
souhrnny ¢as vSech vypocetnich jednotek pfi paralelnim béhu.

rok 1957 1987 1998 2001 2004 2006
n 49 666 13509 15112 24978 85900
popis | staty USA mésta svéta meésta USA mésta Némecka mésta Svédska LaserLogic chip
Cas 23 let 84 let

Vitézem (nejen) instance z roku 2006 je program Concorde, viz ICook [2011]. Program je zaloZeny na
metodé branch & cut, a pouzivaji se dobré heuristiky typu Lin—Kernighan—Helsgaun.

Uloha TSP o nalezeni cesty 1904711 mésty Zemé z r. 2001 ma Helsgaunem nalezené feSeni vzdalené
max. 0.047% od optima. Jedna z nejvétsich instanci TSP z r. 2003 se sklada z 526 280881 nebeskych
objektt (Cook & Applegate). Zatim nejlepsi nalezené cesta mezi hvézdami je nanejvys 0.41% od optima.

Z historie

Na prelomu 19. a 20. stoleti projizdélo Spojenymi staty na 350000 obchodnich cestujicich. Jeden z nich,
H.M. Cleveland roku 1925 procestoval od 9.7. do 24.8. celkem 350 mist v Maine |Cook, [2012].

Plan okruzni cesty zajimal i pravniky navstévujici soudni okrsky ve svych obvodech. Jednim z nich
byl i budouci prezident A. Lincoln, ktery kolem roku 1850 spravoval 14 mistnich soudnich dvorid v Osmém
obvodé ve staté [llinois.

Podobné okruzni cesty vykonavali (a svym zpusobem néktefi jesté vykonéavaji) i kazatelé.

Oznaceni TSP pro tento problém se poprvé objevilo v tisku roku 1949 [Robinson, 1949].

Cviceni
10.1. Dokazte, Ze dimenze celo¢iselného polyedru (konvexni obal celo¢iselnych piipustnych bodi) z tlohy
(I0I) je rovna 3n(n—3), a to napiiklad tak, ze najdete 2n(n—3)+1 afinné nezavislych pifpustnych
reSeni.
10.2. Navrhnéte jak polynomidlné fesSit separa¢ni problém v celoéiselné relaxaci i pro exponencidlni

formulaci (T0.4]).

10.3. Pro symetrické TSP s n > 3 dokazte, Ze nerovnice ([I0.5]) je sténova, a to napiiklad tak, Ze najdete

in(n —3) — 1 afinné nezavislych piipustnych fegeni.

10.4. Pro symetrické TSP s n = 4 najdéte vSechny sténové nerovnosti.
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10.5. Aplikujte Lagrangeovu relaxaci na tlohu TSP s tim, Ze relaxujete jiné podminky.

Zejména, co se stane, kdyz relaxujeme vSechny rovnicové podminky?

10.6. Aplikujte na symetrickou tlohu TSP na vrcholech vy, ..., vs s matici vzdalenosti
- 8 4 9 9
8 — 6 7 10
C=14 6 — 5 6
9 7 5 — 4
9 10 6 4 -—

néasledujici heuristiky:

(a) nejblizsi soused (nearest neighbor), (d) vkladani nejblizsiho (nearest insertion),
(b) hladovy algoritmus, (e) metoda miniméalni kostry,
(¢) metoda tspor (savings), (f) metoda 2-vymén.

10.7. Reste Lagrangeovu relaxaci zalozenou na 1-stromech pro symetrické TSP s matici vzdalenosti

- 10 2 4 6 2
10 - 9 3 1 3
2 9 — 5 6 1
¢= 4 3 5 — 2 5
6 1 6 2 — 3
2 3 1 5 3 -

10.8. Uvazujme instanci problému obchodniho cestujictho na grafu

s}

A/
T
7 X

s danymi cenami na hranéch, pii¢emz cena hrany (v;,v;), ktera v grafu neni znazornéna, je rovna
cené nejlevnéjsi cesty mezi v; a v;. Najdéte pro tuto tlohu hfebenovou nerovnost, kterd odieze
necelociselné feseni

T14 = Tos = T3¢ = 1,

T12 = X23 = T13 = T46 = Ts6 = L45 = 5,

(pro ostatni hrany e je x. = 0).

10.9. Najdéte co nejkratsi okruzni cestu po méstech Ceské republiky (vzdalenosti maji za jednotku
10 km). Aplikujte rizné heuristiky i pfesny vypocet.
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Kapitola 11

Facility location problem

Facility location problem (FLP), nebo téz plant location problem a do CeStiny obcas piekladany jako
problém umisténi zafizeni, se zabyva otézkou kolik a jaké ze zafizeni ¢ = 1,...,m vybudovat, abychom
uspokojili spotiebitele j = 1,...,n a celkem nas to stilo co nejméné penéz. Konkrétné se miize jednat
o problém umisténi nové vybudovanych nemocnic v rozvojové zemi, umisténi elektraren nebo umisténi
skladek pro uklddani odpadu.

Oznacme: M; kapacita i-tého zafizeni a f; cena jeho vybudovani, ¢;; cena za prevoz jednotky zboZzi od
it ku j, a d; pozadavek j-tého spotiebitele. Proménné z;; bude udavat mnozstvi zboZzi prepravované od 4
ku 7, a bindrni proménné y; udéva zda se i-té zarizeni postavi ¢i ne. Nyni tlohu muZzeme formulovat jako
celo¢iselny lineadrni program

m n m m
min Z Z Cij %5 + Z fiyi za podm. Z Ti5 = dj V7, (111&)
=1 =1

i=1 j=1
n

D wy < M; Vi, (11.1b)
j=1

xi; < Myy; Vi, j, (11.1c)

Tij > 0 Vi,j, (11.1d)

y € {0,1}™. (11.1e)

Podminku (ILID)-(IIId) muZzeme ekvivalentné nahradit jednim typem nerovnosti

n
E xi; < Myy; Vi,
j=1
nicméné neni tak vyhodna. PrestoZe je poCet omezeni ve formulaci (ITI) vétsi, jsou silngjsi, a proto je

formulace (IL1D)-(IT.Id) vyhodné&jsi.

Kromé tohoto modelu budeme jesté uvazovat piipad bez kapacit (UFLP, uncapacitated facility location
problem). Zde staci podminky (LLID)-([LIc) nahradit podminkou z;; < (327 d;)y;. Elegantngjsi je ale
zavést si nové proménné z;; = x;;/d; udavajici jaky podil pozadavku j-tého spotiebitele pochézi od i.
Substituci ¢, == djc;j pak dostavame model

m n m m
min chéﬂ'z’j + Z fiy; za podm. Z zij =1 Vj, (11.2a)
i=1 i=1

j -

i=1 j=1
Zij S Ys Vi,j, (11.2b)
Zij > 0 Vi,j, (11.20)
y € {0,1}™. (11.2d)
Zde opét bychom mn podminek v (I1.2h) mohli nahradit m podminkami

n
Z'zij <ny; Vi, (11.3)

j=1

101
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nicméné ty puvodni jsou sténové, a tudiz i mnohem vhodné&jsi pro fadu metod. Jeden knizni zdroj uvadél
numerické experimenty, kdy model s podminkou (IT3)) trval 15 hodin vypoctu, kdezto s podminkou (ITT.2hl)
pouze 2 sekundy. Tudiz na modelovani velmi zaleZi!

Poznamka 11.1. Bud y € {0,1}"™ optimalni feseni v tloze UFLP. Pak optimalni rozvozy z;; spo¢itame
jednoduse hladovym algoritmem. Bud j € {1,...,n} libovolné a vyber i* € argmin;. ,,—1 c;j. Pak opti-
malni TeSeni je z;; = 1 a z;; = 0 pro ¢ # ¢*. TudiZ existuje optimélni feSeni UFLP takové, Ze vSechny
slozky ¥, zi; jsou binarni.

Piiklad 11.2. Chceme ukézat, ze podminky (I1.2D) jsou sténové pro specidlni pripad s m = 1. Presnéji
Feceno, aby uloha nebyla tak degenerovana, uvazujeme trochu jiné omezeni typu

elz<ny, z<e zeR", ye{01},

a dokdzeme, Zze podminka z; < y je sténova pro kazdé ¢ =1,...,n.

Reseni: Stadi vzit n+1 bodi (0,0), (e;,1) a (e; +¢;, 1) pro viechna j # i. Body ziejmé spliji zadana
omezeni a lezi v nadroviné z; = y.

Nyni musime ovérit, Ze jsou afinné nezavislé. Pfipomenime, Ze body xg, x1, ..., Z, jsou afinné nezavislé
pravé tehdy, kdyz body z1 — xg,..., T, — o jsou linedrné nezavislé. Volbou x + 0 := (0,0) se problém
redukuje na linearni nezavislost bodu (e;,1) a (e; + e;,1), j # 4, coz se nahlédne snadno. O

Véta 11.3 (Megiddo and Tamir, [1982; (Cornuéjols et all, 1990). UFLP je NP-tézky problém.

Diikaz. Ukazeme redukei z vrcholového pokryti, jehoz rozhodovaci verze zni: Méjme graf G = (V, E),
[V =m, |E| =n ak €N, a ptame se, zda existuje mnozina vrcholi U C V velikosti k a takova, Ze kazda
hrana méa aspon jeden konec v U.

Vytvorime tlohu UFLP nasledujicim zptisobem: Zafizeni budou vrcholy V', spotfebitelé budou hrany
E, ceny za vybudovani jsou f = e a ceny za dopravu jsou ¢, = 1 pokud i € e a ¢, = 2 jinak. Pak existuje
vrcholové pokryti velikosti nanejvys k pravé tehdy, kdyz optimalni hodnota UFLP je nanejvys k+n. 0

11.1 Relaxace

Celociselnou relaxaci dostaneme jako vzdy linearni program. Nicméné pro ulohu UFLP s podminkami
(II3) muzeme optimum celo¢iselné relaxace snadno vy¢ist. V tomto pfipadé ma dloha tvar

m n m m
min Z Zc;jzij + Z fiyi za podm. Z zij =1 Vj,
i=1 j=1 i=1 i=1
n

Z zij <ny; Vi,

Jj=1
Zij Z 0 \V/i,j,
¥, >0 Vi

Protoze koeficienty f; v acelové funkci jsou z podstaty problému kladné, chceme proménné y; co nejmensi.
TudiZ se nerovnost 2?21 zij < ny; nabyde jako rovnost. Substituci y; = %2?21 zj; dostaneme tlohu

m n m
1
min E E <c§j + Ef,) 2ij za podm. E zij = 1Vj, 2z >0Vi,j.
i=1

i=1 j=1

Tato dloha se ekvivalentné vyjadri

n m m
. 1 .
E min E (c;j + Efl> zij za podm. E zij =1, zi; >0 Vi.
j=1 i=1 i=1



11.2. Branch & bound 103

Uloha je tedy separabilni, rozdéli se na n podiloh. Pro konkrétni j € {1,...,n} ma j-ta podiloha tvar

m

m
1
min Z <c;j + Ej}) 2ij za podm. ZZU =1, z; >0Vi
i=1

=1

Bud i* € argminj—;__n, (c;j + % f,) Pak optimalni feSeni podilohy, a tudiz i celoéiselné relaxace, je
zi=j =1 a z; =0 pro i # i*.

11.2 Branch & bound

Jisté specifikum metody Branch & bound v tloze FLP (I1.])) muZe byt volba proménné y; & Z pro vétveni.
Rozumné volby jsou:

e k= argmax; M;, protoze rychle najdeme pfipustné reSeni.

e k= argmin; %, protoze navic zahrneme i cenu vystavby i-tého zafizeni.
7

fit 22T cijds
M;

e k= argmin; , protoZe navic zahrneme i ceny za prevoz zboZi.

11.3 Heuristiky pro UFLP

Aneb jak najit rychle co nejlepsi pfipustné feSeni.

Linearni relaxace
Relaxaci celoc¢iselnych podminek y € {0, 1} na spojité y’ € [0, 1]™ se uloha redukuje na linearni program,
jehoz optimalni hodnota d4 dolni odhad na ptivodni optimalni hodnotu, a z optiméalniho FeSeni 3’ miiZeme
dostat piipustné feSeni ptivodni tlohy prostym zaokrouhlenim nahoru y = [y']. Protoze ale typicky
m < n, tak bude pifipustné feSeni y = e, coz vétsinou je silné nadhodnocené.
Hladovy algoritmus
Vytvaret piipustné y € {0,1}™ muZzeme také hladové. Na zacatku polozime y = 0, a pak postupné
pridavame takova zafizeni, kterd co nejvice zmensi celkovou cenu.

Casova slozitost je O(m?n), pokud si pro dané y pamatujeme i piislusné feseni z.
Lokalni vylepSovani

Zagneme s libovolnym piipustnym y € {0,1}" a testujeme zda nedostaneme lepsi FeSeni zménou jednoho
bitu y, tj. pfiddnim ¢ odebranim jednoho zafizeni.

Priklad 11.4. Uvazujme tlohu UFLP s daty

C' =

S O Ot Ww
N g O ©
=2 N B
S OO D
~
I
W W N W

Najdéte optimélni feSeni, optimalni FeSeni obou relaxaci, a aplikujte rtizné heuristiky.
Reseni: Optimalni feSeni je

0 000 0

. o ., _|loooo
v=111" =110 0 o
1 011 1

a optimalni cena je 17.
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Relaxace s podminkou tvaru (IL2D]) vede pfimo na optimum, zatimco relaxace s podminkou (IT.3))
vede na

: 0010
0 0000

R _ R _
A FY R FEE O
i 0001

s cenou 12.

Zaokrouhlenim relaxovaného optima dostaneme piipustné feseni y' = [yf*] = (1,0,1,1)7, kterému
odpovida hodnota ucelové funkce 18.

Hladovy algoritmus pracuje takto: V prvni iteraci spo¢itdme ceny pripustnych reSeni:
1,0,0,0)7 : cena je 23,
0,1,0,0)T : cena je 29,

0,0,1,0)T : cena je 22,

0,0,0,1)7 : cena je 20.

AA,_\,_\

Vybereme tedy posledni, nejlevnéjsi moznost. V druhé iteraci miZeme zaiizeni pfidat na pozice i €
{1,2,3}:
=(1,0,0,1)T : cena je 19,
=(0,1,0,1)T : cena je 21,
=(0,0,1,1)T : cena je 17.
Vybereme opét posledni feSeni a nyni muZeme zafizeni pfidat pouze na pozice i € {1,2}:
y=(1,0,1,1)T : cena je 19,
y=(0,1,1,1)T : cena je 18.
Protoze se ceny zhorgily, ziistaneme u feseni yy = (0,0, 1,1)” s cenou 17, které je shodou okolnosti optimalni.

Pro lokalni vylepSovani zacneme s vyse uvedenym fesenim y' = (1,0,1,1)7. Zménou jedné slozky
0 <> 1 dostaneme mozna feSeni

=(0,0,1,1)T : cena je 17,
=(1,1,1,1)T : cena je 20,
= (1,0,0, 1)T : cena je 18,
= (1,0,1,0)7 : cena je 21.

Nejlep#i je tedy Feseni y = (0,0,1,1)7 s cenou 17. V druhé iteraci prozkoumame

=(0,1,1,1)T : cena je 19,
=(0,0,0,1)T : cena je 20,
=(0,0,1,0)T : cena je 22.

Zadnou zménou slozky uz se tedy cena nezlepsi. O

11.4 Bendersova dekompozice pro UFLP

Aplikujme postup popsany v Sekci na model (IT.2)). Ulohu (IT.2]) pfepiSeme jako

m

m n m
ef{%i{l} Z Jiyi + min Z ZCQJ-ZU; Z zij = 1 V), 2zij <y Vi, 5, 25 =2 0 Vi, j
vl L™ i i=1 j=1 i=1
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ProtoZe je vnitini linearni program separabilni, rozpadne se na soucet n jednotlivych linearnich programu

m n
min fiyi + Pi(y
ye{o,1}m ZZ:; 191 ]Z:; j( )

kde P;(y) ma tvar

m m
min Zcéjzij za podm. Zzij =1, z; <y Vi, z;; >0 Vi. P;(y)
i=1 i=1
Dualni tloha k Pj(y) ma tvar
m
max u — Zyiwi za podm. u —w; < céj Vi, w; >0 Vi. D;(y)

i=1

éj, a zaroven mé byt w; co nejmensi, pro optimalni w; musi platit

w; = (u — c;j)+. Aby (u,w) byl vrchol duélniho polyedru, musi rovnéz u = c%j pro né&jaké k € {1,...,m}

Protoze w; > 0 a také w; > u — ¢

(jinak mohu u posunout nahoru ¢i dolu, a w se zméni také linearné); v zasadé po dosazeni w; = (u — c;j)+

pak v tloze D;(y) maximalizujeme po ¢astech linearni konkévni funkci. Tedy optimélnimi vrcholy mohou
byt jen vektory

(wywi, ..oy wm) = (s (g — ) ooy (g — ) ™), E=1,...,m.

Pokud y # 0, coz muzeme sméle predpokladat, je primarni polyedr neprazdny, a tedy dualni tloha
omezena. Proto nebudeme neomezené sméry uvazovat a Bendersova dekompozice vede na formulaci

m n m
min Zf,y, + Zaj za podm. oy > cj; — Z(c;j — i) Ty, y e {0, 1}, ely>1, a eR"™
i=1 j=1 i=1
PiestoZe pocet binarnich proménnych ztstal stejny, pocet spojitych proménnych z;; se zmensil z mn na
pouhych n.
11.5 Lagrangeova relaxace pro UFLP
Lagrangeova relaxace podminek ", z;; = 1, j = 1,...,n, modelu (IT2) vede na alohu
m n m n
min ZZ(C;J —uj)zij + Z:fzyZ + Zuj za podm. z;; <y; Vi,j, z; >0 Vi,j, ye€{0,1}"".
i=1j=1 i=1 j=1

Uloha se da rozdélit na m nezavislych podiloh a ekvivalentné vyjadfit jako
m n
> (B>,
i=1 j=1
kde
m
min Y “(cj; —uj)zi; + fiys za podm. 0 < 2z <y V5, y; € {0,1}. (P)
i=1

Optimalni TeSeni se d4 vyjadrit explicitné. Je-li y; = 0, tak z;; = 0 Vj. Je-li y; = 1, tak pokud
c;j < uj, volime z;; = 1, jinak z;; = 0. Optimélni hodnota je pak

<Z(C§j —uj)” + fz‘) - <Z min(ci; — uj,0) + fi,o) .
=1

i=1

Tudiz uloha |(P, )|z Lagrangeovy relaxace ma jednoduchy tvar.



106

Kapitola 11. Facility location problem

Cviceni

Pro ulohu UFLP:

11.1.
11.2.

11.3.

Dokazte, ze konvexn{ obal mnoziny pripustnych bodi mé dimenzi mn + m — n.

Aplikujte Bendersovu dekompozici pro formulaci ulohy s podminkou (I1.3]) namisto (I12D) a
porovnejte oba pristupy.

Aplikujte Lagrangeovu relaxaci (a porovnejte ji s klasickou celo¢iselnou relaxaci) s tim, Ze se relaxuji
podminky x;; < y; Vi, j.

Pro ulohu FLP:

11.4.
11.5.

11.6.
11.7.

Aplikujte Bendersovu dekompozici pro uréitou formulaci.

Rozmyslete si heuristiky pro nalezeni dobrého pripustného feseni, zejména hladovy algoritmus a
lokalni vylepSovani a jejich ¢asovou slozitost.

Diskutujte metodu branch & bound (volby proménné na vétveni apod.).

Aplikujte Lagrangeovu relaxaci (a porovnejte ji s klasickou celoéiselnou relaxaci). Které podminky
jsou nejvyhodnéjsi k relaxaci?



Kapitola 12

Softwarové tlohy

Pro nasledujici problémy formulujte tlohu celo¢iselného linearniho programovani a najdéte jeji optimélni
feseni. K modelovani a FeSeni tlohy muzete vyuzit modelovaci/programovaci jazyk a fesi¢ podle vlastniho

vybéru.
Cviceni

12.1. Vyfteste cviceni [1.27]

12.2. Urcete barevnost (tj. nejmensi pocet barev potfebny k obarveni vrchola tak, aby sousedni vrcholy
nemély stejnou barvu) a piislusné obarveni vrcholi grafu G = (V, E) s mnoZinou vrchola V =
{1,...,8} a mnozinou hran

E = {(17 3)7 (17 4)7 (17 5)7 (17 8)7 (27 3)7 (27 6)7 (27 8)7
(37 5)7 (37 8)7 (47 6)7 (57 7)7 (57 8)7 (67 8)7 (77 8)}
12.3. Urcete maximalni nezavislou mnozinu v grafu G = (V, E), kde
E = {(17 3)7 (17 5)7 (17 6)7 (17 8)7 ( s )7 (27 )7 ( ) )7
(3,6),(3,7),(4,5),(4,7),(5,8),(6,7), (6,8)}.
Maximalni nezéavisla mnozina je maximéalni (co do po¢tu vrcholil) mnozina vrcholi takovych, ze
z4dné dva nejsou spojeny hranou.

12.4. Urcete maximalni parovani ve vaZeném tplném bipartitnim grafu (U, V) (tj. hrany vedou préavé
mezi vrcholy z U a V), kde U = {1,...,5}, V. ={1,...,7} a hrany jsou vazeny takto (matice vah
mezi U a V):

12 3 8 26 4 16 2

30 25 9 3 0 17 5

0 14 28 20 7 22 34

40 35 0 33 13 25 35

11 53 19 0 31 20 13
12.5. Ceské mince maji nasledujici vahy (typ a vaha minci z roku 2008):

mince \5011&1. 1Ke 2K 5K 10Ke 20KE 50 K
hmotnost‘ 09g 36g 379 48g 7.62g 843g 9.7g¢

Urcete, kolik nejméné mé Karel minci v kasic¢ce, pokud vime, Ze

(a) v kasicce je celkem 25 K¢ a vazi nejméné 36 g,

(b) v kasi¢ce je celkem 55 K& a vazi nejméné 70 g.
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12.6. Firma Karlovy trubky s.r.o. naskladnila nové kovové trubky standardni délky 4m. Pro aktualni
stavebni projekt obdrzela firma nésledujici objednévku:

délka (em) | 70 130 260
mnozstvi (ks) | 640 500 200

Urcete minimalni mnozstvi 4m trubek potfebnych ke splnéni objednavky a rozhodnéte, jaky je
optimalni zpiisob nafezani trubek.

12.7. Vyfeste nasledujici tlohu Sudoku pomoci celociselného linedrniho programovani:

41 |5

T |26
316 1 9
5

1 7

)
918 11217
915 |4 3




Znaceni

MnozZiny
N, Z, Q, R mnozina prirozenych, celych, raciondlnich a redlnych ¢isel
R4 mnozina realnych nezapornych ¢isel
Zy mnozina celych nezédpornych ¢isel
U+V soucet mnozin, U +V ={u+v; u e Ujv € V}
conv (M) konvexni obal mnoziny M,
conv(M) = {Zle oz X € M, a; >0, Zle oa; =1, k€ N}
conv cone(M) konvexni kuzelovy obal mnoziny M,

Matice a vektory

rank(A)
AT
Ai*
A
Ap

conv cone(M) = {Zle o €M, ap >0, ke N}

hodnost matice A

transpozice matice A

i-ty fadek matice A

j-ty sloupec matice A

podmatice matice A, tvorena sloupci dle mnoziny bazickych indext B
podmatice matice A, tvorena sloupci dle mnoziny nebézickych indexa N
diagonalni matice s diagonalnimi prvky vy,...,v,

nulova matice (vSechny slozky jsou rovny 0)

jednickova matice (v8echny slozky jsou rovny 1)

jednotkova matice (diagonalni s jednickami na diagonale)

jednotkovy vektor, e; = I; = (0,...,0,1,...,0)T

vektor ze samych jednicek, e = (1,...,1)T

|7]  (dolni) cela ¢ast redlného ¢isla, |r| = max{z € Z; z <r}
[r] horni cela ¢ast redlného &isla, [r] = min{z € Z; z > r}
{r} zlomkova ¢ast realného ¢isla, {r} =r — |r|

rt  kladné ¢ast realného &isla, vt = max(r, 0)

r zapornd Cast realného &isla, r~ = max(—r,0)
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