feseni prikladu z 4. cvic¢eni z diskrétni matematiky 27.10.2025

Priklad 1 (Poéty funkci).
Kolik existuje funkef z {1,2,...,a} do {1,2,...,b}?

a) vsech
Predstavime si, ze funkci postupné vytvaiime od prvku 1 az do prvku a. Pro kazdy prvek mame
-krdt
’ . 7 Z. z 7. . -
celkem b moznosti, kam ho zobrazit a toto provadime a-krat. Tedy moznosti je celkem b-b-...-b =

b(l
b) prostych

Podobn4 situace, jako vyse. Zobrazujeme-li vSak prvek 2, tak uz ho nemuzeme zobrazit na tentyz

prvek, na ktery se zobrazil prvek 1. Mdme tedy uz jen (b — 1) moznosti, kam ho zobrazit. Obecné
a-krat

méme (b—i+1) moznosti, kam zobrazit i-ty prvek. Celkem b-(b—1)-...- (b—a+1) = ﬁ =2
moznosti. Dulezita je podminka a < b, jelikoz jinak neexistuje zadn4 prostéd funkce z a do b.

c¢) bijekel

Témeér stejnd situace, jako u prostych funkci. Nyni dokonce musi a = b, jinak by bijekce nemohla
existovat. Dale vyuzijeme toho, ze pokud mame prostou funkci mezi stejné mohutnymi mnozinami,
tak uz se musi nutné jednat o bijekci. Stacéi tedy pouzit vzorec vyse pro prosté funkce a dosadit
a = b ¢imz ziskdme pocet moznosti a! = b!.

Pi#iklad 2 (Stafi zndmi).
Kolika zpusoby lze z n rozlisitelnych kulicek vybrat uspofddanou k-tici? A kolika neuspoirddanou? Co
kdyz jsou kulicky nerozlisitelné?

Znovu postupujeme vytvarenim usporadané trojice. Budeme postupovat po jednotlivych pozicich. Na
prvni pozici muzeme umistit n kulicek, na druhou n — 1 kuli¢ek a tak déle. Mame tedy (n’_li'k), moznosti.
Vsimnéme si nyni, Ze vlastné poc¢itdme vsechna mozné prosta zobrazen{ jednotlivych pozic {1,...,k} na
kulicky {1,...,n}. Jde o zobrazeni, nikoliv o jen tak ledajakou relaci, jelikoz kazdé pozici musime piiradit
vzdy praveé jednu kulicku. Prosté musi byt z toho duvodu, ze dvéma pozicim nemuzeme prifadit stejnou
kulicku. (Kulicka se nachdzi vzdy na nejvyse jedné pozici, nikoliv v superpozici.)

Pokud vybirame neuspoiradanou k-tici, tak vlastné vybirame néjakou podmnozinu. Podmnoziné totiz také
nezalezi na poradi, coz je pro nds nyni chténa vlastnost. Hledané ¢islo tedy ptimo odpovidé ¢islu (2)
Také si muzeme predstavit, ze spocitame nejprve vSechny usporadané k-tice a nasledné si vSimneme, Ze
kazd4 neuspofddang k-tice mé presné k! zpusobu, jak ji muzeme usporadat. Cislo (nii'}c)' tedy kazdou z
nasich neusporadanych k-tic zapocetlo pravé k! krat. Abychom tedy ziskali pocet vSech neusporadanych

k-tic, tak ¢islo (n%'k), podélime ¢islem k! a mame vyhréno..

Pokud jsou kulicky nerozliSitelné, tak mame vzdy jen jeden jediny zpusob, jak si vybrat k-tici. Kdybychom
vybrali jinych k kulicek, tak stejné nepozname rozdil.

Piiklad 3 (Uvazujeme kombinatoricky).
Dokazte kombinatorickou tvahou:

a) (x) = (")

Ukazeme, ze levd strana rovnice pocita objekty, které jednoznacné odpovidaji objektum, které pocita
¢islo na pravé strané. Méjme tedy mnozinu N = {1,...,n} z niz vybirdme k prvkové podmnoziny.
Kdyz levd strana rovnice zapoc¢itd mnozinu A = {x1,..., 2.}, tak to pfesné odpovidd pripadu,
kdy pravé strana rovnice zapoé¢itd mnozinu N \ A. Viimnéme si, ze viechny mnoziny typu N \ A
obsahuji pravé n—k prvkua. Mohli bychom si tedy predstavit, ze namisto pocitani vsech k prvkovych
podmnozin poéitdme vSechny jejich mozné dopliaky. Ty maji tedy vzdy n — k prvku a bude jich
piesné (nﬁk)

b) (1) =G+ (")
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Levé strana poéitd rovnou viechny k prvkové podmnoziny néjaké n prvkové mnoziny. Reknéme, ze
tato mnozina je N = {1,...,n}. Co po¢itd strana prava? Zafixujme si néjaky prvek € N. Nejprve
spocitdme vSechny k prvkové podmnoziny, které prvek x obsahuji. Téch je presné (Zj) jelikoz
odpovidaji vsem zpusobum, jak k prvku x dovybrat zbylych k — 1 prvku ze zbylych n — 1 prvku.
Nyni pojdme spoéitat véechny k prvkové podmnoziny, které neobsahuji prvek z. Jelikoz nechceme
vybrat x, tak mame uz jen n — 1 moznosti a musime vybrat k prvku. Vysledny pocet tedy odpovida
cislu (”El).
¢) Y=o () =2
Suma na levé strané pocita postupné vsechny O-prvkové podmnoziny, 1-prvkové, 2-prvkové a tak

déle az do n. Ve findle tedy spoc¢ita pocet viech moznych podmnozin néjaké n-prvkové mnoziny. A
tomuto poctu presné odpovidé ¢islo 2.

d) ZZ:O(_l)k(Z) =0
Co pocita suma na levé strané nyni? Je podeziele podobnd té sumé vyse, avsak obsahuje ¢len
(—1)*, ktery zpusobi, Ze mnoziny liché velikosti zapo¢teme se zadpornym znaménkem. Miizeme si
predstavit, ze tedy secteme vSechny podmnoziny sudé velikosti a poté ode¢teme vsechny podmnoziny
liché velikosti. Uz jsme si na predchozich cvi¢enich ukazali, ze sudych podmnozin je stejné jako téch
lichych a proto tedy nutné vyjde ¢islo 0. Pozor, ze rovnost neplati pro obecné n ale pouze pron > 1.

Piiklad 4 (Rozloz a spocitej).
Kolik existuje ruznych ekvivalenci na étyfech prvcich?

Vyuzijeme toho, ze kazda ekvivalence odpovida néjakému rozkladu podkladové mnoziny na tiidy ekviva-
lence. Postupujeme systematicky podle velikosti nejvétsi tiidy ekvivalence v rozkladu.

Mame-li nejvétsi tiidu velikosti 1, tak musi mit vSechny tiidy velikost 1 a existuje pouze jeden takovy
zpusob.

Ma-li nejvétsi tiida ekvivalence velikost 2, tak je situace zajimavéjsi. Mdame (3) zpusobu, jak vybrat,
kterd dvojice je v této nejvétsi tiidé. Nyni mohou nastat dva pripady pro kazdy takovy vybér. V jed-
nodussfm pifpadé jsou nevybrané prvky kazdy ve vlastn{ tiide, tedy mame dalsich () = 6 rozkladii. V
zapocitaji jednou nés z jejich pohledu. Takovych rozkladu je tedy %(3) =3.

Pokud ma nejvétsi tiida velikost 3, tak ji muzeme zvolit (3) = (‘11) = 4 zpusoby.

Zbyva uz jen jediny pripad, kde jsou vSechny prvky v jedné ekvivalenéni tiideé.

Celkem mame tedy 1+ 6+ 3+ 4+ 1 = 15 ekvivalenci.

Pi#iklad 5 (Kulicky a prihradky).

Kolik existuje moznosti, jak rozmistit n nerozlisitelnych kulicek do k rozlisitelnych piihradek? Co kdyz
zadnd prihradka nesmi byt prazdna?

Abychom vyftesili tento problém, tak se hodi vhodné si zakédovat konfiguraci kulicek a prihradek do
fetézce nul a jednicek. Mame-li napiiklad 4 piihrddky a 5 kulicek, tak konfiguraci ((o, o), (), (o), (o,0))
zakédujeme na tetézec 00110100. Jak toto kédovani funguje? Predstavime si, ze symboly 0 odpovidaji
kulickam a symboly 1 tvoii predély mezi jednotlivymi pfihrddkami. Vsimnéme si, ze toto kédovani je
vzajemné jednoznacné. Pokud mi nékdo poskytne kodovani 10100010, tak presné dokazi rekonstruovat
konfiguraci (), (o), (o, 0,0), (o). Tim jsme si problém zjednodusili, jelikoz nyni staci spocitat, kolika zptusoby
muzeme vytvorit fetézec s pravé n nulami a pravé k — 1 jednickami.

Kolik takovych fetézcu existuje muzeme spocitat nasledujici ivahou. Vsimneme si, ze vSechny Tetézce
maji délku n+k — 1. Jednotlivé pozice v fetézci s oznacime ¢isly {1,2,...,n+k —1}. Nyni kazdy retézec
obsahujici pfesné n nul muzeme reprezentovat vyctem pozic, na kterych se nuly nachédzeji. Napiiklad
Fetézec 10100010 bychom reprezentovali jako {2,4, 5,6, 8}. Chceme-li spocitat, kolik existuje fetézcu, tak
misto toho muzeme ekvivalentné spocitat, kolik existuje n prvkovych podmnozin n + k — 1 prvkové
mnoziny. Vysledkem je tedy ¢islo ("+:_1) = (":ﬁ;l).

Pokud zadna prihrddka nesmi byt prazdna, tak nejprve vlozime po jedné kulicce do kazdé z k prihradek.
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Nésledné pocitame pocet zpusobu, jak rozmistit n — k kulicek do k prihrddek a to uz umime spocitat.

Pi#iklad 6 (Sestavme si vladu).
Kombinatorickou tivahou vyjédrete vyraz >, _; k(}) bez pouziti sumy.

Tuto sumu je lehké spocitat, jakmile vyuzijeme vztahu k(Z) = n(rk‘j) Proc tento vztah plati? Levou

¢ast rovnice si muzeme predstavit, nasledovné: Pocitame vSechny zpusoby, jak si nejprve z n-prvkové
mnoziny vybrat k-prvkovou podmnozinu a nasledné z nf jesté vybrat jeden vyznamny prvek (méme k
moznosti, jak to provést). Stejné ¢islo vsak muzeme spocitat i tim zpusobem, Ze nejprve zvolime vyznacény
prvek z celé mnoziny (mdme celkem n moznosti, jak ho vybrat) a teprve pak dovybereme zbylé prvky
do té k-prvkové podmnoziny, kterou chceme vyrobit. Tohoto ,,dovyrobeni“ muzeme docilit celkem (Zj)
zpusoby, jelikoz nechceme znovu vybrat ten vyznacény prvek.

Vyzbrojeni vztahem vyse ziskame Y, k(}) = D5, n(z:i) =nd (Z:}) =n ZZ;S (";1) =n2n L
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