Resen{ piikladt z 1. cvika diskrétni matematiky 6.10.2025
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Definice. Rikdme, Ze ¢islo n déli ¢islo m beze zbytku a piSeme n | m, kdyz existuje celé é&islo k takové,
zen-k=m.

1 Dikazy

Pfiklad 1 (Suma mocnin dvojky).

Dokazte, ze pro kazdé n > 0 plati Z?:o 20 = ontl 1,

Nejprve ukazeme, ze vyrok plati pro n = 0. Mame tedy na levé strané rovnosti Z?:O 20 =20 = 1. Na
pravé strané 20071 — 1 =2 — 1 =1 a obé& strany se tedy rovnaji.

V indukénim kroku budeme predpokladat, ze vyrok plati pro néjaké m. Tedy ze pro m plati rovnost
ZZO 2¢ = 2™+l _ 1. Nyni chceme ukéazat, ze vyrok plati i pro nasledujici ¢len, tedy pro m + 1. Konkrétné

™t gi _ 9m+2 _ 1 Jak toho docilime?

chceme ukazat, ze > .~

Koukneme se, jak vypada leva strana rovnice vyse. Rozepsanim sumy na levé strané ziskame vyraz

m i
20
m+1 Z%:(’

Z 2t — 90 +21 4 ... 492m +277L+1
1=0

2777/+171

a dikdy piedpokladu vime, Ze plati rovnost ZZO 2t = 2m*l 1 a tedy mame 20 + 21 + ... 4 2m 42mFL =
gmtl poomtl ] —9.9m+tl 1 =92m+2 _ 1 coz jsme chtéli dokazat.

Priklad 2 (Délitelnost).
Indukef dokazte, Ze pro kazdé n > 0 plati 4 | (6n? + 2n).

Nejprve si uvédomime, Ze 4 | (6n2 + 2n) je ekvivalentny vyroku 3k € Z : 4k = 6n? + 2n.

Pron =0 mame 4 | (602 +2-0) tedy 4 | 0 coz plati, jelikoz za hledané k miizeme zvolit 0 a plati, Ze
4-0=0. (Z toho je vidét i obecnéjsi pozorovani, ze nulu déli cokoliv.)

Nyni prichézi na fadu indukéni krok. Indukénim predpokladem pro nas bude, ze pro néjaké m plati, ze:
4 | (6m? + 2m). Tedy vime, Ze existuje [ takové, ze 41 = 6m? + 2m.

Nagim cilem bude ukézat, ze 4 | (6(m+1)2+2(m~+1)). Jinymi slovy hleddme d takové, ze (6(m-+1)%+2(m+

1)) = 4d. RozepiSeme si tedy levou stranu rovnice na tvar 6m? +12m+6+2m+2 = 6m? +2m+12m+8.
4

Diky predpokladu mame 6m?2 + 2m+12m + 8 = 4l 4+ 4(3m) + 4 -2 = 4(1 + 3m + 2). Nagli jsme tedy
d =1+ 3m + 2 takové, ze 4d = (6(m + 1)? + 2(m + 1)), coz jsme chtéli dokazat.

Piiklad 3 (Sachovnice).
Méjme sachovnici o rozmeéru 2™ x 2", ve které chybi jedno libovolné policko. Dokazte, Ze ji lze zcela pokryt
kosti¢kami tvaru pismene L (zabirajici t¥i policka).

Rukou psany diikaz na posledni strance dokumentu.

Piiklad 4 (Sudé x liché).
Dokazte, ze pro kazdou neprazdnou n-prvkovou mnozinu plati, ze pocet vsech jejich podmnozin sudé
velikosti se rovna poctu vSech jejich podmnozin liché velikosti.

Pro prehlednost si oznac¢me [,, pocet lichych podmnozin libovolné n-prvkové mnoziny. Podobné oznacme
s,, pocet sudych podmnozin. (Pisi zkracené ,lichd podmnozina® a myslim tim ,podmnozina s lichym
poctem prvku*.)

Dobré je si uvédomit, ze pro libovolné dvé n-prvkové mnoziny bude [, stejné cislo. Tedy nezalezi, jestli
mnozina obsahuje n ¢isel nebo n jablicek. Zalezi ¢isté na poctu prvki. Stejny argument plati i pro s,,.

Vice info k cvi¢eni: https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/


https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/

Jelikoz uvazujeme pouze neprazdné mnoziny, tak nutné n > 1. V zédkladnim kroku tedy mame jednoprv-
kovou mnozinu {z} a jediné jeji podmnoziny jsou {z} a {} = 0. Tedy I, =1 = s;.

V indukénim kroku budeme predpokladat, ze pro néjaké m plati, ze libovolna m-prvkova mnozina splnuje,

ze l,, = s,,. Chceme ukdzat, Ze za tohoto predpokladu bude platit také {,,,, = s, ;.

Uvazme tedy libovolnou (m + 1)-prvkovou mnozinu M = {z,2,,...,2,,,Z,, .1} (tedy pro i # j mame
x; # a:j).

Rozdélime si podmnoziny na dvé skupiny dle toho, zda do nich nélezi x,, , ;, ¢i nikoliv. Nejprve spoctéme,
kolik mé (m + 1)-prvkova mnozina lichych podmnozin neobsahujicich prvek z,,. ;. Tento pocet odpovida
¢islu 1,,, jelikoz vSechny liché podmnoziny mnoziny {z,...,z,,} jisté neobsahuji prvek z,, ., a ziroven
jsou i podmnozinami mnoziny M.

Nyni vSak musime jesté zapocitat véechny liché podmnoziny, které prvek x,, ; naopak obsahuji. Takové
mnoziny lze ziskat jako sudé podmnoziny {x,...,z,,}, ke kterym pridame prvek z,,.,, ¢imz vznikne
lichd podmnozina mnoziny M. Tento pocet tedy odpovida s,,.

Jelikoz vSechny liché podmnoziny mnoziny M bud obsahuji prvek z,, ., nebo ho neobsahuji (zadna jina
moznost uz neni), tak jsme jisté zapocitali vsechny liché podmnoziny mnoziny M a jejich pocet je I, +5,,,.
Mizeme tedy slavnostné prohlasit, ze [, ., = {,, + s,,.

Cviceni: Ukazte, Ze podobnym argumentem lze odvodit, ze s,,, ., = s,,,+(,,. Z toho pak plyne s, ., =1, .1,
coz jsme chtéli dokazat.

Piiklad 5 (Teleskopicky soucin).
Dokazte, ze plati H?zl # =n+1 pro kazdé n > 1.

Stejny princip jako priklad 1, akorat misto sumy méame produkt. Tedy mame Hzlzl = % . % P CR

Vice info k cviceni: https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/


https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/

Ptiklad 3 (Sachovnice).

Meéjme Sachovnici o rozméru 2™ x 2", ve které chybi jedno libovolné policko. Dokazte, Ze ji lze zcela pokryt
kostickami tvaru pismene L (zabirajici t¥i policka).
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