Resen{ piikladi z 0. cvika diskrétni matematiky 29.9.2025

1 Vyroky

V nasledujicich prikladech uvazujeme mnozinu stati:
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M = {Francie, Némecko, Cesko, Slovensko}
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a necht V(z,y) je zkratka pro vyrok: ,Stit x vyvazi vino do statu y.“
Vztah V je znadzornén na diagramu vpravo.
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Priklad 1 (Pfekladani).
Vyjadrete vyroky v prirozeném jazyce matematickymi symboly a naopak:

(a) Slovensko vyvéazi vino do Francie. V' (Slovensko, Francie)
(b) Jy € M : V(Némecko, y) Existuje stat, do kterého Némecko vyvazi.

Piiklad 2 (Poradi kvantifikdtora).
Vyjadrete nasledujici vyroky slovy a nasledné urcete, zda jsou pravdivé ¢i 1zivé:

(a) Ve € M Jy € M : V(x,y) Vsechny staty nékam vyvazi. Musi z kazdé tecky jit Sipka ven. To neplati
kvili Slovensku.

(b) Yz € M Jy € M : V(y, z) Do kazdého statu nékdo dovazi. Musi vést sipka do kazdé tecky. To plati.

(¢c) 3z € M Yy € M : V(z,y) Existuje stat, ktery vyvazi do vSech statt. Musi existovat jedna tecka
ze které jdou Sipky do vSech tecek. Pozor, ze musi jit Sipka i do té tecky samotné. To plati diky
Francii.

(d) 3z € M Yy € M : V(y,z) Existuje stat, do kterého vSechny stéty vyvazi. Musi existovat jedna tecka
do které jdou sipky ze vsech tecek. To neplati. Pozor, ze i kdyby Némecko vyvazelo do Slovenska,
tak Slovensko vyrok stale nesplnuje, jelikoz nevyvazi samo do sebe.

Piiklad 3 (Dukazy).
O jisté mnoziné stati E jsme zjistili, ze spliujé:
1. Vee EVye E:V(z,y) = -V (y,x)
2. Vee EVye EVze E:V(x,y) ANV(y,z) = V(x,z)

(a) Zkuste formulovat podminky vlastnimi slovy. Spliiuje tyto podminky i mnozina M zminénd vyse?
Prvni podminka rika, ze kdyz jeden stat vyvazi do druhého, tak ten druhy nesmi vyvazet zpét.
Druha podminka znamend, ze pro kazdou trojici statu z,y, z plati, ze kdyz ten prvni vyvazi do
druhého a zaroven ten druhy vyvazi do tretiho, tak uz nutné vyvazi ten prvni do tretiho.

Na sipkach to znamena, ze kdyz mezi tfemi teckami nastane situace, kdy se da z prvni tecky dostat

po dvou sipkach s mezikrokem ve druhé tecce do té treti, tak nutné musi existovat i Sipka rovnou
z prvni tecky do té treti. Doporucuji nakreslit si obrazek

(b) Dokazte, ze v E neexistuje stat, ktery vyvazi vino sdm sobé. Dokdzeme sporem. Kdyby existoval
stat s, ktery vyvaz do sebe, tak plati V(s,s). Podminka jedna vSak k4, o vSech x,y Zze pokud
plati V(x,y), tak nutné neplati V(y, z). Pokud tedy zvolime x = s,y = s, tak dostaneme spor.

Vice info k cvi¢eni: https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/
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2 Mnoziny

Definice. Symetricky rozdil A A B definujeme jako mnozinu prvki, které jsou bud v A, anebo v B (ale
ne v Ai B zéroven).

Priklad 4 (Symetricky rozdil pomoci ostatnich operaci).
Zapiste mnozinu A A B pomoci mnozinovych operaci U, N, \. Nemusite vyuzit vechny uvedené operace.
Zkuste najit aspon dva zpusoby.

Jeden zpisob je: AAB=(AUB)\ (AN B)

Druhy zptsob je: AN B=(A\B)U(B\ A)

Piiklad 5 (Dvouprvkové podmnoZiny).
Megjme libovolnou mnozinu K. Uvazme vSechny jeji podmnoziny obsahujici pravé dva prvky. Jaké mnoziny
jsme z nich schopni vytvorit pomoci operace A? Jsme takto schopni zkonstruovat libovolnou podmnozinu
mnoziny K7

Nejprve je dobré, predstavit si néjakou konkrétni mnozinu. Treba K; = {1, 2, 3}. Poté zkusit postupné
vytvaret mnoziny ruzné velikosti.

Jaké jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny mnoziny K;? To jsou mnoziny {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, které
si pojmenujme A, B, C

Dokéazi z mnozin A, B,C pomoci operace /\ sestrojit prazdnou mnozinu? Dokézi sestrojit néjakou
jednoprvkovou mnozinu? Triprvkovou?

Kdyby K méla vice nez 3 prvky, tak ¢tyiprvkova mnozina jde vyrobit lehce. No a vlastné i Sesti-,
osmi- atd. prvkové. Vlastné dokazi vytvorit kazdou podmnozinu sudé velikosti.

Jaké mnoziny nam tedy nejdou vytvorit? Ty liché! Jak ale dokéazat, ze to tak opravdu je?

Je uzitecné si setadit a oc¢islovat prvky mnoziny K do vektoru (x4, ... z,,). Kazdou podmnozinu A C K,
pak miizeme vyjadrit jako vektor nul a jednicek kde na i-té pozici se nachazi 1 prave tehdy kdyz =, € K.

Napriklad pro K, by mnozina {1,3} odpovidala vektoru (1,0, 1) nebo zkracené 101.

Co déla operace A v jazyku téchto vektoru jednicek a nul?

Co ta operace A /A B déla je, ze provede operaci XOR na odpovidajicich si pozicich ve vektorech
mnozin A a B. S tim Ze tabulka pro XOR je:

a|b|®
0[0]O0
0]1]1
1101
1110

Co nés zajima je, jaky pocet jednicek bude obsazen ve vysledném vektoru mnoziny A A B? Dilezité
je, ze o vektorech mnozin A a B vime, ze obsahuji sudy pocet jednicek.

Pocitejme vysledné jednicky nasledovné: Nejprve spocitame kolik jich mize byt potencidlné, kdyby
se zadné nevykratily. Se¢tu pocet jednicek ve vektorech mnozin A a B a oznadim toto &slo k. Cislo k
je nutné sudé cislo, jelikoz vzniklo jako soucet dvou sudych ¢isel. To jsme se ale prepocitali a musime z
vysledné sumy k odedist ty vykrdcené jednicky. Ty se vSak pro kazdy index zkrati vzidy obé dvé (tedy
jeden par pro kazdy index, na kterém se jak v A, tak i v B nachazela jednicka). Tim pddem celkem
odecteme sudé ¢islo od k a tim ziskdme nutné zase sudé ¢islo.

Priklad 6 (Operace na mnozinach).
Urcete maximalni pocet riznych mnozin, které mizeme ziskat z mnozin A, B aplikovanim operaci U, N, \.
Operace muzete opakovat i kombinovat. Stejné tak muzete libovolnou z mnozin pouzit vicekrat.

Zde je uzitecné, nejprve si nakreslit Vennuv diagram mnozin A a B.

Na diagramu uvidime tii razné segmenty, ze kterych je mozné vysledné mnoziny skladat — prvky
pouze z A, prvky pouze z B a prvky pattici zaroven do A i do B.

Zadny jiny segment uz pouzitim vyjmenovanych operaci ziskat nemtizeme.

Libovolna mnozina vytvorena operacemi vyse je pak kombinaci nékterych ze tii segmentu z diagramu.
Jelikoz kazdy segment bud miizeme vyuzit nebo nevyuzit, tak mame pro kazdy segment 2 moznosti a
tedy celkem 23 = 8, moznosti.

Vice info k cvi¢eni: https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/
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