8. cviceni z diskrétni matematiky 24.11.2025

Definice. Pro ndhodnou veli¢inu X definujeme jeji rozptyl jako Var(X) = E[(X — E[X])?].

Véta (Markovova nerovnost).
E[X]

Necht X je nezdporna ndhodna velicina a ¢t > 0. Potom plati: Pr(X >t) < ==

Piiklad 1 (Hazard se ne/vypldci).

Podivna existence v kdpi vam nabidla nasledujici hazardni hru se dvéma férovymi Sestisténnymi kostkami:
Nejprve si zvolite piirozené ¢islo n. Nasledné zaplatite jeden zlaty a hodite kostkami. Padne-li na kostkach
soucet hodnot n, tak vyhravate n zlatych. V opacném piipadé nedostanete nic.

a) Popiste pravdépodobnostnf prostor, ve kterém se hra odehrdva?

b) Navrhnéte ndhodnou veli¢inu, kterd bude odpovidat vasemu ziskanému finanénimu obnosu, pokud
za n zvolite 7. Jakd je jeji stfedni hodnota?

¢) Najdéte viechny mozné hodnoty n, pro které se vdm tato hra vyplati.
Piiklad 2 (VAnoéni veéirek).

Na vanocni vecirek piislo n lid{ a kazdy pfinesl jeden dérek. Darky ndhodné rozdélime mezi icastniky.
Jakd je stfedni hodnota poctu lidi, ktefi dostanou svij vlastni darek?

Piiklad 3 (Mince opét na scéné).

Uvahou urcete, kolikrat je potieba hodit férovou minci tak, aby:
a) Stfedn{ hodnota poé¢tu orlu byla 5
b) Pravdépodobnost, Ze padne alespon 5 orlu byla presné %

Piiklad 4 (Uzite¢ny vzorecek).
Dokazte, ze plati rovnost E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])?

Priklad 5 (Zakladni rozdéleni).
Pro n.v. X z néasledujicich pravdépodobnostnich rozdéleni spocitejte pravdépodobnosti jednotlivych hod-
not, jeji stfedni hodnotu a rozptyl:

a) Bernoulliho: X je 1 s pravdépodobnosti p, jinak 0
b) Binomické: X je soucet n ndhodnych nezavislych veli¢in s Bernoulliho rozdélenim
¢) Geometrické: X je pocet Bernoulliho pokust, dokud nedostaneme 1

Piiklad 6 (Zajeci umysly).

Na palouku panéckuje n zajicu. Najednou se priplizi n mysliveu, kazdy z nich zamii{ na jednoho ndhodné
vybraného zajice a zastieli ho.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze aspon jeden zajic prezije?
b) Jakd je stfedni{ hodnota prezivsich zajicu?
Piiklad 7 (Promiite, uz se nevejdete).
Dopravni podnik na jedné autobusové lince spustil pocitani cestujicich. Spocital, ze pri vyjezdu z vybrané

zastavky se v autobuse vyskytuje prumérné 8 cestujicich. Autobus mé kapacitu 40 lidi. Co muzeme fici
o pravdépodobnosti, Ze po obslouzeni této zastdvky bude autobus plny (nebo dokonce ptreplnény)?

Piiklad 8 (Nezavislost dopliki). o
Dokazte, ze pokud jsou jevy A a B nezavislé, tak jsou i jevy A a B = Q\ B nezdvislé.

Piiklad 9 (Boj o nezavislost).
Najdéte na pravdépodobnostnim prostoru (€2, P), kde Q == {0,1}® a Vw € Q : P(w) = 55 jevy 4, B,C
pro které plati P(ANBNC) = P(A) - P(B)- P(C), ale neplati P(AN B) = P(A) - P(B).

Vice info k cvi¢eni: https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/
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