
8. cvičeńı z diskrétńı matematiky 24.11.2025

Definice. Pro náhodnou veličinu X definujeme jej́ı rozptyl jako Var(X) := E[(X − E[X])2].

Věta (Markovova nerovnost).

Necht’ X je nezáporná náhodná veličina a t > 0. Potom plat́ı: Pr(X ≥ t) ≤ E[X]
t .

Př́ıklad 1 (Hazard se ne/vypláćı).
Podivná existence v kápi vám nab́ıdla následuj́ıćı hazardńı hru se dvěma férovými šestistěnnými kostkami:
Nejprve si zvoĺıte přirozené č́ıslo n. Následně zaplat́ıte jeden zlatý a hod́ıte kostkami. Padne-li na kostkách
součet hodnot n, tak vyhráváte n zlatých. V opačném př́ıpadě nedostanete nic.

a) Popǐste pravděpodobnostńı prostor, ve kterém se hra odehrává?

b) Navrhněte náhodnou veličinu, která bude odpov́ıdat vašemu źıskanému finančńımu obnosu, pokud
za n zvoĺıte 7. Jaká je jej́ı středńı hodnota?

c) Najděte všechny možné hodnoty n, pro které se vám tato hra vyplat́ı.

Př́ıklad 2 (Vánočńı več́ırek).
Na vánočńı več́ırek přǐslo n lid́ı a každý přinesl jeden dárek. Dárky náhodně rozděĺıme mezi účastńıky.
Jaká je středńı hodnota počtu lid́ı, kteř́ı dostanou sv̊uj vlastńı dárek?

Př́ıklad 3 (Mince opět na scéně).
Úvahou určete, kolikrát je potřeba hodit férovou minćı tak, aby:

a) Středńı hodnota počtu orl̊u byla 5

b) Pravděpodobnost, že padne alespoň 5 orl̊u byla přesně 1
2

Př́ıklad 4 (Užitečný vzoreček).
Dokažte, že plat́ı rovnost E[(X − E[X])2] = E[X2]− (E[X])2

Př́ıklad 5 (Základńı rozděleńı).
Pro n.v. X z následuj́ıćıch pravděpodobnostńıch rozděleńı spoč́ıtejte pravděpodobnosti jednotlivých hod-
not, jej́ı středńı hodnotu a rozptyl:

a) Bernoulliho: X je 1 s pravděpodobnost́ı p, jinak 0

b) Binomické: X je součet n náhodných nezávislých veličin s Bernoulliho rozděleńım

c) Geometrické: X je počet Bernoulliho pokus̊u, dokud nedostaneme 1

Př́ıklad 6 (Zaječ́ı úmysly).
Na palouku panáčkuje n zaj́ıc̊u. Najednou se připĺıž́ı n myslivc̊u, každý z nich zamı́̌ŕı na jednoho náhodně
vybraného zaj́ıce a zastřeĺı ho.

a) Jaká je pravděpodobnost, že aspoň jeden zaj́ıc přežije?

b) Jaká je středńı hodnota přeživš́ıch zaj́ıc̊u?

Př́ıklad 7 (Promiňte, už se nevejdete).
Dopravńı podnik na jedné autobusové lince spustil poč́ıtáńı cestuj́ıćıch. Spoč́ıtal, že při výjezdu z vybrané
zastávky se v autobuse vyskytuje pr̊uměrně 8 cestuj́ıćıch. Autobus má kapacitu 40 lid́ı. Co můžeme ř́ıci
o pravděpodobnosti, že po obsloužeńı této zastávky bude autobus plný (nebo dokonce přeplněný)?

Př́ıklad 8 (Nezávislost doplňk̊u).
Dokažte, že pokud jsou jevy A a B nezávislé, tak jsou i jevy A a B = Ω \B nezávislé.

Př́ıklad 9 (Boj o nezávislost).
Najděte na pravděpodobnostńım prostoru (Ω, P ), kde Ω := {0, 1}3 a ∀ω ∈ Ω : P (ω) = 1

23 jevy A,B,C
pro které plat́ı P (A ∩B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C), ale neplat́ı P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Vı́ce info k cvičeńı: https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/
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