1. cviceni z diskrétni matematiky 6.10.2025

Definice. Rikdme, Ze ¢islo n déli ¢islo m beze zbytku a piSeme n | m, kdyz existuje celé ¢islo k takové,
zen-k=m.

Definice. Definujeme Fibonacciho posloupnost jako F, =0, F; =l aprokazdéi >2: F; =F, |+ F,_,.

1 Dikazy

Priklad 1 (Suma mocnin dvojky).

Dokazte, ze pro kazdé n > 0 plati Z?:o 20 = ontl 1,

Priklad 2 (Délitelnost).
Indukef dokazte, Ze pro kazdé n > 0 plati 4 | (6n? + 2n).

Piiklad 3 (Sachovnice).
Méjme sachovnici o rozmeéru 2" x 2™, ve které chybi jedno libovolné policko. Dokazte, zZe ji lze zcela pokryt
kostickami tvaru pismene L (zabirajici tii policka).

Priklad 4 (Sudé x liché).
Dokazte, ze pro kazdou neprazdnou n-prvkovou mnozinu plati, ze pocet vsech jejich podmnozin sudé
velikosti se rovna poctu vSech jejich podmnozin liché velikosti.

Piiklad 5 (Teleskopicky souéin).

Dokaiite, Ze platf [, %+ =n + 1 pro kazdé n > 1.

Piiklad 6 (Nuly vedle sebe nechceme).

Ukazte, ze pocet posloupnosti nul a jednicek délky n takovych, ze neobsahuji dvé nuly bezprostiedné
vedle sebe, je roven F) .

Piiklad 7 (Suma Fibonacciho ¢éisel).
Dokate, ze pro kazdé n > 0 plati Y. F, = F,,, — L.

Piiklad 8 (Neexistence cykla).
O jisté mnoziné statt E jsme zjistili, ze spliujé:
1. Vee EVye E:V(z,y) = -V(y,x)
2. Vee EVye EVze E:V(x,y) ANV(y,z) = V(x,z)

Dokaite, Ze v E neexistuje posloupnost statu z, ..., x, t.z. V(zg,z1) A V(z,29) Ao AV (2,1, 2,,) kde
xo = xn.

Priklad 9 (Prvocisla).
Dokazte, ze prvocisel je nekoneéné mnoho.

2 Hadanky

Piiklad 10 (Rovnoramennda viha).

Mame k dispozici rovnoramennou vahu a 9 minci. Jedna z minci je ovsem falesna, coz se pozna tak, ze
je leh¢i nez ostatni mince, které vazi vSechny stejné. Na kolik nejméné vazeni dokazeme zjistit, kterd z
minci je falesna?

Priklad 11 (Topinky).

Jakozto chudy student nemajici dost penéz na topinkovac si smazime topinky na panvi. Opéci jednu
stranu topinky trva 5 minut. Na panev se vejdou soucasné nejvys dva krajice. Jak dlouho bude trvat
opeceni ti{ krajici chleba? Jak dlouho bude trvat opéct n krajict chleba?

Vice info k cvi¢eni: https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/


https://kam.mff.cuni.cz/~hartmaj/

	Důkazy
	Hádanky

