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Kapitola 1

Uvod

1.1 Motivace a obsah prace

Préce se zabyva problematikou pokryti grafii (graph coverings), neboli grafo-
vych homomorfismii, jez zachovavaji stupné vrcholi a rozdilnost sousedii vrcholu.

Jednou z prvnich aplikaci pokryti grafti je konstrukce nekone¢né mnoha tii-
regularnich grafti, jejichz grupa automorfismii je tranzitivni na cestach délky pét.
Uvedené konstrukce je popsana v monografii [1].

Dalsi pouziti pokryvani grafii je v oblasti zkoumani projektivné rovinnych
grafu. Tato tfida graft je podtiidou grafd, u nichz existuje pokryti rovinnym gra-
fem, navic je znamo, Ze pro tuto t¥idu existuje kone¢né mnoho zakazanych minor.
Byla vyslovena hypotéza, ze tyto dvé tridy jsou shodné, neboli kazdy graf, jez po-
kryva néjaky rovinny graf, je zaroven projektivné rovinny.

Kromé téchto aplikaci pokryti byla formulovana tloha H-COVER, jejimz

1



Kapitola 1. Uvod 2

vstupem je graf G a vystupem odpovéd na otézku: ”Existuje pokryti grafu H
grafem G?7”

V ¢lanku [2] je dokdzano, Ze pro k-reguldrni hranoveé [% + 1]-souvislé a pro
k-regularni hranové k-barevné grafy H patii problém H-COVER do tridy NP-
uplnych uloh. Pti diikazu téchto vét bylo pouzito novych pojmit, a to ¢astecného
pokryti, rozpusténi vrcholu v grafu a solidniho grafu. Jednim z dtsledkt dikazu
je fakt, ze pro k > 2 je tfida k-reguldrnich solidnich grafi podtfidou tiidy grafi,
pro néz je problém H-COVER NP-uplny.

Tato prace se ve své prvni poloviné zabyva vlastnostmi graft, které se na-
vzajem pokryvaji. Druha polovina je vénovana vlastnostem c¢astecného pokryti a
predevsim hranové souvislosti solidnich graft.

K hlavnim vysledktim této prace patii diikaz solidnosti hranovée [% + 1]-
souvislych k-regularnich graft spolu s ukazkou adekvatnosti pozadavku Lg +1]-
souvislosti pro k délitelné ¢tyfmi. Tim je problém hranové souvislosti solidnich
graftl pro uvedenou tiidu grafii vyresen.

V praci je poprvé v kontextu pokryti predveden dikaz véty, ze za predpokladu
existence uplného pokryti mezi dvéma obecnymi grafy je kazdé castecné pokryti

zaroven uplnym pokrytim.

1.2 Clenéni prace

Préce je clenéna do sedmi kapitol.

V druhé kapitole jsou podany definice pojmi pouzitych v této praci a také
znéni nékolika vét z teorie grafl, jejichz dusledky jsou v této praci vyuzivany.

Treti kapitola se zabyva vlastnostmi grafii, o nichz je znamo, ze se pokryvaji.

Ctvrté kapitola pfinsi koncept stupiiového rozdéleni vrcholt grafu a na jeho
zékladé zkouma matice sousednosti a matice rozdéleni grafi. V zavéru kapitoly je

popsana zavislost vlastnich c¢isel pokryvaného a pokryvaciho grafu.
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Pata kapitola se zbyva konstrukci grafd, jez maji pokryvat dané regularni
grafy.

Sest4 kapitola se zabyva problematikou ¢asteé¢ného pokryti a solidnich grafd.
Mimo jiné je zde rozebrana hranova souvislost solidnich grafti a ukazana ekviva-
lence castecného a uplného pokryti pro grafy, mezi nimiz existuje pokryti.

Sedma, zavérecna kapitola obsahuje shrnuti celé prace a také priklady trid

graft, pro néz je problém H-COVER polynomialni, respektive NP-tuplny.



Kapitola 2

Definice a znaceni

Zde uvadime pouzité znaceni matematickych objektd a definice zakladnich

pojmu.

2.1 Grafy, zobrazeni a matice

Nejprve zopakujeme nékolik pojmi z teorie grafa.
Definice 2.1: Graf je dvojice (V, E), kde V je koneéna mnozina nazyvang

mnozinou vrcholti a E je mnozina hran na téchto vrcholech, neboli mnozina neu-
%
2

Pro grafy budeme pouzivat obvykle pismena G a H. Z definice plyne, ze grafy

sporadanych dvojic. Formalné Ize psat E C

jsou vesmeés prosté, Cili bez smycek a nasobnych hran.
Vrcholy grafu obvykle znac¢ime u,v,w, mnozinu vrcholi grafu G znacime
V(G), pro uspornost nékdy Vg, resp. pouze V, a to v pfipadé, Ze nemize do-

jit k zdméné s mnozinou vrcholi jiného grafu.
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Kapitola 2. Definice a znaceni )

Podobné hrany grafu znac¢ime obvykle e a pro mnozinu hran grafu GG pouzi-
vame symboly E(G), E¢g, popfipadé pouze E.

Plati-li, ze vrcholy u a v jsou spojeny hranou e, potom piSeme (u,v) = e a
plati u € e,v € e.

Definice 2.2: Rikdme, Ze graf G je podgrafem grafu G, jestlize plati:
V(Go) CV(G) E(Go) € E(G).

Je-1i Vi podmnozina mnoziny vrcholii grafu G, potom podgraf grafu G indukovany

vrcholy Vi je graf G, = (V1, Ey), kde

E(Gy)=EG)N (V(§1)> :

Podobné je-li E; podmnozina mnoziny hran grafu G, potom podgraf grafu G
indukovany hranami Es je graf Go = (Va, E»), kde

Vo ={u:3Je € Ey,u€ e}

Uvedené indukované grafy dale znac¢ime symboly G|y, a G|g,.

Definice 2.3: Orientovany graf je dvojice (V, E) = (V(G), E(G)), kde V(G)

je kone¢nd mnozina vrcholi a E(G) je mnozina orientovanych hran na téchto

vrcholech, neboli mnozina usporadanych dvojic, jiz miizeme formalné nadefinovat:
E(G) € (V(G) x V(G) \ {[u,u] : Vu € V(G)}.

Orientované grafy oznacujeme symboly G , H. V orientovaném grafu znac¢ime
orientovanou € hranu z vrcholu u do v pomoci hranatych zavorek, t.j. [u,v] = €.
Definice 2.4: Pro vrchol u grafu G znac¢i symbol degg(u) stupen vrcholu
v grafu G a plati:
dega(u) = |{e: e € E(G),u € e}|.
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—

Podobné pro u € V(G) znamena indegs(u), resp. outdegs(u), vstupni, resp.

vystupni, stupen vrcholu v grafu G a plati:
indegg(u) = |{€: €€ EG),Jv e V(G):é=[v,ul}l,

outdegs(u) = |{€: €€ B(G),3v € V(G): &= [u,v]}].

V textu budeme pouzivat nasledujici symboly pro specialni druhy graft:

Definice 2.5: Symbol C), znaci cyklus délky n, neboli graf definovany:
V(Ch) ={ur,.yun =up}, E(Cr) = {(ui—1,u;) : Vi € {1,...,n}}.

Symboly K, a K, , oznacuji uplny graf na n vrcholech a uplny bipartitni graf,

kde velikost partit je rovna n a plati:

V(K = {ur, oo un}, E(Ky) = (V(fn)) ,

V(Kmn) = {t1, s Umetn }s
E(Kpn) ={(ui,u;):Vi=1,..,mVj=m+1,...,m+n}.

Definice 2.6: Cesta v grafu G spojujici vrchol uy s vrcholem u,, je posloup-
nost vrcholi a hran z G: (uy,uz,...,Up—1,uy,) takova, ze pro Vi = 2,...,n plati:
(ui—1,u;) € E(G) a kazdy vrchol z V(G) se v této posloupnosti vyskytuje nejvyse
jednou, neboli Vj # i : u; # u,.

Definice 2.7: Graf G je hranové k-souvisly, jestlize kazdé dva vrcholy spojuje
k hranové disjunktnich cest, neboli pro cesty (uj,us,...,uy) a (uy,ub, ..., u,) jsou
mnoziny E(G|((uy us,....un)) & E(Gl((urus,....un)) disjunktni. Graf G je vrcholové k-
souvisly, paklize kazdé dva vrcholy spojuje k cest, které jsou, az na koncové vrcholy,
disjunktni. Hranovou souvislost budeme zkracené zapisovat jako e-souvislost, vr-

cholovou potom v-souvislost.
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Souvislym grafem rozumime 1-souvisly graf, neboli takovy graf, kde kazdé dva
vrcholy spojuje alespon jedna cesta.

Definice 2.8: Komponenta souvislosti je vzhledem k inkluzi maximalni sou-
visly podgraf.

Artikulace je takovy vrchol, jehoz odebranim se zvysi pocet komponent grafu.

Most je takova hrana, jejimz odebranim se zvysi pocet komponent grafu.

Hranovy fez je takovd mnozina hran E' C E(G), pro niz ma graf G|ga)\ e/
vice komponent, nez graf G. Podobné vrcholovy fez je mnozina vrcholi V! C V(Q)
spliiujici podminku, Ze graf G|y (g)\v+ ma vice komponent, nez graf G.

Pri zkoumani souvislosti graft budeme casto pouzivat disledky Mengerovy a
Ford-Fulkersonovy véty, jejichz dikaz lze nalézt v [4].

Véta (Menger): Graf G je hranové k-souvisly pravé tehdy, je-li velikost
minimalniho hranového fezu vétsi nebo rovna k.

Véta (Ford-Fulkerson): Graf G je vrcholové k-souvisly pravé tehdy, je-li
velikost minimalniho vrcholového fezu vétsi nebo rovna k.

Dale budeme potiebovat nékolik pojmu z algebry.

Pismena f, g budou standardné oznacovat zobrazeni, obvykle mezi mnozinami
vrcholu grafti. Symbol f o g znamena sloZeni zobrazeni f a g, tedy (f o g)(x) =
f(g(x)). Pomoci id zna¢ime identické zobrazeni.

Definice 2.9: Zobrazeni f : V(G) — V(H) je grafovy homomorfismus,
jestlize plati: (u,v) € E(G) = (f(u),f(v)) € E(H). Prosty homomorfismus
f:V(G) — V(G) nazyvame automorfismem.

N, R a C oznacuji po fadé mnoziny prfirozenych, realnych, a komplexnich
¢isel. Dale N" znad¢i n-rozmérny vektorovy prostor nad prirozenymi ¢isly. Plati-
li pro vektor z : z € N, pigeme téz x = (1,2, ..., T,,). Symbol N"*™ oznacuje
prostor matic prirozenych ¢isel s n fadky a m sloupci. Matice ¢isel znacime velkymi

pismeny, jejich prvky potom malymi, a;; = (A4);.
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Podobnym zptisobem definujeme R, C",R™*" C"*™. Vzhledem k NC R C
C vnimame vektor, resp. matici pfirozenych cisel podle potieby jako vektor, resp.
matici redlnych a popiipadé komplexnich ¢isel.

Definice 2.10: Jednotkovou matici znacime I a pro jeji prvky plati (I);; = 1,
jinak (I);; = 0.

Definice 2.11: Pro graf G je Ag matice sousednosti grafu GG, neboli ocislu-
jeme-li V(G) = {uy, ..., un}, potom plati Ag € N"*" ag;; =1 & (u;,u;) € E(G),

jinak aGij =0.

2.2 Pokryti a ¢astecné pokryti

Definice 2.12: Rikdme, Ze graf G pokryva graf H, jestlize existuje zobrazeni
f:V(G) — V(H), jez spliuje nasledujici tfi podminky:
(1) Vu,v € V(G) : (u,v) € E(G) = (f(u), f(v)) € E(H),
(2) Vu € V(G) : dega(u) = degn (f(u)),
(3) Y(u,v), (u,w) € E(G) : f(v) # f(w).

Zobrazeni f nazyvame pokrytim grafu H grafem G. Graf G budeme nazyvat
pokryvaci graf, grafu H budeme fikat pokryvany graf.

Pro své vlastnosti se pokryti také nazyva ”lokalni izomorfismus”.

Na nésledujicim obrazku uvadime ptiklad pokryti grafu H grafem G. Pokryti
je definovano pomoci ¢isel u vrchold grafii: ¢isla u vrcholid grafu G udavaji, na

které vrcholy z H se pokrytim zobrazi.
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Obr. 1: Priklad pokryti grafu H grafem G

Poznamenejme, ze pti zkoumani pokryti neni podstatné, je-li pokryvajici graf
G souvisly. V pfipadé, Ze neni, zkoumame pokryti postupné na jeho komponen-
tach souvislosti. Pro pokryvany graf H je jiz v nékterych problémech podminka
souvislosti podstatna. Proto dale graf G povazujeme bez jmy na obecnosti za
souvisly, avSak potfebujeme-li pro platnost nékterych tvrzeni souvislost grafu H,
je vyslovné uvedena.
Nyni uvedeme nékolik trividlnich disledkd pro zobrazeni f, jez je pokrytim
grafu H grafem G:
1. Zobrazeni f je grafovy homomorfismus, nebot podminka (1) je definici homo-
morfismu.
2. Je-li (u,v) € E(G), pak f(u) # f(v). Plyne z faktu, ze graf H je beze smycek.
3. Kazdy automorfismus grafu G je zaroven pokrytim grafu G' sebou samym.
4. Pokryva-li graf G; graf G5 a zaroven graf Go pokryva graf G, pak také graf
GG1 pokryva graf Gs.
Dukaz: SloZenim pokryti f1 : G; — G2 a fo : Go — (3 ziskdme zobrazeni
fao fi1: Gy — G3. Toto zobrazeni je pokryti, nebot:
(1) (u,v) € E(G1) = (fi(u), 1(v)) € E(G2) = (f20 fi(u), f20 f1(v)) €
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E(G3),

(2) dega, (u) = dega, (f1(u)) = dega, (f2 o fi(u)),

(3) (u,v), (u,w) € E(G1) = fi1(v) # fi(w), tedy plati
(f1(w), f1(v)), (f1(w), fr(w)) € E(G2) a zéroven

(f1(u), f1(v)) # (f1(u), fr(w)), takze fy 0 f1(v) # fa o fi(w). [
5. Je-li f pokryti grafu H grafem G a dale existuje g # id automorfismus grafu

H, potom go f je také pokryti grafu H grafem G, rtizné od f.

Definice 2.13: Pokryva-li graf G graf H, definujeme na V(G) pokryvaci
ekvivalenci ~ nasledovné: uj,us € V(G) : uy ~ us < f(u1) = f(uz). Déle
pro vrcholy v € V(H) definuji tiidy pokryvaci ekvivalence V,(G) = {u : u €
V(G), f(u) = v}.

Definice 2.14: Zobrazeni f : V(G) — V(H) nazyvame castecné pokryti
grafu H grafem G, jestlize spliiuje:

(1) Yu,v € V(G) : (u,v) € BE(G) = (f(u), f(v)) € E(H),
(2) Vu € V(G) : dega(u) < degn(f(u),
(3) V(u,v), (u,w) € E(G) : f(v) # f(w).
Plati, Ze kazdé pokryti je i ¢astecné pokryti, nebot podminky (1), (3) z definic

jsou shodné, podminka (2) je u ¢astecného pokryti obecnéjsi.



Kapitola 3

Vlastnosti pokryti

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi grafi, o nichz vime, ze se

navzajem pokryvaji. Neni-li uvedeno jinak, znaci f pokryti grafu H grafem G.

3.1 Barevnost

Pozorovani: Pokryva-li graf G graf H, potom pro barevnost grafii plati
x(G) < x(H).

Dukaz: Jsou-li f pokryti a gy obarveni grafu H pomoci x(H) barev, je
gc = gm o f obarveni grafu G také pomoci y(H) barev. Proto plati uvedena
nerovnost. 0

Podotykame, ze v konkrétnich prikladech se miize vyskytnout i ostra nerov-

nost, napt. cyklus Cg pokryva Cs, zatimco x(Cg) = 2 < 3 = x(Cs).

11
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3.2 Surjektivita pokryti

P1i zkoumani pokryti bude hrat dtlezitou roli nasledujici lemma, které nam
umozni vyhledavat v pokryvacim grafu sousedici vrcholy, a to podle sousednosti
jejich obrazti v pokryvaném grafu. Uvedené lemma nejdiive pouzijeme pro dikaz
surjektivity pokryti pro souvislé grafy H.

Lemma 3.1: Budu € V(G), v = f(u), (v,v") € E(H). Pak existuje pravé
jeden v’ € V(G) tak, ze (u,u’') € E(G) a f(u') ="

Dukaz: Oznacime-li Sg, podgraf v G, jez obsahuje vSechny hrany vedouci
z vrcholu u (hvézda v G se stfedem u), potom je fly (s, ,) bijekce na V(Sy f(u))-
Z definice pokryti plyne, Zze je ze (3) je prostd, ze (2) surjektivni. Vrchol v' €
V(SH,f(u)) a hledany vrchol v’ je jeho vzorem. O

Dusledek 3.2: Nyni muzeme dokéazat: pokud je graf H souvisly, potom je
kazdé pokryti f : G — H surjektivni homomorfismus.

Dukaz: Dokazeme, Ze libovolny vrchol v € V(H) je obrazem néjakého vrcholu
z V(G). Budiz ug vrchol grafu G a vy = f(ug) jeho obraz. Graf H je souvisly, a
proto existuje cesta (vg, vy, ..., v, = v) spojujici vrcholy vy a v. Aplikaci predcho-
ziho lemmatu mohu najit v grafu G posloupnost vrchola (ug,u1, ..., u,) takovou,
ze f(u;) = v; pro vSechna ¢ = 1,...,n. Odtud pro vrchol w,, plati f(u,) = v, = v,
coz bylo dokazati. 0

7 predchoziho disledku také vyplyva, ze je-li graf G souvisly, potom kazdé

pokryti grafu G sebou samym je automorfismus.

3.3 ZuzZeni pokryti

Pozorovani: Pokryva-li graf G souvisly graf H a H; je podgraf H, potom
v grafu G existuje podgraf G, ktery pokryva H;.



Kapitola 3. Vlastnosti pokryti 13

Dukaz: Vezmeme-li f, jako zobrazeni E(G) — E(H) definované f.((u,v)) =
(f(u), f(v)), pak plati, ze f je surjektivni, nebot graf H je souvisly a odtud je
zobrazeni f, surjektivnim homomorfismem. Hledany graf G; = G| FoL(E(HY)) I€
diky surjektivité zobrazeni f. neprazdny. 0

Je-li H; souvisly, miizeme téz pozadovat souvislost grafu G, pak za Gy vy-
bereme jednu z komponent souvislosti grafu G|s-1(g(m,))-

Podobné plati, ze je-li H; indukovany podgraf v grafu H, pak G; bude téz
indukovany v grafu G' a mizeme jej nadefinovat G1 = G|-1(v(m,)), neboli beze
zmeény smyslu zobrazeni f.

Definice 3.3: Necht [ je pokryti souvislého grafu H grafem G a existuje
takova mnozina vrcholii {uy,us,...,ujv ()} € V(G), ze pro Vi # j plati f(u;) #
f(u;), potom tuto mnozinu nazyvame podvzorem grafu H v grafu G a znacime
V(G)H.

Je na misté podotknout, Ze pro nesouvisly graf H by zadna takova mnozina
nemusela existovat a definice podvzoru V(G)# by pak neméla smysl. Pro takové
grafy lze pro komponentu, jez obsahuje alespon jeden vrchol z oboru hodnot po-
kryti, nadefinovat podvzor komponenty souvislosti H v grafu G.

Lemma 3.4: f|y(g)u je bijekce.

Diikaz: Z definice f je prosté na V(G), déle V(G)" a V(H) jsou kone¢né
a |[V(G)?| = |V(H)|, pak f je surjektivni a tedy bijekce. O

Znageni: Mnozinu V(G)\V(G)¥ nazyvame doplitkem podvzoru H v G a
budeme ji znagit V(G)7

V nésledujicim lemmatu tvrdime, ze hrany mezi V(G)7 a V(G)" mitzeme
rozdélit do paru tak, ze obé hrany v paru se zobrazi na spolecnou hranu z E(H).

Na obrazku pak vidime graf se zaménitelnymi hranami a situaci po zaméné.
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V(G)!

Obr. 1: Zaména hran

Lemma 3.5: V(u,v) € E(G), u € V(G)H, v e V()T : 3(u/,v') € E(G)
v e VG, W € V(G)T, kde f(u) = f(u), f(v) = f(v).

Ditkaz: Protoze plati f(u) # f(v), musi diky bijekci V(G)# — H existovat
vrchol v € V(G)H takovy, ze f(v') = f(v). Dale hrana (u,v’) ¢ E(G), nebot
by hrany (u,v’) a (u,v) byly ve sporu s podminkou (3) definice pokryti. Podle
lemmatu 3.1 pro vrchol v a hranu (f(v'), f(u)) = (f(v), f(u)) € E(H) musi
existovat vrchol u’ takovy, ze (u',v") € E(G) a f(u') = f(u). Vzhledem k bijekci
f na V(G) a predpokladu v € V(G)" nutné v’ € V(G)7. O

Znaceni: Hrany z predchoziho lemmatu nazyvame zaménitelné.

Definice 3.6: Necht f je pokryti grafu H grafem G a V(G)* je podvzorem
H v (. Pak definujeme odtrzeni grafu H od grafu G, znacime G = Ga H , takto:

1L V(G)= V() V(H)=V(G)H,

2. pro (u,v) € E(G) plati jedna z moznosti:
a) u,v € V(H), pak necht (u,v) € E(H),

b) u,v € V(G), pak necht (u,v) € E(G),
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¢) uc V(H),v € V(G), pak podle lemmatu 3.4 existuje hrana (u',v') za-
ménitelnd s (u,v) a necht tedy (u,v') € E(H), (v,u') € E(G).

Lemma 3.7: Pokryva-li graf G graf H a G = GaeH , pak H je izomorfni s H
aG pokryva H.

Dukaz: Zobrazeni f]| 7 Je izomorfismus H a H a zobrazeni fl & Je pokryti
grafu H grafem G. Zaména zaménitelnych hran podminky (1), (2) a (3) z definice
pokryti neporusi. 0J

Disledek 3.8: Existuje pfirozené c takové, ze pokryva-li graf G souvisly graf
H, pak |V(G)| = |V(H)| - c.

Drtikaz: Konec¢nou aplikaci lemmatu 3.6. Posloupnost G = G, G = G2, 5 =
G3,...,G¢ je posloupnost koneénych grafi s klesajicim poétem vrchold, tudiz je
kone¢na. V kazdém kroku odebereme |V (H)| vrchola. Graf G° je nejmensi takovy,
ze pokryva H, tedy je s nim izomorfni a |V (G®)| = |V(H)|. Zpétné dostavame
V(G)| = [V(H)]-c.

Priklad 3.9: Pokryva-li souvisly graf G cyklus Cy, potom G = C. pro
néjaké prirozené c.

Dukaz: 7Z podminky (2) definice pokryti je G cyklus a podle piedchoziho
disledku ma délku c - k. OJ

Pozorovani: Aplikujeme-li pfedchozi pozorovani na tento priklad, neboli
pokryva-li graf G graf H, grat H je souvisly a existuje v ném cyklus C'y délky k,
potom v grafu G existuje cyklus délky c - k£ pro néjaké prirozené c.

Lemma 3.10: Pokryva-li graf G souvisly graf H, potom vsechny tridy po-
kryvaci ekvivalence V,(G) maji stejnou velikost.

Dukaz: Necht (vy,v3) € E(H), potom podle lemmatu 3.1 pro kazdy vrchol
up € Vo, (G) existuje pravé jeden vrchol uy € V,,(G) tak, ze (ui,u2) € E(QG).
Z toho plyne |V,,(G)| < |V, (G)| a po zaméné vy a vy ziskdme rovnost. Diky
souvislosti grafu H plati rovnost velikosti pro vSechny t¥idy V,(G). 0



Kapitola 3. Vlastnosti pokryti 16

Dusledek 3.11: Odtud také plyne disledek 3.8 a navic vime, ze ¢ = |V, (G)|.

3.4 Souvislost pokryvacich grafia

V tomto odstavci zkoumame vztah mezi hranovou souvislosti pokryvaného a
pokryvaciho grafu. Pokud neni vyslovné uvedeno, veskeré dvousouvislosti, resp.
tfisouvislosti, jsou minény ve smyslu hranové dvousouvislosti, resp. tfisouvislosti.

Lemma 3.12: Pokryva-li souvisly graf G hranové dvousouvisly graf H, po-
tom G je téz hranové dvousouvisly.

Dukaz: Sporem. Necht hrana e = (ug, u1) je most a Gg, G jsou komponenty
grafu G po odstranéni hrany e. Graf H je dvousouvisly, proto v ném existuje cyklus
s hranou (f(ug), f(u1)). O¢islujme vrcholy tohoto cyklu f(ui) = v1,ve,...,v5 =
f(uo). Pro t¥idy pokryvaci ekvivalence musi platit |V, (G1)| = |V, (G1)| = ... =
|Va, (G1)| diky argumentu z dikazu lemmatu 3.10. Zaroven vsak plati |V, (G1)| =
|V, (G1)| + 1, nebot pro kazdé u € V,,(G1)u # u; musi existovat soused ve
tfidé V,, (G1) a vrchol v ma souseda ve t¥idé V,, (Go). Plati tedy |V, (G1)| =
Vo, (G1)| = | Vo, (G1)| + 1, coz je hledany spor. O

Pozorovani: Pro kazdy hranové dvousouvisly graf H existuje dvousouvisly,
ale nikoliv ttisouvisly graf G, ktery H pokryva.

Dukaz: Necht (u,v) = e € E(H). Za G vezmu dvé kopie grafu H a hrany
(u1,v1), (ug2,v2) nahradim hranami (uy,vs), (ug,v1). Graf G pokryva H, ale diky
témto hranam, jez tvori most, neni trisouvisly. O

Nasledujici obrazek ilustruje toto pozorovani. Teckované hrany jsou odstra-

nény a nahrazeny plnymi.



Kapitola 3. Vlastnosti pokryti 17

Obr. 1: Pokryvani dvousouvislym grafem

Lemma 3.13: Necht graf G pokryva graf H a H je tiisouvisly, zatimco G
neni trisouvisly. Budiz hrany e, es ez v grafu G, délici jej na komponenty Gy a
G2. Oznac¢me vrcholy uy,w; € V(G1),u2, wy € V(G2) tak, ze e; = (u1,wz),eq =
(u2, w1). Potom plati f(u1) = f(u2) a f(w1) = f(w2).

Dukaz: Vezméme v H cyklus f(u1) = vy,va,...,v = f(ws). Potom pro
velikosti tfid ekvivalence plati |V, (G1)| = |V4,(G1)| = ... = |V, (G1)|. Protoze
v8ak pro u; neexistuje soused ve V,, (G1), musi existovat wy € V,, (G1), takové, ze
wy ma souseda ug € V,,, (G \ Gy1). Plati f(u1) = v1 = f(u2), f(w1) = v = f(wa).

O

P1i zkoumani graf G pokryvajicich tfisouvislé grafy H se mizeme omezit na
jejich komponenty vzniklé odtrzenim 2-mostt a pfidanim hran spojujicich konce
2-mosti. Pokud alespon jedna komponenta nebude pokryvat H, potom ani G

nepokryva H.
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Pozorovani: Obracené tvrzeni neplati. Protipfiklad ziskdme podobnou kon-
strukci jako u predchoziho pozorovani, nyni vSak nahradim dvojice hran, jez vedou
do vrcholtl s rozdilnymi stupni. Tento piipad ilustruje nasledujici obrazek. Graf G

nepokryva graf H, ackoli po odtrzeni mostt jsou obé komponenty izomorfni s H.

ZaN

Obr. 1: Protiptiklad pti pokryvani dvousouvislym grafem

Lemma 3.14: Je-li graf H m-souvisly, graf G pokryva H a E’ je hranovy fez
s nejvyse m— 1 hranami spojujici dvé komponenty grafu G, potom fez E’ obsahuje
sudy pocet hran.

Dukaz: Oznac¢me Gy komponentu grafu G po odebrani fezu E' a E' =
{e1, e, ..., ex<m} hrany, vedouci z této komponenty souvislosti, e; = (u;,u}),u; €
V(G1). Bud H' pomocny graf, ktery vznikne z grafu H odebranim vsSech hran
f(e1), ..., f(ex). Diky m-souvislosti H je graf H' souvisly. Vezméme libovolnou
hranu e; € E'. Vrcholy f(u;) a f(u}) spojuje v H' cesta f(u;) = v1,...,u = f(u}).

(3

Vo (Gh)| = . = [Viy (Gh)] 2

Nyni podobné jako v ditkazu lemmat 3.11 a 3.12 plati
pfitom u,; nema souseda ve V,,(G1). Proto musi existovat hrana e; € E'\ {e;}, kde
pro jeji vrcholy plati f(u;) = v = f(u;) a f(u}) = vi = f(u;). (Takovych hran
miize byt vice, podstatna je existence alespor jedné hrany.) Po zaméné hran e; a
e; ziskame graf G, ktery pokryva H a v némz podgraf G, indukovany na V(G;)
tvori komponentu m-souvislosti, do niz vedou hrany E’\ {e1,ez}. Tento proces

muzeme opakovat tak dlouho, dokud mnozina E' neni prazdna. V kazdém kroku
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z mnoziny E’ odebereme 2 hrany, a proto je jejich pocet sudy. 0

Zavérem kapitoly uvedeme jedno lemma, které umoznuje popsat vztah mezi
vrcholovou souvislosti pokryvaciho a pokryvaného grafu.

Lemma 3.15: Pokryva-li souvisly graf G vrcholové dvousouvisly graf H, po-
tom G je téz vrcholove dvousouvisly.

Dukaz: Sporem. Budiz u artikulace v grafu G a vrcholy ug, us jeho sousedé,
kazdy z jiné komponenty souvislosti. Graf H je vrcholové dvousouvisly, a proto
v ném existuje kruznice takova, ze obsahuje hrany (f(uo), f(u1)) a (f(u1), f(u2)).
Podle pozorovani na zacatku ¢lanku 3.3 existuje v G kruznice, jez obsahuje hrany
(ug,u1) a (ur,us), coz je spor s predpokladem, Ze vrchol u; je artikulace. Zadny

z vrchold nemiize byt artikulaci, a proto je graf G vrcholové dvousouvisly. 0



Kapitola 4

Aplikace linearni algebry

Tato kapitola zkouma problém pokryti spiSe algebraickymi metodami. Zamé-
fime se na vztah matic sousednosti pokryvaného a pokryvaciho grafu. Pro specidlni
tfidu pokryvanych grafi ziskdme metodu, s jejiz pomoci lze pro libovolny pokry-
vaci graf v polynomidlnim case zjistit, zdali zkoumany graf pokryva. Také zde
upozornujeme na nékolik aspekti tykajicich se vlastnich ¢isel matic sousednosti

pokryvaného a pokryvaciho grafu.

4.1 Stupnové rozdéleni

Pro tuto kapitolu budeme potfebovat nékolik definic novych pojmiu. Stup-
nové rozdéleni a jeho usporadani déli vrcholy grafu nejprve do t¥id podle stupnt
a potom je toto rozdéleni zjemmnovano podle rozdéleni sousedit vrchol. Lemma
4.6. 1ika, ze provedeme-li stupnové rozdéleni vrchold pokryvaného a pokryvaciho

grafii, 1ze vrcholy z jedné tiidy stupnové ekvivalence pokryvaciho grafu zobrazit

20
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pouze na vrcholy z odpovidajici tfidy pokryvaného grafu. Pokryvaci ekvivalence
je zjemnénim stupnové ekvivalence a pfi zkoumani grafti s ”podrobnym” rozdéle-
nim vrcholt do t¥id stuprové ekvivalence miize byt stupnové rozdéleni uzite¢nym
nastrojem pro potvrzeni ¢i vylouceni existence pokryti.

Dluzno dodat, ze pro zkoumani grafii s jednou nebo nékolika méalo tfidami
stupriové ekvivalence (napf. regularni grafy nebo grafy s bohatou grupou auto-
morfismi) metody zde ukédzané nemusi byt piili§ tispésné.

Definice 4.1: Méjme posloupnost systémii vrcholii grafu G:

(1) #° ={V(&)},
#' = {B},B},..., B} } tak, ze:
u,v € B} & dega(u) = dega(v),
(2) Méme-li pro ' = {Bi,Bi, ..., Bj, } znacime:
r(u); = [{v: (u,v) € E(G),v € Bl}|,
... pocet sousedi vrcholu u v tiidé B]i.
ur;v < 3l :u,v € B}, ... ekvivalence vrcholii vzhledem k B
a definujeme B = (Bt Bt B]’f:l} tak, ze:
u,v € B;-H Sumyv, azdroven VI € {1,... .k} r(u)i = r(v)i.
Plati-li pro néjaké i, ze B = B, pak systém %' nazyvime stupriovym rozdéle-
nim grafu G a nadale znac¢ime B = { B, ...By}. Vzhledem ke kone¢nosti mnoziny
V(QG) takové i existuje. Ekvivalenci ~; nazyvame stupniovou ekvivalenci a znac¢ime
pouze ==.
Znaceni: Je-li z kontextu jasné, ze se jednd o stupnové rozdéleni %, vyne-

chavame v nasledujicim znaceni index 1.
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Definice 4.2: Usporadani trid Bi,..., By v systému % definujeme nasle-
dovné:
(1) pro A" plati: u € B}, v € Bj, ¢ dega(u) > degg(v),
(2) pro BT plati: u € B;.H, v E Bf“, ji<le
bud u € B!

m?

v € B!, kde m < n,
ki

anebo u,v € B!, a zaroven plati: (r(u)l)jzl > Lea (r(v)i)jzl.

J J
Toto usporadani je diky tuplnosti lexikografického usporadani jednoznacné.
Definice 4.3: Pro graf G se stupriovym rozdélenim 9 = { By, ...By} definu-
jeme matici R € N**F takto: rij = r(u);,u € B;. Vzhledem k usporadani tiid
B; a definici stupriového rozdéleni je definice matice R jednoznac¢na, nebot plati:
u,v € B; = Vj:r(u); =r(v);. Matici R nazyvame stupiiovou matici grafu G.
Pozorovani: Radkovy soucet matice R je roven stupni vrcholu, jenz je re-

prezentantem tridy vrcholtl, s indexem tohoto fadku. Formalné zapsano:

k
Vu e V(G),u € B;: Zrij = dega(u).
j=1
Radkové soucty budou neostie vzestupné uspoiadany.

Dtikaz: Z definice r(u); oznacuje pocet sousedt vrcholu u v t¥idé B;. Celkovy
soucet je pocet viech sousedi a tedy stupefi vrcholu w. V systému 2" jsou vrcholy
rozdéleny a usporadany do t¥id podle stupnu. Pri definici systému BT se pouze
zjemiiuje uspofadany systém %' a uspofadani je zachovano. O

Véta 4.4: Pokryva-li graf G graf H, pak maji oba grafy stejné stupriové
matice.

Lemma 4.5: Je-li f pokryti grafu H grafem G a jsou-li %”G resp. (@}{ prvky

posloupnosti systémi mnozin z definice 4.2 v grafu G resp. H, potom plati:

Yu € V(G),Vi,j:u€ By, < f(u) € By
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Dukaz lemmatu 4.5: Indukci pres .
(1) proi=1":
u € Bévj,degg(u) = degp (f(u)) = vzhledem k usporadani By, a By
vyplyva f(u) € B}-I,j,
(2) plati pro i, dokazuji pro i + 1:

za piedpokladu: u € B, j,u € B"GJT;, f(u) € By ;, plati

Vi ra(w)i = rg(f(u))

a déle vzhledem k usporadéni B a 5! bude f(u) € Bﬂ',ﬁ O
Dikaz véty 4.4: Z lemmatu 4.5 vyplyva, Zze mame-li stupnova rozdéleni A

a By, potom
Vi,Vu e V(G),Yv e V(H) : (f(u) =v) = (u € Bg,j © v € By;).

Déle platirg ;; = ra(u); = ru(f(w)); = ruij prou € Ba, f(u) € By,;. Stupniové
matice obou grafti jsou shodné: Rg = Ry. 0

Lemma 4.6: Jsou-li f; a fy dvé riizna pokryti grafu H grafem G, potom pro
vrcholy uy a ug plati f1(u1) = fo(uz) = uy = us.

Dukaz: Z lemmatu 4.5 bezprostiedné plyne
Vi,j:up € Bév’j = fl(ul) S B}_],j = fg(’UQ) S Bj:f,j & Ug € BiG,j,

neboli u; =~2; uo pro vSechna i a tedy i u; =~ us. L]
Jednoduchou aplikaci tohoto lemmatu je fakt, ze mame-li automorfismus f
grafu G a pro vrcholy u a v plati f(u) = v, potom nutné oba vrcholy u i v patii
do stejné tridy stupnové ekvivalence.
Lemma 4.7: Pokryva-li graf G graf H, potom pokryvaci ekvivalence je zjem-

nénim stupriové ekvivalence, neboli Vu,w € V(G) : u ~ w = u ~ w.
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Dikaz: Formalné:
fu)=v=f(w)=3j:(ue€ Bg,; ©veEBu; < we Bg;). O

Véta 4.8: Plati-li pro grafy G, H vztah Rg = Ay, potom graf G pokryva
graf H, neboli existuje takové zobrazeni f, pro které plati podminky z definice
pokryti.

Dukaz: Pro vrchol u € Bg ; definuji f(u) = v;. Ovéfuji podminky pro po-
kryti:
(1) w,w € V(G), (u,w) € E(G) = f(u) = v, f(w)=vj, i # j nebot rg iy =

am,i; = 0. Dale plati

amij =T > 0= ami; =1= (v;,v5) = (f(u), f(w)) € E(H),

(2) uwe V(G), f(u) = v;, potom

n n
dega(u) = reak = Y amir = degm(v;),
k=1

k=1
(3) pro hrany (u,wn), (u,w2) € E(G), f(w1) = v;, f(wz) = v; nutné plati i # j a
odtud f(wy) # f(wz). Kdyby i = j, potom pro f(u) = vg plati 2 < rg(u); =

rG,ki = OHki < 1, cOZ je spor. O

Pti zkoumani pokryti mizeme vétu 4.8 aplikovat na tr¥idu graf H, pro néz
plati Ry = Ap. Libovolny graf G potom pokryva graf H tehdy a jenom tehdy,
je-li Rg = Apg.

Pozorovani: Grafy H z této tfidy jsou strnulé, neboli maji pouze jeden
automorfismus, a to identitu.

Dukaz: Sporem. Necht existuje automorfismus g rizny od identity. Identitu a
tento automorfismus mizeme chapat jako dvé rizna pokryti grafu H sebou samym.
Existuje tedy vrchol, pro néjz plati u # g(u) = v = id(v). Podle lemmatu 4.5 musi
vrcholy uw a v patfit do stejné tridy stupniové ekvivalence a matice Ry ma alespon

o jeden rfadek méné nez Ay, coz je spor. O
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Obréacend inkluze neplati. Na obrazku je znazornén strnuly tiiregularni graf,

jehoZ stupriové rozdéleni obsahuje jen jednu t¥idu a plati Rg = (3).

Obr. 1: Ukazka triregularniho strnulého grafu

Dikaz tvrzeni, Ze graf na obrazku je strnuly: Hledejme automorfismus
rizny od identity. V grafu je jedina kruznice délky tfi (1,2,3), z niz vrcholy 2
a 3 lezi na kruznici délky pét. Odtud vrchol 1 se musi zobrazit sdm na sebe.
Pokud vrcholy 2 a 3 zobrazime na sebe, bude vynuceno zobrazeni na sebe sama
i u ostatnich vrcholli, ¢imz ziskdme identitu. Vrchol 2 se tedy musi zobrazit na 3
a naopak. Déle se vrchol 4 zobrazi na vrchol 6 (a naopak), vrchol 5 sdm na sebe.
Vrcholy 7 a 9 se zobrazi na 8 a 10 (a naopak). Nyni mame spor, nebot vrcholy 1
a 9 nemaji spolecného souseda, stejné tak jako vrcholy 5 a 10. O

Na zavér miizeme konstatovat, ze neplati nasledujici tvrzeni: Plati-li pro graf
GG, ze matice R obsahuje pouze jednicky a nuly a na diagonéle pouze nuly, mize
pokryvat pouze jeden graf, jehoz matice sousednosti je shodna s R¢. Protipriklad je
ukazan na nasledujicim obrazku. Graf G pokryva H, ale také H;, ¢imz je predchozi
tvrzeni vyvraceno. Pokryti G — H; je popsano arabskymi ¢islicemi, pokryti H; —
H timskymi ¢islicemi, pokryti G — H vznikne jejich slozenim. Graf H je také

jednim z nejmensich s vlastnosti Ry = Apy.
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0
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... vrchol II
... vichol VI
... vrchol 1
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... vrchol III
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Obr. 1: Protipriklad grafi s vlastnosti R = Ay

4.2 Vlastni ¢isla

V tomto odstavci se zamérime na vztah vlastnich ¢isel matic sousednosti po-
kryvaciho a pokryvaného grafu.

Definice 4.9: Pro permutaci 7 : {1,...,c} — {1,...,c} znac¢ime I, € N°*¢
matici permutace 7w a definujeme ji tak, ze (I);; = 1 < w(i) = j, jinak (I);; = 0.

Pro z € N znacime symbolem X = (z)**! matici X € N**!| kde plati (X);; =

x pro vsechna i,j: 1 <i<k,1<j<I. Podobné prox € R ax e C.
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Lemma 4.10: Pokryvé-li graf G graf H, n = |V(H)|, m = n-c = |V(G)|

a oznacim-li Ay € N™*" matici sousednosti grafu H, potom matici sousednosti

grafu Aqc € N™*™ mohu napsat ve tvaru:
Biy B2 -+ By
By Bay .-+ By,
Bnl Bn2 e Bnn

Pro matice B;; € R°*¢ plati:
(1) (An)ij = 0= Bi; = (0)°,
(2) (Am)ij = 1= B;; = I; pro néjakou permutaci 7;;.

Diikaz: Radky matice Ay déavaji o¢islovani V(H). Usporadejme V(G) tak,
Ze nejprve vezmeme vrcholy, jez se zobrazi na prvni vrchol z grafu H, potom
ty, jez se zobrazi na druhy vrchol, atd. Formalné: V(G) = {uq,...,u;,} tak, ze
k<1, flur) = v, flw) =v; =i <j.

Déle matice B;; popisuje vztahy mezi vrcholy uy,u;, takovymi, ze f(ui) = v;
a f(w) = v;. Plati-li (v;,v;) ¢ E(H), potom podle podminky (1) definice pokryti
(ug,w;) ¢ E(G), odtud plyne bod (1). Plati-li naopak (v;,v;) € E(H), potom podle
lemmatu 3.1 pro kazdy uy existuje pravé jeden u,; takovy, ze (ux,u;) € E(G), ¢imz
je dokdzan i bod (2). O

Pro uplnost poznamenejme, Ze z definice permutacni matice vyuzivame pouze
fakt, Ze matice I, ma v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jednou hodnotu 1,

zbytek jsou 0.

Lemma 4.11: Pokryva-li graf G graf H a jsou-li Ag, Ay jejich matice sou-
sednosti, potom existuje matice S € R"*™, takova, ze SAcS™ = Ag.

Dikaz: Predpokladejme, ze ¢isla m, n, c maji stejny smysl a matice Ag, Ay

jsou ve stejném tvaru jako v predchozim lemmatu. Oznacéme ¢ = /1/c. Matice S
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ma pak tvar:

cc---¢ 00 - 00---0 C 0 0
00---0 cc---¢ 00---0 0o C 0
00---0 00---0 --- €c---¢ o o0 --- C

Bloky C' = (¢)}*¢ a 0 = (0)1*¢ maji &fiku c a jejich podet v fadku matice S je n.

Matice S ma pozadovanou vlastnost, nebot:

(S AcST)i; =D ) ()i(Ac)k (ST

=1 k=1
n

= Z Z (C)1w (Bij)wv (CT ) = CByCT.

I'=1k'=1

3

Pro C_’BijC_’T plati:
(1) je-li B;; = (0)¢*¢, potom C'B;;CT =0
2) je-li B;; = I, potom CB;;:C" = CL,C" =&*(1,..,1)I.(1,...,1)T =¢&%c=1.
J J

Pro diikkaz lemmatu 4.14 potifebujeme nékolik definic a lemmat z linearni
algebry. Dikazy lemmat zde neuvadime, ale lze je nalézt v [5].

Definice 4.12: Ctvercovou matici A komplexnich ¢&isel nazyvame hermitov-
skou, pokud jsou (A);; a (A);; komplexné sdruzena cisla.

Lemma: (Bez diikazu) Vlastni ¢isla hermitovské matice jsou realna.

Matice sousednosti libovolného neorientovaného grafu je redlna a symetricka,
a proto ji 1ze chapat jako hermitovskou komplexni matici. Vlastni ¢isla grafu —
neboli vlastni ¢isla matice sousednosti grafu — jsou vzdy realna.

Definice 4.13: Oznacme A1 < Ay < ... < )\, vSechna vlastni ¢isla hermi-
tovské matice A fadu n a podobné py < ps < ... < u,, vlastni ¢isla hermitovské
matice B fddu m < n. Rikdme, Ze vlastni &isla matice B proplétaji vlastni ¢isla

matice A, pokud pro vSechna i = 1,...,m plati nerovnost A\; < p; < XNjtn—m.
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Definice vyuziva usporadani vlastnich ¢isel. Piestoze vlastni ¢isla obecné kom-
plexni matice mohou byt i komplexni ¢isla a nemusely by jit usporadat, jsou vlastni
¢isla hermitovské matice realna, l1ze je usporadat, a proto je definice proplétani re-
gularni.

Lemma: (Bez dikazu) Je-li A € C"*" hermitovskd matice a pro matici
S e C™*" m < n plati, ze SST = I, potom vlastni ¢isla matice SAS ' proplétaji
vlastni ¢isla matice A.

Lemma 4.14: Pokryva-li graf G graf H, potom vlastni ¢isla grafu H proplé-
taji vlastni cisla grafu G.

Dikaz: Matice sousednosti grafu jsou symetrické, a vnimame-li je jako matice
komplexnich ¢isel, jsou i hermitovské. Pro matici S z lemmatu 4.3 plati SST = I.
Podminky predchoziho lemmatu jsou splnény, jeho aplikaci ziskdme pozadovany
vysledek. 0

Matice S existuje i pro obecné tvary matic sousednosti. Staci provést zaménu
radku a sloupcu, tak, jak jsou zaménény fadky a sloupce matice Ag proti nami
uvedenému tvaru.

Lemma 4.14 plati i pro obecnéjsi homomorfismy. Postacujici podminkou je,

aby se na kazdou hranu zobrazil konstantni pocet hran.



Kapitola 5

Spole¢né pokryti

V této kapitole se zaméfime na konstrukce grafii, jez pokryvaji pfedem dané
dvojice grafii. Cykly maji nasledujici vlastnost: cyklus C}.; pokryva podle prikladu
3.9 jak cyklus C}, tak Cj, jinymi slovy pro kazdé dva cykly C a C existuje cyklus,
ktery je oba pokryva. Naskyta se otazka, zdali existuje podobna konstrukce i pro
jiné tridy grafti. V této praci predvedeme konstrukci pro k-regularni grafy.

Princip konstrukce spociva v rozlozeni grafu na 2-faktory a popripadé jeden
1-faktor. Pro zjednodusené grafy lze snadno nalézt spolecné dil¢i pokryvaci grafy.
Hledany graf je pak sjednocenim téchto dil¢ich graft.

Definice 5.1: Pro 1-regularni grafy H,, Hy definujeme operaci ® nasledovné:

G:H1®H27

V(G) =V (Hy) x V(Ha),

((u1,uz), (v1,v2)) € E(G) < (u1,v1) € E(H1), (u2,v2) € E(Hs)

30
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Lemma 5.2: Pro 1-regularni grafy Hy, H, plati, ze graf G = Hy® Hy pokryva
jak graf Hy, tak graf H,.

Dikaz: Z definice operace ® je graf G nutné l-regularni. Zobrazeni fi :
V(G) — V(H1), f2 : V(G) — V(Hs) popsana vztahy fi((u,v)) = u, fa((u,v)) =v
jsou pokryti trividlnim ovéfenim podminek. O

Umluva: V néasledujicich definicich dvouregularni grafy H nemusi byt sou-
vislé.

Definice 5.3: Graf H je cyklickou orientaci dvouregularniho grafu H, kdyz
V(H) =V (),

(u,v) € E(H) < ([u,v] € E(H) V [v,u] € E(H)),

—

a plati Vu € V(H) : indeg(u) = outdeg(u) = 1.

Pozorovani: Kazdy konecny dvouregularni graf mé cyklickou orientaci.

Diikaz: Hrany grafu mizeme orientovat nasledujicim postupem. Vezméme
za pocatecni libovolny vrchol grafu, jednu incidentni hranu orientujme smérem
ven z vrcholu a posunime se po ni do sousedniho vrcholu. V tomto vrcholu zbyva
jen jedna hrana pro orientaci ven, proto ji pouzijeme a cely postup opakujeme
znovu. Diky konecnosti grafu se jednou musime znovu dostat do pocatec¢niho vr-
cholu. V kazdém kroku se nam snizuje pocet vrcholti, jez nemaji orientované obé
incidentni hrany. Z poéate¢niho vrcholu je jedna hrana orientovana ven (prvni ori-
entovand hrana) a jedna dovnit¥ (posledni orientovana hrana). Béhem konstrukce
se nikdy nemtzeme dostat do vrcholu, jemuz jiz byla orientovana alespon jedna
hrana smérem dovnitt. V takovém vrcholu jsme museli také orientovat dalsi hranu
smérem ven a spolu s hranou, po niz jsme se do tohoto vrcholu dostali, dostavame
spor s dvouregularitou grafu.

Timto zptsobem se nam podafi orientovat jednu komponentu grafu. Po-

stup opakujeme s vybérem pocatecniho vrcholu z neorientované komponenty tak
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dlouho, az ziskame cyklickou orientaci celého grafu. 0
Definice 5.4: Pro dvouregularni cyklicky orientované grafy H,, H, definuji
operaci ® nasledovné: G=H ® ﬁg,

V(G) = V(H,) x V(Ha),

[(u1,u2), (v1,02)] € E(G) < [uy,v1] € E(Hy), [ug,vs] € E(Hs).

Lemma 5.5: Pro dvouregularni grafy Hi, Hy plati, ze pro libovolné cyklické
orientace téchto grafi H 1 H, kazdy graf G vznikly z grafu G=H,®H, zapome-
nutim orientace pokryva jak graf Hy, tak graf H,.

Dikaz: V grafech Hy a Hy plati, ze do kazdého vrcholu vede jedna hrana
a také jedna hrana z néj vychazi. Proto podle definice operace ® v grafu G do
kazdého vrcholu vede jedna hrana a jedna z néj vychéazi. Pokryti f; pro i = 1,2
pak mizeme definovat stejnym zptisobem jako u predchoziho lemmatu. Podminky
(1) a (2) z definice pokryti jsou splnény trividlné. Podminka (3) V(u,v), (u,w) €
E(G) : fi(v) # fi(w) je splnéna také, nebot pokud by f;(v) = f;(w), pak by se
v obou grafech H; vyskytly orientované hrany [f;(u), f;(v)], [fi(v), fi(w)], coZ je ve
sporu s cyklickou orientaci grafi H;. OJ

Nyni mame pripravena potiebnéa fakta pro ukazku konstrukce na k-regularnich
grafech. Nasi konstrukci nejdiive podrobné rozebereme pro tiiregularni grafy.

Lemma 5.6: Pro kazdé dva hranové dvousouvislé triregularni grafy Hy, Ho
existuje graf G takovy, ze G pokryva Hy i Hs.

Diikaz: Podle Petersenovy véty plati, ze kazdy dvousouvisly 3-regularni graf
ma 1-faktor a tedy i 2-faktor. Oznac¢me 1-faktor grafu H; symbolem P; a 2-
faktor symbolem C';. Podle pfedchozich lemmat existuji grafy Gp, G¢o takové, ze
V(Gp) = V(Ge) = V(H;y) x V(Hz) a navic Gp pokryvéa oba grafy P; a G¢ po-
kryva oba grafy C;. Navic vzhledem k tomu, ze E(P;) N E(C;) = 0, plati také
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E(Gp) N E(G¢) = 0. Hledany graf G mtizeme nyni definovat vztahy
V(G)=V(Hy) x V(Hs), E(G) = E(Gp)U E(G¢).

Graf G je 3-regularni a zobrazeni f; jsou pokryti, nebot opét podminky (1) a (2)
plati trividlné a platnost podminky (3)
a) pro dvojici hran, jez se pomoci f; zobrazi do stejného faktoru, vyplyva z pred-
chozich lemmat,
b) pro dvojici hran, z nichZ se jedna zobrazi do P; a druha do C;, vyplyva z faktu,
ze mnoziny E(Gp) a E(G¢) jsou disjunktni. O
Lemma 5.7: Pro kazdy triregularni graf H existuje tiiregularni hranové
dvousouvisly G, ktery jej pokryva.

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze graf H je souvisly, pokud
by nebyl, budeme z grafu H pokryvat jenom jednu komponentu.

Dikaz: Odeberme z hran grafu H z kazdé komponenty dvousouvislosti jednu
hranu, tim ndm ziistane mnozina hran E a z odebranych hran vytvofime mnozinu
E_. Graf (V(H), E;) je stale souvisly. Bud V(G) = V(H) x {1,2}. Vrcholy tvaru

(u, 1) pro srozumitelnost zna¢ime wu;. Déle
E(G) = {(ul,v1)7 (u2av2)§ (U,U) € E-i-} U {(uhU?)? (u27v1); (Uav) € E—}'

Symboly G; resp. Gy dale oznacuji podgrafy G indukované mnozinami vrcholi
V(H) x {1} resp. V(H) x {2}. Grat G = (V(G), E(G)) je hledany graf. Zfejmé
pokryva graf H. Také je hranové dvousouvisly, nebot pokud by v grafu G existoval
most (u;,v;), pak:
a) Predpokladejme, ze i = j, (btino ¢ = 1) a oba vrcholy u, v nélezi stejné kompo-
nenté dvousouvislosti grafu H. Potom v H spojuje vrcholy u a v kromé hrany
(u,v) jesté jedna cesta, kterd miize pouzivat nejvyse jednu hranu (w,w’) €

E_.V grafu G pak vezmeme odpovidajici cestu spojujici u; a v; v G1 a hranu
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(w1, w]) nahradime hranou (wy,wj), cestou spojujici vrcholy wy a wf v pod-

grafu G2 a hranou (wq,w]). Tim dostaneme cestu spojujici u; a v; a spor

s predpokladem, Ze hrana (u1,v1) je most.

b) Pokud i = j, (btno ¢ = 1) a vrcholy w,v nélezi kazdy jiné komponenté
dvousouvislosti H. Ozna¢me tyto komponenty C, a C, a hrany (w,z) =
C,NE_, (x,y) = C, N E_. Pak v grafu G existuji: cesta z u; do wy v Gy,
hrana (w1, 22), cesta ze z5 do xo v G, hrana (x2,y1) a cesta z y; do vy v Gy,
coz je cesta spojujici u; a v1 a spor.

c) Pokud i # j pak u; je v G; spojeno cestou s v;, dale existuji hrana (v;,u;) a
cesta z u; do v; v G, coz je opét cesta z u; do v; a spor. O
Disledek 5.8: Pro kazdé dva tiiregularni grafy H; a Hs, existuje graf G,

ktery je oba pokryva.

Dikaz: Neni-li néktery z graf H; hranové dvousouvisly, pouzijeme predchozi
lemma pro konstrukci hranové dvousouvislého H;, ktery pokryva H;. Ten pak
pouzijeme pro konstrukci grafu G podle lemmatu 6. Graf G pak pokryva H| a
diky tranzitivité pokryti pokryva i H;. 0

Na nasledujicim obrazku jsou pro tiiregularni grafy H; a Hs ukazany grafy
C1, Cy, Py, Py a na jejich zakladé vytvorené grafy G, Gp a hledany graf GG, ktery
pokryva jak Hy, tak Ho.

V konstrukci pro k-regularni grafy pouzivame podobnou metodu jako pro
ttiregularni grafy. Pii rozkladu tfiregularnich grafi na 2-faktor a 1-faktor jsme
pouzili Petersenovu vétu a lemma pro konstrukci hranové dvousovislych grafi.
V konstrukci budeme potrebovat podobna lemmata pro k-regularni grafy, ktera

nam umozni rozlozit zkoumany graf.
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Obr. 1: Ukazka konstrukce grafu G

Lemma 5.9: Je-li graf G 2k-regularni, potom obsahuje 2-faktor.

Dukaz: (pfevzaty z [3]): Stupné vrcholt v grafu G jsou sudé, a tudiz v ném
existuje Eulertiv sled. Orientujeme-li hrany grafu G podél tohoto sledu, bude platit,
ze indegg(v) = outdege(v) = k. Podle orientace grafu G vytvofime pomocny
bipartitni graf G’ a to tak, ze kazdy vrchol u grafu G rozdélime na dva vrcholy
Uin & Ugyt @ kaZdou orientovanou hranu [u, v] nahradime hranou [ugye, viy]. Plati
véta, ze v kazdém regularnim bipartitnim grafu existuje perfektni parovani. Hrany
perfektniho parovani v grafu G’ odpovidaji hranam 2-faktoru v grafu G, nebot pro
vrchol u vede v parovani praveé jedna hrana do vrcholu u;, a pravé jedna z vrcholu

Uout, Odtud plyne, ze do vrcholu u musi vést pravé dvé hrany. 0
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Pozorovani: Kazdy 2k-regularni graf Ize rozlozit na k disjunktnich 2-faktori.

Dikaz: Aplikujeme-li pfedchozi lemma na k-regularni graf, ziskame 2-faktor.
Odebranim tohoto 2-faktoru obdrzime 2k — 2-regularni neboli 2 - (k — 1)-regularni
graf, na ktery mizeme opét aplikovat predchozi lemma. V kazdé aplikaci ziskame
jeden 2-faktor, tyto 2-faktory jsou navzajem disjunktni, nebot pozdéji vytvorené
2-faktory byly vytvareny z grafl, jimz jiz byly odebrany hrany diive vytvorenych
2-faktort. 0J

Lemma 5.10: Je-li H 2k + 1-regularni graf, potom existuje graf G, ktery jej
pokryva a navic obsahuje 1-faktor.

Duikaz: Polozme V(G) = V(H) x {1,2}, vrcholy (v,1) déle zna¢ime v;.

Mnozina hran budiz
E(G) = {(u1,v2), (u2,v1) : V(u,v) € E(H)}.

Zobrazeni f(v;) = v je pokryti grafu H grafem G. Graf G je bipartitni graf s par-
titami V(H) x {1} a V(H) x {2}. Jak jiz bylo zminéno, regularni bipartitni graf
obsahuje 1-faktor. O

Véta 5.11: Pro kazdé dva k-regularni grafy H, a Hy existuje graf G, ktery
pokryva Hy i Hs.

Dukaz: Je-li k liché, zkonstruujeme podle ptedchoziho lemmatu grafy Hi, H),
které pokryvaji H; a Hs a navic obsahuji 1-faktor.

Z grafu H] mizeme odebrat 1-faktor P; a zbytek rozlozit na % 2-faktord
City-ry, Cim, kdem = % Podle lemmat 5.2 a 5.5 plati, Ze existuji grafy Gp,Gc,
pro j = 1,...,m takové, ze V(Gp) = V(G¢,) = V(H;) x V(H3) a Gp pokryva oba
P; a kazdy G¢, pokryva Cy ;i Co ;. Pro hledany G plati V(G) = V(H7) x V(H;)
a E(G) = E(Gp) UE(G¢,)U...UE(Gg,,). Stejnym argumentem jako v lemmatu
5.6 1ze dokazat, ze G pokryva jak Hi, tak H) a diky tranzitivité pokryti i grafy
H, a H,.
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Je-li k£ sudé, je situace jednodussi. Kazdy z H; mizeme rozlozit na % 2-faktort
Cityeors Ciymy m = % Konstrukce i ditkaz existence pokryti je déale stejna jako pro
lich4 k, s tim, Ze jsou vynechany grafy P; a G p, nebot zde nemaji smysl. O

Na zaver lze podotknout, Ze uvedena konstrukce nam mize poslouzit k nale-
zeni grafu, jenz pokryva nejenom dvojici, ale i libovolnou n-tici Hy, ..., H, regu-
larnich grafi. Existuji dva zptsoby resSeni. Jednak miizeme konstrukci opakovat
pro stale vétsi skupinu grafli: nejprve nalezneme graf G, jenz pokryva grafy H; a
H,, potom nalezneme graf G5, jenz pokryva Hs a GGy, a proto i H; a Hs. Nakonec
ziskdme graf GG,,_1, jenz pokryva vSechny grafy H, az H,.

Pro tento problém vsak existuje i elegantnéjsi feseni. Staci rozsirit operaci ®
pro libovolny pocet operandii nasledovné:

Hy,...,H, znaci n-tici 1-regularnich, resp. orientovanych 2-regularnich grafi.

pro l-regularni grafy definuji:

(U1, .y up), (V1 ..y 0p)) € E(G) < (u1,v1) € E(Hy), ..., (up,vy,) € E(Hy)
a podobné pro orientované 2-regularni grafy:

[(U1y ooy ttp), (U1, ..., 00)] € E(G) < [ug,v1] € E(Hy), ..., [un,v,] € E(Hy).

Celou konstrukci pak mtizeme provést rovnou pro n-tici grafi s pouzitim ope-
race Q). Ditkaz, zZe ziskany graf ma pozadované vlastnosti, je pak analogicky dikazu

pro dvojici grafi.
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Caste¢né pokryti a solidni grafy

6.1 Castecné pokryti

Pripomenme, ze ¢astecné pokryti grafti se od uplného pokryti lisi pouze tim,
ze nepozadujeme, aby vrchol a jeho obraz meély stejné stupné. Ve treti kapitole
jsme cCasto pouzivali lemma 3.1, které nam za urcitych podminek umoznilo nalézt
k danému vrcholu jeho vhodného souseda. Pti studiu ¢astecného pokryti budeme
casto pouzivat podobné lemma, jehoz znéni a diikaz zde uvadime.

Lemma 6.1: Bud g ¢éstecné pokryti G — H, dale u € V(G), v = g(u),
dega(u) = degy(v), (v,v") € E(H). Pak existuje pravé jeden v’ € V(G) tak, ze
(u,u') € E(G) a f(u') =".

Dikaz: Stejnym zptsobem jako u lemmatu 3.1. Oznacime-li Sg, podgraf
v G, jez obsahuje vSechny hrany vedouci z vrcholu u (hvézda v G se stfedem u),

potom je f|y (s, ) bijekce na V(Sy f(u)), a to proto, ze vrcholy u a v maji stejny

38
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stupenl. Vrchol v" € V(Sy ¢(u)) a hledany vrchol v je jeho vzorem. O

Nyni dokézeme vétu o ekvivalenci ¢astecného a uplného pokryti na grafech,
jez se navzajem pokryvaji,

Véta 6.2: Pokryva-li graf G graf H, potom kazdé castecné pokryti je tiplné
pokryti.

Znaceni: Pro diukaz véty 6.2 a podptirnych lemmat znac¢i f Gplné pokryti.
Diky tomuto zobrazeni budeme vyuzivat fakt R = Ry . Zobrazeni g je zkoumané
castecné pokryti.

Definice 6.3: Pro vrchol u € V(G) definujeme t‘(u) jako tihu vrcholu u
vzhledem k %' nésledovné t'(u) = j < u € Bi. Obdobné definujeme t(u) jako
tihu vzhledem k 2.

Lemma 6.4: Pro vrchol u € V(G) plati tg(u) > tg(g(u)).

Dukaz: Sporem. Necht existuje u takovy, Ze tg(u) < tg(g(w)). Oznaéme
v = g(u). Stupeni vrcholu u nemtize byt vétsi nez stupent vrcholu v, neboli t§ (u) >
t3;(v). Pro zachovani nerovnosti musi platit dege(u) = degp (v), neboli ¢t (u) =
t}.(v). Podle definice usporadani potom existuje k takové, ze t& (u) = t5 (v), ale

thH () < th 1 (v), éili

(re)E)" | >re (ra()i)" . n=|%".

Tedy existuje [, ze

marc(u)] >rg V).

vm < 1:rqg(u)k =rg(v)
Podle Dirichletova principu existuji vrcholy

u' v (u,u) € E(G), (v,0') € BE(H),v' = g(u)

aplati tf,(v') <1 < t%(v'). Tim je v podstaté proveden indukéni krok od k+1 ke k.

Indukei ziskdme posloupnost vrcholt u, v/, ..., 4 takovou, Ze t5 (@) < t1;(v), odkud



Kapitola 6. Céstecné pokryti a solidni grafy 40

plati degg(u) > degy (f(u)), coz je ve sporu s podminkou (2) definice ¢astecného
pokryti. U
Lemma 6.5: Pro vrchol u € V(G) plati tg(u) < tg(g(u)

)
Dukaz: Sporem. Necht existuje u takovy, ze to(u) > ty(g(u)). Z predchoziho
lemmatu mimo jiné plyne, ze pro vrcholy w € Bg 1 plati tg(w) = 1 = tg(g(w)).
Vezméme libovolny takovy w a libovolnou cestu w = wy, wo, ..., w, = u. Naleznéme
nejmensi k takové, ze tg(wy) = tg(g(wy)) a zéroven tg(wri1) > ty(g(wiil)).
Pak podle Dirichletova principu existuje w : (wg, w) € E(G), takové, ze tg(w) <
tr(g(w)), coz je ve sporu s predchazejicim lemmatem. O
Dukaz véty 6.2: Z predchazejicich lemmat plyne, Ze za uvedenych podmi-

nek nutné pro vsSechny vrcholy u € V(G) plati: tg(u) = tg(g(u)). Odtud vzhle-
dem ke shodnému stuptiovému rozdéleni grafit G a H plyne t5(u) = t}(g(u)) =
dega(u) = degy (g(w)). Tim jsme dokézali podminku (2) tGplného pokryti, a pro-
toZe podminky (1) a (3) jsou u obou definic shodné, musi byt g uplné pokryti.
0

6.2 Rozpusténi vrcholu

Definice 6.6: Rozpusténim vrcholu u v grafu G ziskame graf GG,, s nasledu-
jicimi vlastnostmi: Oznacme d = degg(u) a vy, ..., vq sousedy vrcholu u. Potom

V(Gy) = V(G)\{u} U{wy,...,waq},

EG,) = EG)\{(u,v;): i=1,...,d} U{(w;,v;) : i =1,...,d}.

Vrcholy w1, ..., wq dale nazyvame prameny rozpusténi.

Pozorovani: Je-li zobrazeni f pokryti grafu H grafem G, potom zobrazeni
fu: V(G,) — V(H) definované vztahy: (se shodnym znacenim jako v pfedchozi
definici) f,(w;) = f(u) a pro v # w; : f,(v) = f(v), je ¢astecné pokryti grafu H
grafem G,.

Dukaz: Trividlnim ovéfenim podminek (1) az (3). O
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Definice 6.7: Castecné pokryti g : G, — H nazyvame rozsifitelné na G,

pokud je zobrazeni f : G — H takové, ze f, = g je pokryti.

Obr. 1: Rozpusténi vrcholu u v grafu G

Pozorovani: Je-li ¢astecné pokryti g : G, — H rozsiritelné na G, potom
plati: dega(v) = degp(g(v)) pro v # w;.

Dikaz: Plyne z definice f, pro vrcholy v # w;. O

Lemma 6.8: Castecné pokryti g : G, — H je rozsifitelné pravé tehdy, kdyz
(1) existuje vrchol v takovy, ze degy (v) = degg(u) a Vw; : g(w;) =v a
(2) jsou-li v; vrcholy takové, ze (w;,v;) € E(Gy,), pak g(v;) # g(v;) pro i # j.

Dukaz: Pii nesplnéni prvni podminky neni splnéna podminka (2) definice
pokryti, pfi nesplnéni druhé neplati podminka (3) definice pokryti. 0

Priklad 6.9: Existuji grafy G, H a vrchol u € V(G) takové, ze graf GG, je
souvisly a pfritom existuje ¢astecné pokryti g,, které neni rozsititelné na G, i kdyz
splituje podminku (1) pfedchoziho lemmatu.

Priklad takovych tiiregularnich grafii je na nasledujicim obrazku. Graf H
je sestrojen ze tfi shodnych casti, oznacenych a,b a ¢, jez jsou spojeny hranou
s centralnim vrcholem. Tyto ¢asti jsou znazornény ovalem, konkrétni ukazka casti

je uvedena vpravo od grafu H. Graf G je sestaven z 12 takovych ¢asti, nékteré ¢asti
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k sobé priléhaji, ¢ehoz lze dosahnout zaménou hran, popsanou ve treti kapitole.
Dva piiklady p¥iléhani ¢asti jsou taktéz ukazany vpravo od grafu H. Cisla udéavaji
pokryti, resp. castecné pokryti z priléhajicich c¢asti v grafu G, resp. G, do grafu
H. V grafu G je pismeny popsano, na které casti grafu H se zobrazi ¢asti grafu
GG, z ¢ehoz se da snadno odvodit pokryti. Souvisly graf G, nasleduje za grafem
G, castecné pokryti je rovnéz popsano pomoci pismen. Z obrazku je ziejmé, ze
prameny se vzdy zobrazi na centralni vrchol, a proto plati podminka (1). Bohuzel
také sousedé prament se zobrazi na tentyz vrchol v ¢asti a grafu H, coz je ve sporu

s podminkou (2), jak jsme chtéli ukazat.

"0 o
ool

Graf H, ukazka casti a priléhani ¢asti

9]

AN




Kapitola 6. Céstecné pokryti a solidni grafy 43

Obr. 1: Ukazka nerozsititelného pokryti na souvislém 3-regularnim grafu, graf G,
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6.3 Solidni a samosolidni grafy

Definice 6.10: Graf H nazyvame solidni, jestlize plati, ze pro vSechny grafy
G pokryvajici H a Yu € V(G) jsou vSechna c¢astecna pokryti g © G, — H
rozsifitelna na G.

Stézejnim tématem této kapitoly bude zkoumani problému, jaké grafy H jsou
solidni, a to predevsim z hlediska hranové souvislosti. Nejprve se pokusime zjistit
nékteré nutné vlastnosti, které musi solidni grafy mit.

Pozorovani: (Podminky solidnosti) Graf H je solidni, pokud pro vSechny
grafy G pokryvajici H a vSechny vrcholy u € V(G) maji vSechna ¢asteéna pokryti
g : G, — H vlastnost:

(1) v € V(H) : degr(v) = d a pro prameny rozpusténi w; plati: g(w;) = v,
(2) Vi, (wi,v;) € E(Gy) 1 v; #vj &0 # .

Diikaz: Preformulaci lemmatu 6.7. U

Priklad 6.11: Cykly C} jsou solidni.

Dikaz: Je-li H = C}, potom podle prikladu 3.9 pro kazdy graf G pokryvajici
H plati G = C.... Graf G,, je cesta délky ck. Ocislujeme-li vrcholy V(G,,) = {w; =
V1, U2, ooy Uck, Vek+1 = W2} tak, ze (v;,viy1) € E(G,,), pak pro kazdé ¢asteéné po-
kryti g plati: g(v;) = g(vi+r). Tim jsou splnény podminky pfedchoziho pozorovani,
nebot g(w1) = g(v1) = g(vk+1) = g(var+1) = ... = g(vert1) = g(w2) = v a zjevné
také degy(v) = 2, éimz je podminka (1) pro grafy Cj dokdzana. Podminka (2)
plati ze vztahu g(v2) = g(vi+2) # g(vk) = g(vetr)- O

Definice 6.12: Graf H nazyvame samosolidni, pokud pro vSechna u jsou
vSechna castecna pokryti g : H, — H rozsiritelna.

Pozorovani: Solidni grafy jsou samosolidni. Odtud dostavame fakt, ze grafy,
které nejsou samosolidni, nejsou solidni.

Priklad 6.13: Piikladem samosolidnich graft jsou bipartitni grafy Ks ,. Pro

jakékoliv pokryti pfi rozpusténi vrcholu stupné 2 nebo n lze snadno odvodit, ze
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vzniknuvsi prameny se musi zobrazit na tentyz vrchol a Ze nevznika spor s pod-
minkou (2) solidnosti. Hlubsim rozborem lze ukazat, Ze tyto grafy jsou nejen sa-
mosolidni, ale téz solidni.

Mohlo by se zdat, Ze se vzristajicimi stupni vrcholi grafu by bylo obtizné vy-
tvorit takové ¢astecné pokryti, které by dokazovalo, ze graf neni solidni. Nasledujici
priklad ukazuje konstrukci nesamosolidniho grafu s libovolné velkym minimalnim
stupném vrcholu.

Priklad 6.14: Pro kazdé k > 2 existuje graf H, ktery neni samosolidni a
minimalni stupen v grafu H je roven k.

Dukaz: Graf H zkonstruujeme z grafu Ky o odebranim hrany (us,us). Mi-
nimalni stupen grafu H je degy(us) = k. V grafu H rozpustime vrchol uy, ¢imz
vzniknou vrcholy wy,, ..., Wy, ,. Definujeme castecné pokryti g : H,, — H nésle-
dovné: g(wy,) = g(ue) = uy, dale pro i # 3 : g(wy,) = uz a pro i > 3 : g(u;) = u,.
Snadno Ize ovérit, ze g je odpovida definici ¢asteéného pokryti a vzhledem k tomu,
ze g(Wyy) # g(wy, ), neni graf H samosolidni. O

Uvedena konstrukce grafu H je ilustrovana na nasledujicim obrazku. Popisy

vrcholi v grafu H,, udévaji nerozsititelné castecné pokryti grafu sebou samym.

Obr. 1: Nesamosolidni graf s minimalnim stupném vrcholu rovnym k

Budeme se zabyvat otazkou, jak snadno rozpoznat grafy, jez nejsou samoso-
lidni, a tedy ani solidni. Nasledujici dvé lemmata nam davaji nastroje pro rozpo-
znani nékterych nesamosolidnich grafi.

Lemma 6.15: Plati-li pro graf H, ze v ném existuji vrcholy ui,uy takové, ze
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degp (u1) > degp(uz) aVu € V(H) \ {u1,us} : (ug,u) € E(H) = (u1,u) € E(H),
potom graf H neni solidni.

Dikaz: Konstrukei podobnou piikladu 6.13 rozpustime vrchol u; a definu-
jeme Castecné pokryti g. Protoze existuje vrchol ug, kde (uy,us3) € E(H), (u2,us3) ¢
E(H), bude g(w,) = uz # u1 = g(wy, ), a proto graf H neni solidni. O

Na nésledujicim obrazku je ukazan jeden z nejmensich grafti, ktery neni regu-
larni a rozpusténi libovolného vrcholu neni diivodem pro zamitnuti samosolidnosti
podle predchoziho lemmatu.

Tento relativné snadno ovéritelny fakt vSak nestaci pro dokazani samosolid-
nosti. Uvedeny graf totiz neni samosolidni, ptiklad nerozsititelného pokryti je uve-

den na témze obrazku.

H H,
6 2 3
@
u=1 ‘ "
@
7 7 1

Obr. 1: Ukazka nesamosolidniho grafu

Lemma 6.15 vSak neni tplné bezcenné, jak se jevi z predeslého vyobrazeni. Na
dalsim obrazku uvadime priklad ¢tyr grafi, kde se aplikaci lemmatu 6.15 snadno
dokéze, zZe tyto grafy nejsou samosolidni a tedy ani solidni. V kazdém jsou vyzna-

¢eny vrcholy uq,us, jez odpovidaji vrcholiim ze znéni lemmatu.
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u, u,
U;q

Obr. 1: Uziti lemmatu 6.15

Priklad 6.16: Pokud v grafu H existuje artikulace u takova, Ze jedna z kom-
ponent vrcholové dvousouvislosti H; je podgrafem druhé komponenty Hs, potom
graf H neni solidni.

Dikaz: Rozpustime artikulaci u a ¢asteéné pokryti g : H, — H definujeme
na vrcholech H, jako identitu a na vrcholech H; jako zobrazeni na podgraf H;
v komponenté Hs. Prameny w vzniklé rozpusténim artikulace u, zobrazime na wu.
Césteéné pokryti g neni rozsifitelné na H, nebot existuje vrchol u’ € V (H;) takovy,
ze hrany (w;,u’), (wj, g(u’)) se zobrazi na hranu (u,g(u’)), a proto by existence

kazdého zobrazeni f,, = g byla ve sporu s podminkou (3) definice pokryti. 0

6.4 Véta o solidnich regularnich grafech

Véta 6.17: Je-li k > 3, potom hranové Lg +1]-souvislé k-reguldrni grafy jsou
solidni.

V diikazu nésledujicich lemmat je pouzito néasledujici znaceni. H je zkoumany
hranové Lg + 1]-souvisly k-regularni graf. Graf G je libovolny souvisly graf, ktery
H pokryva. G je také hranové k-regularni a podle lemmatu 3.12 navic hranoveé
dvousouvisly graf.

Pro libovolny vrchol u € V(G) znadi g ¢asteéné pokryti G, — H.
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Lemma 6.18: Kazdy k-regularni hranové L% + 1]-souvisly graf je vrcholové
dvousouvisly.

Dukaz: Sporem: Budiz u artikulace. Potom alespon do jedné komponenty
vede nejvyse L%j hran. Tyto hrany tvori fez, coz je ve sporu s e- Lg +1|-souvislosti
grafu. 0

Aplikaci tohoto lemmatu ziskdme fakt, ze graf H je vrcholové dvousouvisly.
Bylo jiz dokadzéno v lemmatu 3.15, ze graf G, ktery graf H pokryva, musi byt
také vrcholové dvousouvisly. Nyni lze odvodit, ze graf G, je souvisly. Pokud by
nebyl, byl by vrchol u artikulaci v ptivodnim grafu GG, coz je ve sporu s vrcholovou
dvousouvislosti G.

Dtikaz véty 6.17 rozdélime na dikaz jednotlivych podminek pro solidni grafy.
Pfi dikazu prvni podminky solidnosti se zaméfime na obrazy hran vedoucich z pra-
ment rozpusténi. Zkonstruujeme pomocny ¢astecné orientovany graf a rozborem
moznosti vylouc¢ime vSechny pfipady, kdy by se mohly prameny rozpusténi zob-
razit na odlisné vrcholy. Situace pro grafy s lichym stupném regularity je situace
ponékud jednodussi, proto je rozebirame jako prvni.

Pr1i dikazu druhé podminky solidnosti vyuzijeme jiz dokadzané platnosti prvni
podminky. Pro k£ hran vedoucich z pramenii pokryti nalezneme v pokryvaném
grafu k£ riznych obrazi, na které se musi zobrazit, z ¢ehoz jiz vyplyva platnost
druhé podminky.

Lemma 6.19: Je-li k liché, potom pro e—L% + 1]-souvislé k-regularni grafy
plati podminka (1) z definice solidnosti.

Dukaz: Sporem. Pro liché k plati L% +1| = % Dale budiz g c¢asteéné
pokryti, jez nespliiuje podminku (1). Zkonstruujeme pomocné ¢aste¢né orientované

grafy H', H" a G nésledovné:
V(H)=V(H)

V(w;i,u;) € E(Gy) : [g(w;), g(u;)] € E(H') ... orientované hrany
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V(u,v) € E(Gy) \ {(w1,u1), ..., (Wi, ug)} :

{lg(u), 9(v)], [9(v), 9(u)]} ¢ E(H") = (9(u), g(v)) € E(H')

... neorientované hrany
V grafu H' mohou vzniknout dvojice protismérné orientovanych hran spo-
jujicich dva vrcholy. Proto zkonstruujeme graf H”, kde jsou tyto dvojice odstra-
nény. Ovsem diky této operaci musime téz upravit graf G, ¢imz vznikne graf G/,.
Pro zacatek konstrukce polozme V(H") = V(H'), E(H") = E(H'), V(G,) =
V(G.), E(G)) = E(Gy,). Pro orientovanou hranu € = [v1, v2] € V(H") oznacme:

h([v1, va]) = [{(wi, us) : g(wi) = v, g(u;) = va}|.

Pro dvojici opa¢né orientovanych hran [vy,vs], [va,v1] € E(H") plati jedna z na-
sledujicich moznosti:

a) h([vy,va]) > h(]ve,v1]) = [, potom z grafu H” odstranime hranu [ve,v1].
V grafu G, existuje alesponi [ hran (wj,,u;, ), ..., (ws,, u; ) takovych, zZe plati
g(w;,) = v1,9(u;,,) = vy a stejné tak ! hran (wj,,u;,), ..., (wj,,u;,) tako-
vych, ze g(wj,,) = v2, g(u;j,,) = vi. Hrany (w;,, wi, ), ..., (wi,, ws,), (W), w5, ), ey
(wj,, u;,) z grafu G, vyjmeme a nahradime je hranami (u;, , uj, ), ..., (w;,, uj,).
Odstranime vrcholy w;, , ..., w;,, wj,, ..., w;,. Diky odstranéni hran s prameny
se hodnota h([v1, v2]) zmensi o .

b) h([v1,v2]) = h([va,v1]) = [, potom z grafu H” odstranime obé hrany [vy, vs]
a [vg,v1] a nahradime je neorientovanou hranou (vq,v2). Déle jako v bodé
a) nalezneme [ dvojic hran vedoucich do pramenti, které z G/, odstranime a
nahradime hranou ! hranami mezi vnitinimi vrcholy GJ,.

Ke konstrukei je tfeba podotknout: Zazime-li zobrazeni g na mnozinu V(G)),
zUstava ¢astecnym pokrytim grafu G, grafem H. Graf H” obsahuje alespon jednu

a nejvyse k orientovanych hran. Pro kazdou hranu (v, v’) grafu H obsahuje graf H”
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bud neorientovanou hranu (v,v’), nebo pravé jednu orientovanou hranu z dvojice
[v, '], [/, v].
Lemma 6.20: Graf H” spliuje alesporn jeden z nasledujicich piipadii:
1. Graf H" obsahuje cyklus s alespori jednou orientovanou hranou.
2. Orientované hrany tvorii fez délici graf H"” na nejvyse tii komponenty.
Dukaz: Bud € = [v,,v1] orientovand hrana grafu H”. Chceme-li zabrénit
vzniku cyklu s hranou €, musi na kazdé cesté z v; do v, byt alespon jedna hrana
(vi, vi+1) nahrazena v grafu H” orientovanou hranou [v;41, v;] zabratujici vzniku

cyklu. Odtud plyne, Ze na kazdé cesté z vrcholu v,, do vy lezi orientovana hrana,

k+1
2

a proto orientované hrany tvori fez. Diky souvislosti grafu H musi v kazdé

komponenté zacinat nebo koncit alespon % orientovanych hran. Oznacime-li ¢

pocet komponent, plati vztah c - % < 2k, z ¢ehoz plyne ¢ < 3. U
Vyseuvedené pripady dale rozebirame oddélené:

1. Uvazme cyklus (v1,vs,...,v, = v9) v grafu H” s orientovanou hranou [v,,, v1].
V grafu G, potom zkonstruujeme nekoneény cyklus vrchola (uq, ug, ...) nasle-
dovné: Z konstrukce grafu H" plyne, ze vrchol v, je obrazem néjakého pra-
mene w; v grafu G} . PoloZzme u; = w;. Z pramene w; vede pravé jedna hrana,
a to do vrcholu up. Mame-li jiz hotovou cestu (uy, ..., u;) délky j—1, mizeme ji
prodlouzit o jeden vrchol nasledovné: Plati g(u;) = vi, dega: (uj) = degg (vr)
a podle lemmatu 6.1 existuje vrchol u;i; takovy, ze (uj,u;+1) € E(G),) a
g(ujy1) = vip1. V cesté (ui,ug,...) se zadny vrchol grafu G, nemtze vy-
skytnout dvakrat, nebot uvazime-li prvni vyskyt jednoho vrcholu na rtznych
pozicich ji, jo > 2, je existence hran (u;, 1, u;, ) a (uj,—1,uj,) ve sporu s pod-
minkou (3) definice ¢asteéného pokryti. Vrchol u; mé stupen jedna, a proto by
se v cesté mohl dvakrat vyskytnout az po druhém vyskytu svého souseda —

vrcholu ug. Na cesté se také nikdy nemizeme dostat do vrcholu stupné jedna,

a tim cestu ukoncit. Do takového vrcholu vede v grafu GG,, jenom jedna hrana
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(ui, w;), jiz v grafu H"” odpovida hrana [g(w;), g(u;)], neboli hrana orientované

proti sméru cyklu. V grafu H” se nemuze vyskytnout dvojice protismérné ori-

entovanych hran, nebot jsme je odstranovali v konstrukci grafu H” z grafu

H’, takze pohyb proti orientaci hrany nemuze nastat. Timto argumentem byla

dokazana existence nekonec¢né cesty v koneéném grafu GG, coz je spor a ptipad

1. nemitize nastat. 0

2. Pro rozbor druhého pripadu si nejprve uvédomme nasledujici fakta:

a)

Muzeme uvazovat, ze hrany spojujici dvé komponenty vedou jen jednim
smérem. Jinak miizeme vytvofit cyklus a pouzit spornost predchozi pod-
minky. Podobné mtzeme vyloucit existenci cyklu, prochézejiciho nékolika
komponentami.

Je-li jedna komponenta degenerovand, neboli obsahuje jen jeden vrchol
v, potom ma graf H" jen dvé komponenty s vrcholy V(H") \ {v} a {v}.
Do degenerované komponenty musi vést vSech k hran. Do jedné ze zby-
k| k—1

vajicich komponent by vedlo nejvyse |5] = “5= hran, coz nelze kvili

%—souvislosti grafu H.

Pro vrchol v z V(H") oznacme

Vo = {u € V(G : gu) = v, dege, (u) = degrn(v)}.

Je-li (v,v") € E(H") neorientovana hrana, potom |V,| = |V,/|. Plyne
z lemmatu 6.1., odvozenim analogickym z diikazu lemmatu 3.10. Volné
fe¢eno podle neorientované hrany vedouci ze svého obrazu v H” nalezne
kazdy vrchol v G’, pravé jednoho souseda.

Je-li [v,0'] € E(H") orientovanad hrana, potom |V,| + h([v,v]) = |Vir|.
Plyne taktéz z lemmatu 6.1 navic je tfeba uvézit, ze h([v,v’]) vrcholi
z Vi, mé za souseda, jenz se zobrazi na vrchol v, jeden z prameni w; a

ty se do mnoziny V,, nezahrnuji.
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e)

1< > w(u) <k

[v, o' |EE(H")
Toto cislo odpovida poctu hran vedoucich z prament, které nebyly ode-
brany pii vytvareni grafu G,. Pramend v grafu G, bylo tolik, kolik je
velikost stupné vrcholu, neboli k. Pfi konstrukei grafu G, jsme odebirali
prameny vzdy po paru, proto vzhledem k tomu, ze k je liché, alespon

jeden pramen nebyl odebran.

dJeeN: Y [V|=V(H")-c—1
'UGV(H//)

Z predpokladi a z disledku 3.8 plyne V(G) = ¢- V(H). V grafu H” jsou
stupné vsech vrchold zachovany. V grafu G, ubyl jeden vrchol stupné k
a pribylo k vrcholi stupné jedna, pficemz nékteré z nich odstranime pti
tvorbé grafu GJ,. Vrcholy stupné jedna se vsak do souctu ) |V, | nezapo-
¢itavaji, takze v souctu chybi pouze jeden rozpustény vrchol u.

Vedou-li orientované hrany €7,€é; z komponenty A do B, potom plati
h(€1) = h(€2). Plyne z fakti c) a d), nebot existuji takové konstanty c;
a cg, ze pro vSechny vrcholy v; komponenty A plati |V,,| = ¢1, podobné

pro vSechny ve € B : |V,,| = ¢2 a odtud plyne hlei] = ca — c1 = hles].

Z faktu a) a b) vyplyva, Ze orientované hrany déli graf H” na komponenty

podle jednoho z nésledujicich schémat:
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BV &

Obr. 1: Piipady rozdéleni grafu H”

k+1

5 -souvislosti

a) Orientovanych hran spojujicich komponenty A a B je diky
grafu H alespon % Pro v8echny hrany € spojujici A a B plati: hle] = 1,
jinak bychom dostali spor s fakty e) a g). Zaroven vsak plati [A| > 2 a

odtud 2 < |B| < |V(H)| — 2 ¢imz dostavame rovnost

JeeN: Y |V,|=V(H")-c+|B|
VeV (H")
jez je ve sporu s faktem f). Tento pfipad nemuze nastat.

b) Pro trojici vrcholti vq € V(A),vp € V(B),vc € V(C) plati nerovnosti
Vol < Vusls Vogl < |Vuel, odtud tedy pro kazdou hranu €4 spojujici
komponenty A a C plati h(€ac) > 2. Oznaéme Eup, Fac, resp. Epc
mnoziny hran vedoucich mezi komponentami A a B, B a C, resp. A a C.
Diky %—souvislosti grafu H plati Eop+FEac > %, Epc+FEac > %

Zde muzeme odvodit nerovnost

Yoo )= DY M@+ D @+ Y, k(&) >

[U,U’}EE(H”) ecFEap eecEac eeEpc
> |Eag| + 2|Eac| + |Epc| >
k+1

>2. —=k+1
> 2 + 1,

jez je ve sporu s faktem e). Tento pripad také nemuze nastat.
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c) Stejnym argumentem jako v piipadé a) odvodime, ze do vrcholu v vede
k hran € takovych, ze h(€) = 1, a ziskdme rovnost
JeeN: Y [Vi|=V(@H")-c+1,
veV (H")
jez je ve sporu s faktem f). Tento pfipad nemuize nastat.
d) Tento pfipad odpovida situaci, kdy vSechny prameny se zobrazi na jeden
vrchol.

Rozborem piipadii jsme ukoncili dikaz lemmatu 6.18. O

Lemma 6.21: Je-li k sudé, pak pro e—L% + 1]-souvislé k-regularni grafy plati
podminka (1) z definice solidnosti.

Dukaz: Pro sudé k plati L% +1] = % Uvédomme si, pro¢ bylo dulezité,
aby vrcholy grafu H mély lichy stupen. Pii konstrukci grafu H” jsme odstranovali
dvojice opa¢né orientovanych hran a pii té piilezitosti jsme v grafu G, odstranili
sudy pocet pramenti. Vysledkem bylo, ze v grafu H” zustala alespori jedna orien-
tovana hrana a v grafu G), alespon jeden pramen. Pro regularni grafy se sudymi
stupni vrcholt by mohl nastat ptipad, ze by se nam podafilo odstranit vSechny
orientované hrany (a tedy i vSechny prameny) a graf H” by byl shodny s ptivod-
nim grafem H. I pro takovy pifipad vsSak stale plati argumenty c) a f) z dikazu
predchoziho lemmatu. Z faktu c) plyne

> Wl=VvEH") V| =V(H") -
veV (H')
coz je ve sporu s faktem f). Pokud ndm pii konstrukci grafu H” zistane ale-
spon jedna orientovana hrana, mizeme provést rozbor pripadt stejné jako u k-
regularnich grafii s lichymi k. Zména %—souvislosti na %—souvislost nam plat-
nost argumentii pouzitych v rozboru pfipadt a) az d) nijak neoslabi. O
Bezprostiednim disledkem lemmat 6.19 a 6.21 je fakt, ze hranové [% + 1]-

souvislé k-regularni grafy splituji podminku (1) solidnosti.
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Lemma 6.22: Bud H vrcholové dvousouvisly k-reguldrni graf, v € V(H),
V1, ..., U sousedé vrcholu v. Potom existuje vrchol v € V(H) takovy, ze vrchol
v spojuje s vrcholem v’ celkem k cest takovych, ze i-ta cesta C; zac¢ina hranou
(v, v;).

Dikaz: Odstranime-li z grafu H vrchol v, zistane souvisly. V tomto grafu
existuje k — 1 cest spojujicich vrchol v; s vy proi =1, ..., k— 1. Polozime-li v/ = vy,
ziskdme cestu C; pfidanim hrany (v, v;) na zacéatek cesty spojujici vrcholy v; a v'.
Tim dostaneme k — 1 hledangch cest, posledni cestu C}, tvori hrana (v, v’). O

Lemma 6.23: U hranové L% +1|-souvislych k-regularnich grafii je podminka

(2) solidnosti splnéna.

Dukaz: Jiz jsme dokéazali platnost podminky (1), a proto muZeme v grafu
H oznacit v = g(wy) = ... = g(wyg). Dale budiz v vrchol a C1i, ..., Cy cesty podle
predchoziho lemmatu. V grafu G, oznac¢me modfe vSechny vrcholy x, pro néz
g(z) = v" a podobné Cervené takové y, ze g(y) = v. VSechny modré vrcholy maji
stupen k, mezi cervenymi je k vrcholt stupné jedna a ostatni jsou stupné k. Pro
libovolny modry vrchol u' lze aplikaci lemmatu 6.1 nalézt k& cest vedoucich do
u’ z Cervenych vrcholll, jez se zobrazi na cesty C1,...,C. Ze zadného ¢erveného
vrcholu nemohou vést dvé rizné cesty, které by se zobrazily na jednu cestu Cj,
nebot v prvnim vrcholu, kde by se tyto cesty liSily, bychom dostali spor s lemmatem

6.1.

V kazdém Cerveném vrcholu stupné jedna (to jsou prameny w;) zacina cesta,
jez se zobrazi na néjakou C;. V kazdém modrém vrcholu konci k cest, kazda se
zobrazi na jinou C;, v Cervenych vrcholech stupné k zacina k cest, kazda se také
zobrazi na jinou C;. Odtud pro kazdou dvojici prament wj, ,w;, musi platit, Ze
obrazy cest v nich zacinajicich, to jest cesty C;, a C,, spliuji podminku i; # 5.
Cesty C;, a C;, za¢inaji riznymi hranami, a proto se hrany (wj,,u;,) a (wj,, u;,)

zobrazi na odlisné hrany, ¢ili g(uj,) # g(u,,), coz bylo dokazat. O
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Dikaz Véty 6.17.: Plyne okamzité z lemmat 6.19 a 6.21 a 6.23. 0J

Na tomto misté by bylo vhodné poznamenat, ze hranova Lg + 1]-souvislost
zkoumaného grafu byla zapotiebi pfi diikkazu prvni podminky solidnosti, a to pouze
pri rozboru ¢tyt moznosti a) az d). Ve zbylé ¢asti dikazu jsme vyuzivali pouze vr-
cholové dvousouvislosti zkoumaného grafu (kterd podle lemmatu 6.18 plyne z hra-
nove L% + 1]-souvislosti). Je mozné, ze pouzitim jiné metody bude dokazano, ze
pro solidni regularni grafy je postacujici pouze vrcholova dvousouvislost.

Na zavér této kapitoly ukazeme konstrukei hranové L%j—souvislého k-regular-
niho grafu, ktery neni solidni, ¢imz dokazeme adekvatnost pozadavku Lg + 1]-
souvislosti pro solidni grafy (z hlediska hranové souvislosti).

Lemma 6.24: Pro kazdé k délitelné ctyimi, existuje k-regularni hranovée %—
souvisly graf Hy, ktery neni samosolidni.

Dikaz: Pro k = 4 je priklad takového grafu uveden na nasledujicim obrazku.
Graf H, sestava ze dvou shodnych ¢asti (kazda ¢ast je e-dvousouvisld) spojenych
artikulaci. Graf H je e-dvousouvisly, nebot ¢asti jsou dvousouvislé a nejmensi fez
spojujici obé ¢asti méa 2 hrany, neboli hrany vedouci z artikulace do libovolné ¢asti.
Grafy G4 a G4 jsou popsany dale, ptriléhani c¢asti je sestrojeno podle stejného
principu jako u prikladu 6.9, ¢ili zAménou zameénitelnych hran. Pomoci pismen je
popsano jak pokryti grafem G4, tak nerozsiritelné pokryti grafem G, .

P#i konstrukci grafu pro ostatni & budeme vychézet z grafu Hy. Necht pro

zkoumané k plati k = 4[. Zkonstruujeme pomocny graf F nésledujicim zpiisobem:
V(E) =V (Kgs1) U{v,v'},

ocislujme vrcholy K1 od vg do vy, potom

E(E) = E(Kk_|_1) \ {(U4i—37v4i—1)} U {(U,"U42'_3), (’U4i_1,’l)/)} pro 7 = 1, ceey Z
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Obr. 1: Grafy Hy, G4 a Gyy

Ptiklad grafu E pro k = 8 je uveden na nésledujicim obrazku. Kromé vrcholti
v,v’ maji vSechny vrcholy grafu F stupen k a lze snadno ovéfit, Ze vrcholy v

a v’ spojuje £ hranové disjunktnich cest, naptiklad (v, v4;_3, Vai_o,Vai_1,0") pro
pojuje 7 ) ’ 35 ) ’

. k
1= 1, PR
Hledany graf Hj vznikne z grafu H; nahrazenim kazdé hrany e = (v,v’)

grafem FE. Graf nahrazujici hranu e znac¢ime F.. Podobné v grafech G4 a G4
nahradime kazdou hranu grafem F, ¢imz ziskdme grafy G a G,i. Pokryti a ne-
rozSititelné castecné pokryti je tfeba rozsifit na piidané vrcholy. Zobrazeni na

puvodnich vrcholech ziistavaji beze zmén.
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Obr. 1: Graf E pro k=8

Pro oddéleni libovolné vnitini ¢asti nékterého grafu E. je zapotiebi alespon
% hran. Navic fez oddélujici dva ptivodni vrcholy by musel byt sjednocenim fezii
na téch E., pro néz by se koncové vrcholy hrany e ocitly v riznych komponentach.
Takové hrany musi byt diky e-dvousouvislosti grafu H, alespon dvé, navic kazdy
E. je %—souvisly, z ¢ehoz plyne, ze kazdy fez v Hi ma alespon % hran. Graf Hj, je
k-regularni a e—g—souvisly.

Diky existenci nerozsifitelného pokryti z G, na Hy, je graf H, hledany neso-

lidni graf. U
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Zavér

Hlavnim cil této prace spocival v prizkumu solidnich grafii z hlediska hra-
nové souvislosti. Podarilo se dokazat, ze pozadavek hranové L% + 1]souvislosti je
asymptoticky optimalni pro k-regularni grafy.

Z tohoto faktu pak podle [2] odvozuji, Ze pro k > 2 tifda | % + 1|-souvislych
k-regularnich graf obsahuje grafy, pro néz patti problém H-COVER do tiidy NP-
uplnych problémi. Neni bez zajimavosti, ze tato tfida obsahuje i strnulé grafy,

jeden z prikladt takového grafu je na obr. 5.

Dale jsem v této praci zkoumal vlastnosti pokryti a ¢astecného pokryti grafi.
Poznanim konceptu stuprniového rozdéleni grafu a lze odvodit, ze tfida grafu H,
pro jejichz matice rozdéleni a sousednosti plati Ay = Rpy, obsahuje grafy, pro
néz je problém H-COVER fresitelny v polynomialnim case. Matici rozdéleni grafu
G lze spocitat pfi vytvareni stupnové ekvivalence vrcholi. Ekvivalence je tfeba

zjemnovat v nejvyse V (H) etapach, a v kazdé etapé je tfeba prozkoumat vsechny

99
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vrcholy grafu vcéetné prislusnosti jejich sousedt do ttid ekvivalence. Pomine-li se
casova narocnost tfidéni vrcholl a rezie pro udrzovani datové struktury stupnové
ekvivalence, ziska se ¢as O(E(G)-V(G)-V(H)), neboli polynom vzhledem k pocétu
vrcholi grafu G, nebot graf H je pro problém H-COVER konstantni. P¥i zapoc¢teni
polynomialniho casu pro tiidéni vrchold a rezii pro udrzovani datové struktury
stupnové ekvivalence se stupen polynomu celkového ¢asu zvysi o konstantu, ¢imz
celkovy cas zlistane polynomialni.

K dalsim teoreticky zajimavym tvrzenim odvozenym v této praci patii zjisténi,
7e pri existenci pokryti mezi dvéma souvislymi grafy je kazdé castecné pokryti
zaroven uplnym pokrytim.

Pti zkouméani hranové souvislosti jsem uvedl nékolik protiptikladt grafi, které
vSak nebyly vrcholové dvousouvislé a ani samosolidni grafy. Na zakladé tohoto
pozorovani se okusim formulovat doposud oteviené problémy.

Prvnim z otevienych problémi je vrcholova souvislost k-regularnich solidnich
grafl. Vedlejsim vysledkem nagich ivah byl fakt, ze kazdy hranoveé L% +1]-souvisly
graf je zaroven vrcholové dvousouvisly. Naskyta se otazka, zda existuje vrcholoveé
dvousouvisly regularni graf, ktery neni solidni, nebo zda vSechny takové grafy jsou
zaroven solidni.

Otevienym problémem pro hlubsi analyzu ztstava vztah samosolidnich grafa

a solidnich grafi.
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